Réduction des Endomorphismes




Chapitre 1

Diagonalisation des endomorphismes

Dans tout ce chapitre, E est un espace vectoriel sur K = R ou C, et f est un endomorphisme de E.
Si on se place dans une base de E, on peut représenter f par une matrice. Le but de ce chapitre est de
trouver une base de E telle que la matrice représentant f dans cette base soit la plus simple possible,
c’est-a-dire la matrice est diagonale.

1.1 Vecteurs propres, valeurs propres

Définition 1.1.1. Soit v un vecteur de E. On dit que v est un vecteur propre de f si
o v n'est pas nul,

o llexiste A € K tel que
f(v) = Av.

Le scalaire A s’appelle la valeur propre associée a v.
Le couple (A, v) s’appelle élément propre de f.

Définition 1.1.2. L'ensemble des valeurs propres de f, noté Sp(f), est dite le spectre de f, c’est a dire
Sp(f) ={A€K; FveE": f(v) = Av}.

Proposition 1.1.1. Soit A une valeur propre de f, le sous ensemble constitué des vecteurs propres de f associé
a A et de O est un sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace propre de f associé i A et noté E,, c’est a dire

Eyx={veE: f(v) = Av}.
Démonstration. Ona O € E,. Soitvy, v € E) eta, B € K.

flavr + Bo2) = af(v1) + Bf(v2),
= aAv + BAvy,

Alavy + Boa).

Donc (av; + Bva) € E), ainsi E, est un sous-espace vectoriel de E. ]
Exemple 1.1.1.

1. Soit I'endomorphisme identité

Ide: E —E

x +— Idp(x) =x
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A est une valeur proprede Idg < Jv € E,v #0: Idg(v) = Av,
& JveEv#0:0=Av,

donc A =1, Sp(Idg) = {1}.
Le sous espace propre de Idg associé a A = 1 est :

Ey={veE:Ildg(v) =v}={veE:v=v}=E.
2. Soit I'endomorphisme

g: R —R
(x,y) +— (3x,5y)

A est une valeur propre de ¢ < 3(x,y) # (0,0) : g(x,y) = A(x,y)

(y) = Alx ):>{3x:/\x:>{(3—/\)x:0
sy & 5y = 51 (5—A)y=0

Six #0= A =23etsiy # 0= A =5, donc les valeurs propres de g sont : 3,5. Sp(g) = {3,5} .
Le sous espace propre de g associé @ A = 3 est :

B = {(xy):8tvy) =3(x )},
= {(x,y):3x =3x,5y =3y},
= {(x,y):y=0} =< (1,0) >.

Es = {(xy):8(xy)=5(xy)},
= {(x,y):3x =5x,5y =5y},
= {(x,y):x=0}=<(0,1) >.

Proposition 1.1.2. la valeur propre associée i un vecteur propre est unique.

Démonstration. Supposons que A1, A, sont deux valeurs propres associées a un vecteur v, avec A; # Aj.
Ona
A1 est une valeur propre associe v = f(v) = Ajv.

Ay est une valeur propre associe v = f(v) = Apv.
Donc Ayv — Ao = 0 = A1 = A, (Contradiction). O

Remarque 1.1.1. Le vecteur propre associé a une valeur propre n’est pas unique, en effet si v est un vecteur
propre associée une valeur propre A, alors kv est aussi un vecteur propre associée d A car f(Akv) = kf (Av) =
A(kv).
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Théoreme 1.1.1. La dimension du sous-espace propre E, associé a une valeur propre A de degré de multiplicité
m est inférieure ou égale a cet degré de multiplicité m, i.e

dimE, < m.

Démonstration. Soit I la dimension du sous espace propre associé a la valeur propre A de degré de
multiplicité m, il existe donc I vecteurs vy, v, ..., v; formant une base de E,. Ces vecteurs vérifient par
définition f(v1) = Avy, f(v2) = Avy, ..., f(v;) = Av;. Complétons ce systeme libre de | vecteurs en
une base de 1'espace vectoriel E par des vecteurs v;,1, 04, ...,0,. La matrice de f sur cette base est

de la forme :
0 -+ 0 by - biy
0 A -~ 0 byyp1 -+ by
B=10 0 A by 0 by
0 0 0 biii+1 - b
00 ++ 0 by - by

Le polyndme caractéristique de f, que 1’on peut calculer sur cette nouvelle base, est donc :

A—X 0 e 0 b141 T b1,
0 A-X -~ 0 by11 e by
P(X) = 0 o - A=X b1 e by
0 o - 0 by —X - by
0 0 ... 0 b 1ot R

Un développement [ fois de suite par rapport a la premiere colonne montre que 1'on peut au moins
mettre en facteur (A — X)! dans ce polynéme. On a donc I < m. ]

1.2 Caractérisation des valeurs propres

Proposition 1.2.1. A € K est une valeur propre de f si et seulement si f — Aldg ne soit pas injective.

Démonstration.

Soit A € K une valeur proprede f < Jv € E,v #0p: f(v) = Ay,

Jv e E,v#0c: f(v) —Av =0,

Jv € E,v#0p: f(v)—Aldg(v) = O,
ker(f — Aldg) # {0},

f — Aldg n'est pas injective.

Tt ¢ T2
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1.3 Cas d’un espace de dimension finie

Soit E est un espace vectoriel de dimension 7 sur K = R ou C. Considérons une base B de E et
A = Matg(f) € M,(K) la matrice associée a f par rapport a B.

1.3.1 Vecteurs propres, valeurs propres d’une matrice carrée

Définition 1.3.1. Soit A € M,,(K). On dit que X € M, 1(K) est un vecteur propre de A si
o X n’est pas nul,

o Il existe A € K tel que
AX = AX.

Le scalaire A s’appelle la valeur propre associée a X.
Le couple (A, X) s’appelle élément propre de A.

Définition 1.3.2. L'ensemble des valeurs propres de A, noté Sp(A) est dite le spectre de A, c’est a dire
Sp(A) ={reK; 3X e M1 (K): AX = AX}.

Théoréme 1.3.1. Soient Ay, Ay, ..., Ay des valeurs propres distinctes de A € M, (K). Si X; est un vecteur
propre de A pour la valeur propre A;, alors les vecteurs propres X1, Xp, . . ., Xy sont linéairement indépendants.

Démonstration. Soient A1, Ay, ..., Ak des valeurs propres de A, supposons que X; est un vecteur propre
de A pour la valeur propre A;,Vi =1,2,... k.

Nous allons montrer par récurrence sur k que

k
Y aiX;=0=wa;=0Vi=12...k
i=1
avec «1,0o, ..., & € K.
C’est vrai pour k = 1, puisque par définition un vecteur propre est nécessairement non nul. Supposons
la propriété est vraie a I’ordre k — 1. Soient Ay, Ay, ..., Ax des valeurs propres distinctes deux a deux et

X1, Xa, ..., Xy des vecteurs propres associés. Supposons

doncon a

Y iXi = —ae Xy,
i=1

On multipliant a gauche par la matrice A, on obtient

k-1
Y widiXi = —a A X,
i=1

mais on a aussi

k-1
Z Déi)\kXi = —Dék)\ka.
i=1
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Donc

k-1
Y ai(Aj = Ag)X; = 0.
i-1

D’apres I'hypothese de récurrence a I’ordre k — 1, ceci entraine que pour touti =1,2,...,k — 1,a;(A; —
Ax) = 0, donc a; = 0, puisque A; # Ag. Mais alors nécessairement a; Xy est nul, donc ax = 0 puisque
le vecteur propre Xj est non nul. Alors les vecteurs propres Xj, Xo, ..., Xi sont linéairement indépen-
dants. ]

1.4 Polyndéme caractéristique

Définition 1.4.1. Soit A € M,,(K). Le polynéme det(A — Al,), noté Pa(A), est dit le polyndme caractéris-
tique de A, c’est a dire
Py(A) = det(A — AL).

L’équation Pa(A) = 0 est dite I'équation caractéristique de A.

Définition 1.4.2. Soit f un endomorphisme de E. Le polynome caractéristique de f, noté P¢(\) est le polynome
caractéristique de la matrice associée a f pour n’importe quelle base de E, c’est a dire

P¢(A) = Pa(A), A = Matg(f), VB base de E.

Exemple 1.4.1.

11

1. Soit A = < 3 4 ) € My (R). Le polynome caractéristique de A est

1—-A 1

PA()L) :det(A—/\Iz) = 3 4- 2

= A2 -5\ +1.

2. Soit I'endomorphisme

f: R —R
(x,y,z) — (x—y,2x+z,x+y+2z)

Soit B = {e; = (1,0,0);e2 = (0,1,0);e3 = (0,0,1)} la base canonique de R®. On a

1 -1 0
M=Matg(f)=1 2 0 1
1 1 2
Donc
1-A -1 0
Pr(A)=Pu(A)=| 2 —A 1 |=A"-3A"+31-2
1 1 2-A

Théoréeme 1.4.1. Soit A € M,,(K). Alors

A est une valeur propre de A < Py(A) = 0.
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Autrement dit les valeurs propres d'une matrice sont les racines de son polyndme caractéristique.

Démonstration.

Soit A une valeur proprede A < A est une valeur propre de f(A = Matg(f),V B base de E).
(f — Aldg) non injective,

(f — Aldg) non bijective,

(f — Aldg) n'est pas inversible,

(A — AI,) n'est pas inversible,

det(A — AlL,) =0.

O I R

Exemple 1.4.2.

0 -1
1. Soit A = ( 1o )GMZ(C).Ona

-A -1

= A2 +1.
1 —A

Py(A) = det(A —AL) = ‘

Donc
A est une valeur proprede A < Po(A) =0 A = =i,

alors Sp(A) = {i, —i}.

-1 1 1
2. Soit B = 1 -1 1 € M3(R).Ona
1 1 -1
-1-A 1 1
Pg(A) = det(B — AIz) = 1 —1-A 1 =(1-A)(2+1)>2
1 1 —1-A

Donc

A est une valeur proprede A < Pg(A) =0 A =1ou A = -2,
alors Sp(B) = {1, —2}.

Remarque 1.4.1. Les valeurs propres d'une matrice triangulaire ou diagonale sont ses éléments diagonaux. En
effet si C € M,,(K) une matrice triangulaire inférieure, on a

a1 — A 0 0
an ap—A - 0
Pc(A) =det(C— AlLy) = : : = (a1 —A)(agp —A) ... (agn — A).
: 0
A1 Az 0 Apgp — A

Donc Sp(C) = {a11,a2, ..., 0u } -
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Exemple 1.4.3.

3 1

1. Soit A= 0 -1 1 | € M3(R). Donc Sp(A) = {3,-1,2}.
0 0 2
2 0 00
0 1+7 0 O

2. Soit B = , T € My (C). Donc Sp(B) = {2,1+1,0}.
2i =2 0 0
4 i—1 3 2

1.5 Diagonalisation des endomorphismes

Etant donné un endomorphisme f de E, on va chercher s'il existe une base de E sur laquelle f
s’exprime de facon simple. pour les matrices, étant donné une matrice carrée A, on va essayer de
trouver une matrice inversible P telle que la matrice P~ AP soit plus simple que la matrice A. I'idéal
serait de trouver une base de E sur laquelle la matrice de f est diagonal, c’est-a-dire de la forme

MO 0 Lo 0
0 A, 0 ... O
0 O . Ay O
0 0 0 Ay

Cela signifie qu’il existe une base {uy,uy,...,u,} de E telle que :

f(u1) = Alul,f(uz) = )\21/[2, e ,f(un) = Anun.

Si A est la matrice de f sur une base quelconque, cela veut dire qu’il existe une matrice inversible P
telle que la matrice P! AP soit une matrice diagonale.

Définition 1.5.1. On dit que I'endomorphisme f est diagonalisable s'il existe une base B = {uy,ua, ..., u,}
de E dans la quelle la matrice de f est diagonale, c’est a dire

MO 0 ... 0
0 A, 0 ... 0
Matg(f) = :
0 0 ... Ayq O
0 0 ... 0 Ay

Définition 1.5.2. On dit qu'une matrice A € M, (K) est diagonalisable s'il existe une matrice inversible
P € M, (K) telle que la matrice D = P~! AP soit une matrice diagonale.

1.5.1 Une condition nécessaire et suffisante de diagonalisation

Théoreme 1.5.1. Soit f un endomorphisme de E de dimension n , (ou A une matrice carrée d’ordre n a coeffi-
cients dans K ).
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Pour que f (respectivement A) soit diagonalisable, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient

satisfaites :

1.
2.

Le polynome caractéristique de f (respectivement de A ) est scindé.

Pour chaque valeur propre, la dimension du sous-espace propre associé est égale a son degré de multipli-
cité en tant que racine du polyndme caractéristique.

Démonstration.

1)

2)

Supposons que f est diagonalisable et montrons les deux conditions :
Si f est diagonalisable sur K, il existe une base B de E sur laquelle la matrice de f s’écrit :

At 0 0 0

0 A O ... O
D=

0 O . A O

0 O 0 Ay

ol les scalaire A1, Ay, ..., A, appartiennent a K, et son polyndme caractéristique peut s’écrire :

M—A 0 0 0
0 A=A O 0
PN =] . :
0 0 .. Awaa—A 0
0 0o ... 0 Ay — A

soit
P(A) = (M =A) (A2 = A) ... (Ap—1 — A)(An — A).

Donc le polynome caractéristique de f est scindé. La premiere condition est vérifiée.
Démontrons la seconde. Soit a1, a3, ..., &, les valeurs propres deux a deux distinctes de f avec
degré de multiplicité my, my,...,m, respectivement et soient ,l,...,[, les dimensions des
SOUS espaces propres associés a aq, &, . . ., &p respectivement.
Sur la diagonale principale de la matrice D ci-dessus, nous avons donc /; fois la valeur propre
a1, I> fois la valeur propre ao, . . ., I, fois la valeur propre a,. Donc le polynome caractéristique
s’écrit :

P(A) = (a1 — )1 (e — A)2. (e — M)

Cette écriture signifie (car a1, a0y, .. ., ap sont deux a deux distinctes) que I, est le degré de mul-
tiplicité de a1 et ainsi de suite. Le degré de multiplicité de chaque valeur propre est égale a la
dimension du sous espace propre correspondant. La second condition est ainsi vérifiée.
Supposons les deux conditions sont vérifiées et montrons que f est diagonalisable :

Nous supposons donc que :

e P(A)admet p racines : a1 (le degré de multiplicité est I1), a; (le degré de multiplicité est I),. . .,
ap (le degré de multiplicité est [,;) dans K est que ce sont la (d’apres la premiére condition)
toutes les racines du polyndme caractéristique. Nous avons donc I; + 1o + - -+ +1, = n.

o Il existe un systeme libre de [; vecteurs propres associés a la valeur propre a1, un systéme
libre de I, vecteurs propres associés a la valeur propre a», ..., un systeme libre de [, vecteurs
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1.5.2

propres associés a la valeur propre &,. ( Chacun forme donc une base du sous-espace propre
E;, correspondant).

Au total, nous avons donc I; + I + -+ + 1, = n vecteur de E, les [; premiers ( notons les
ui,1,...,uy,,) étant des vecteurs propres associés a la valeur propre a1, les I, premiers ( notons
les u1,...,uyy,) étant des vecteurs propres associés a la valeur propre a; et les [, premiers (
notons les i1, ..., uy,) étant des vecteurs propres associés a la valeur propre «,.

Le théoréme sur I'indépendance des sous-espaces propres implique que cette famille de n vec-
teur est encore libre, c’est donc une base de E. Elle est composée de vecteurs propres de f, ce
qui signifie que f est diagonalisable sur K.

O]

Une condition suffisante de diagonalisation

Proposition 1.5.1. Une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K ayant n valeurs propres distincts dans

K est diagonalisable sur K.

Démonstration. Si on a toutes les valeurs propres de la matrice sont simples et dans K : le polynéme

caractéristique possede n racines distincts. Chaque sous espace propre est de dimension égale a 1, et

cette dimension est égale au degré de multiplicité de la valeur propre associée. La matrice est donc

diagonalisable. O

Remarque 1.5.1. Attention, la proposition (1.5.2) s’agit uniquement d'une condition suffisante.

1.5.3

Technique pratique de diagonalisation

La technique pour diagonaliser une matrice A sur K est la suivante :

1. Calculer le polynome caractéristique p(A) = det(A — Al,) et chercher les racines. On continue
uniquement si toutes les racines sont dans K. ce sont les valeurs propres de A.

2. On cherche le sous espace propre associée a chaque valeur propre. Si pour 1'une des valeurs
propres, la dimension de ce espace propre n’est pas égale le degré de multiplicité de la valeur
propre, la matrice n’est pas diagonalisable. pour chaque sous espace propres, on trouve une
base. Ce sont des vecteurs propres de A.

3. Sila dimension de chaque sous espace propre est bien égale a la degré de multiplicité corres-
pondant, la matrice A est diagonalisable.

4. On fabrique la matrice de passage P en mettant les vecteurs propres trouvés comme des co-
lonnes.

5. On calcule P71, et on fabrique la matrice diagonale D par la relation

D=P'AP.
1.5.4 Exemples de diagonalisation
o 2 -1
Exemple 1.5.1. Soit la matrice A = 3 -2 0 € M3(R).

-2 2 1
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1. Déterminons le polyndme caractéristique de A :

—A 2 -1
PAA)=| 3 —2—-A2 0 |=10-A)A*+20-8)=(1—-A)(A+4)(A-2).
-2 2 1-A
Les valeurs propres de A sont les racines de P4 (A), ce sont donc 1, —4 et 2.

2. Montrons que A est diagonalisable :
Nous venons de voir que A, matrice réelle d’ordre 3, admet trois valeurs propres réelles distinctes, cela

prouve que A est diagonalisable.

3. Déterminons une base de vecteurs propres et P la matrice de passage :
Les trois sous-espaces propres distincts sont de dimension 1, il suffit de déterminer un vecteur propre

pour chacune des valeurs propres.

Ei=S(xyz)eR: Al y |=

On obtient le systeme
2y —z=x 2y —z—x=0
3x—-2y=y < 3x-3y=0=x=y=2z
—2x+2y+z=z —2x+2y =0

Donc
Ei={(x,xx); xeR}=<(1,11)>.

x x

E2={(xyz)eR: Al vy |=2]y

z z

On obtient le systeme

= - —z= 1
2y —z =2x 2x2y —z =0 2= —x
3x =2y =2y & 3x—4y=0<« 3
—2x+2y+z=2z —2x+2y—z=0 y=3*

Donc 3 .
E; = {(x,4x,—2X); x € ]R} =< (4,3,-2) >.

Eys={(xyz)eR: A| y |=-4
00z z
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On obtient le systeme

2y —z = —4x 2y —z+4x =0 I
3x -2y = -4y < 3x+2y=0< 3
=—-x
oxt2ytz=-4z |-2x+2y45z=0 VT2

Donc 3
E_4= {(x,—zx,x); X € IR} =<(2,-3,2) >.

La matrice de passage P est égale a

1 4 2
P=11 3 -3
1 -2 2

4. Calculons P~! et déterminons la matrice diagonale D :

Ona
L,—L
1 4 2 Lz Ll 1 4 2 L s
detP=|1 3 3| ° |0 -1 -5 :' e o | =%
1 -2 2 B 0 -6 0
Donc P est inversible et
t [ 0 -5 -5 0 —12 18
P*lzi(cO(P)): ! 120 6 |=—=1| 5 0 s
detP —-30 —-30
-18 5 -1 -5 6 -1
D’on
1 0 O
D=P''AP=| 0 2 0
0 0 —4
1 1 -1
Exemple 1.5.2. Soit la matrice B= | 0 1 0 € M3(C).
1 0 1

1. Déterminons le polyndéme caractéristique de B :

~1
=(1-A)(A* =21 +2).

Les valeurs propres de A sont les racines de P4 (M), ce sont donc 1,1 +iet1—i.

2. Montrons que B est diagonalisable :

La matrice B n’est pas diagonalisable dans R car son polyndme caractéristique n’a pas toutes ses racines
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dans R, elle est diagonalisable dans C car c’est une matrice d’ordre 3 qui admet trois valeurs propres
distinctes.

3. Déterminons une base de vecteurs propres et P la matrice de passage :
Les trois sous-espaces propres distincts sont de dimension 1, il suffit de déterminer un vecteur propre
pour chacune des valeurs propres.

Ei=<(xy,z)cC®: B =| v
z z
On obtient le systéme
Xt+ty—z=x
y==2
=Y <= .
¥y=Yy {x _0
xXt+z=z

Donc
E1={(0,y,y); ye€R}=<(0,1,1)>.

X X
Eisi=4(xy2)€eC: Bl y |[=01+i)]y
zZ y4

On obtient le systeme
x+y—z=(1+1i)x
. y=0
y=00+iy <
x+z=(14i)z

Donc
Eipi = {(x,0,—ix); xeR}=<(1,0,—i)>.

x x
Eii={(xyz2)€eC: Bly |=01-i)]y
z z

On obtient le systéme
x+y—z=(1-1i)x
. y=0
y=@0-1y <:>{
x+z=(1-1i)z

Donc
Ei_i={(x,0,ix); xe R} =< (1,0,i) >.
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La matrice de passage P est égale a

=

Il
[ )

O =

[en TN

4. Calculons P~! et déterminons la matrice diagonale D :

| 0 1 0
pl—_—_ = 1 _1; 1
ToP (Co(P)) 5 —5l 3l
11 1,
2 2t T3t
D’on
1 0 0
D=P'BP=|0 1+i 0
0 0 1—i
1111
. , 1111
Exemple 1.5.3. Soit la matrice C = 1111 € My(R).
1111
1. Déterminons le polyndme caractéristique de C:
1-A2 1 1 1
1-A 1 1
Pc(A) =
c(A) 1o 1
1 1 1 1-A

On ajoute les trois dernieres colonnes a la premiere pour obtenir 4 — A partout sur cette premiere colonne,

on le met en facteur et on soustrait la premiere ligne a toutes les autres :

1-A 1 11 1 1
1—A 0 -A 0 0
Pc(A) = =(4-A =A3(A—4
e 11 1-A =Moo 122 o (A=4)
1 1 1 1-A 00 0 -A

Les valeurs propres de A sont les racines de Pc (A ), ce sont donc 4 (simple) et O (triple).

2. Montrons que A est diagonalisable :
Ona dimEy = 1. D’autre par

Ey=1 (x,y,zt) € R*: C

- N = =
|
o O o O
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On obtient le systeme
x+y+z+t=0
x+y+z+t=0
St=—x—y—z
X+y+z+t=0
x+y+z+t=0

Donc
Ey={(xyz,—x—-y—2); xyzeR}=<(1,00-1),(0,1,0,—-1),(0,0,1,—-1) >.
Montrons que la famille {(1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1, —1) } est libre. Soit a, B,y € R tels que
«(1,0,0,—1) + B(0,1,0,—1) + ~(0,0,1,—1) = (0,0,0,0).

On obtient que « = B = v = 0, donc la famille est libre alors elle forme une base de Ey. On a donc
dimEy = 3 et égale le degré de multiplicité de la valeur propre 0. Donc C est diagonalisable.

3. Déterminons une base de vecteurs propres et P la matrice de passage :
On a la famille {(1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1, —1)} est une base de Ey. Trouvons une base de Ey :

Es=<(x,y,zt) eR*: A

- N = =
I
B

- N = xR

On obtient le systeme
—3x+y+z+t=0

x—=3y+z+t=0
x+y—3z+t=0
x+y+z—-3t=0

Sx=y=z=t"t

Donc
Ey={(x,x,x,x; x€R}=<(1,1,1,1) >.

La matrice de passage P est égale a

1 1 1 1
1 -1

P 0 0
1 0 -1 O
1 0 0 -1

4. Calculons P~! et déterminons la matrice diagonale D :
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Ona
1 1 1 1 2
1 —1 Li+L 1
detP = 0 0 1+ Ls
1 0 -1 0 = 1
1 0 0 -1 1

D’on

D =P lcp=

S O O =

o O O O

o O O O

o O © O

-1
-1
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