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Introduction aux processus aléatoires

Serie d'exercices I

Exercice 1:

Soit X une variable aléatoire avec la densité

fX : x ∈ R 7→ exp−x 1{x≥0}

1) Représenter fX d'un graphe.

2) Calculer P (X ≥ 1).

3) Calculer la fonction de repartition.

Exercice 2:

Soit X une variable aléatoire admétant une densité f de�ni par:

f(x) =

 3
x4 , x ≥ 1

0 sinon

1) Calculer: E(X) = m , var(X) = σ2.

2) Soit Q(h) = P{m− hσ ≤ x ≤ m+ hσ}

montrer que Q(h) ≥ h2−1
h2 .

3) Calculer Q(h).

Exercice 3:

Démontrer l'inégalité de Tchebychev.
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Serie d'exercices II

Exercice 1:

Soit (X, Y ) un couple aléatoire de densité jointe:

fX,Y (x, y) = 2 exp−(x+y) .1{0≤x≤y}

1) Montrer que fX,Y (x, y) est une densité de probabilité.

2) Determiner la densité marginale fX(.) de X et deduire E(X).

3) Montrer que la densité marginale fY (.) de X est donnée par:

fY (y) = 2 exp−y(1− exp−y).1[0,+∞[

.

4) Determiner la densité conditionnelle fY/X(x, y) de Y sachant que X = x.

5) Calculer E(Y/X = x) et deduire E(Y/X).

6) calculer
∫
RE(Y/X = x)fX(x)dx et deduire que E(E(Y/X)) = E(Y ).

7) Déterminer la valeur de E(Y ) par deux methodes di�erentes.

Exercice 2:

Montrer que si X ∈ L2 et Y est G − mesurable. E(X/G) = Y et E(X2/G) = Y 2

alors: X = Y .

Exercice 3:

Soit X et Y deux variables aléatoires et X − Y independante de G d'esperance

E(X − Y ) = m et var(X − Y ) = σ2.

On suppose que Y est G−mesurable.
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1) Calculer E(X − Y/G) et on deduire E(X/G).

2) Calculer E((X − Y )2/G) en deduire E(X2/G).
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Serie d'exercices III

Exercice 1:

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées suivants la loi normale centrée reduite N (0, 1) on pose S0 = 0,F0 = {∅,Ω} et

pour n ≥ 1:

Sn = X1 + . . .+Xn, Fn = σ {X1, . . . , Xn}

. 1) Soit t un réel on note pour n ∈ N: zn = exp(tSn).montrer que (zn)n≥0 est une sous-

martingal par rapport à (Fn)n≥0.

Exercice 2:

Soit (xn)n≥1 une suite de variable aléatoire de carré intégrable indépendante. on note

m la moyenne de X1 et σ2 sa variance. on pose S0 = 0 M0 = 0 F0 = {∅,Ω} et pour

n ≥ 1:

Sn = X1 + . . .+Xn,Mn = Sn − nm,Fn = σ {X1, . . . , Xn} .

1) Montrer que (Mn)n≥0 est une Fn-Martingale.

2) Montrer que (M2
n)n≥0 est une Fn-Sous martingale.

3) Montrer que (M2
n − nσ2)n≥0 est une Fn-Martingale
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