
 الانحدار الخطي المتعدد الفصل الثالث: 

المستقل   الانحداريتضح مما سبق أن   المتغير  بين متغيرين أحدهما  العلاقة  البسيط يركز على دراسة  الخطي 
(𝑋)    والآخر المتغير التابع(𝑌)  ،  غير أن واقع الحياة الاقتصادية والاجتماعية مبني بشكل عام على تأثر أية

من   بأكثر  معي ظاهرة  سلعة  من  المطلوبة  الكميات  بين  العلاقة  تحدد  مثلا،  الطلب  فدالة  مستقل،  نة، متغير 
كأحد   المستهلك  دخل  فيها  ويدخل  البديلة(  السلع  )أسعار  السلع  من  وغيرها  السلعة،  بهذه  الخاصة  والاسعار 

لذلك   الأخرى،  المتغيرات  عن  فضلا  الانحدار  المتغيرات  نموذج  توسيع  من  انحدار لابد  على  ليشتمل  السابق 
التابع   المستقلة    (𝑌)للمتغير  المتغيرات  من  العديد  ,𝑋1)على  𝑋2, … , 𝑋𝑘)  الانحدار بنموذج  هذا  ويسمى   ،
 ( Multiple Linear regressionالخطي المتعدد )

هذا   نموذج    المحورويهدف  تقدير  كيفية  توضيح  تاب   الانحدارإلى  متغير  من  يتكون  الذي  المتعدد،  ع  الخطي 
أهم   تحديد  ثم  المتعدد،  الانحدار  نموذج  طبيعة  مناقشة  سيتم  لذلك  المستقلة،  المتغيرات  من  أكثر  أو  ومتغيرين 
افتراضات النموذج التي سبق وأن تعرفنا عليها في المور السابق، يضاف إلى ذلك بيان عدم وجود علاقة خطية 

𝑁𝑜𝑛)، تكون مصفوفة غير شاذة  (𝑋′𝑋)تامة بين المتغيرات المستقلة وكيف ان المصفوفة   − 𝑆𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟) 
المشترك  والتباين  التباين  تقدير  النموذج،  معلمات  تقدير  ذلك  بعد  يتم  ثم  صفرا،  يساوي  لا  محددها  كان  إذا 

 والانحراف المعياري لها للوصول إلى اختبار معاملات النموذج.

 النموذج الخطي المتعدد: •

 تراض وجود علاقة بين متغير مستقل تابع فاى ستند النموذج الخطي المتعدد علي

𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖1 + 𝛽2𝑋𝑖2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋𝑖𝑘 + 𝜇𝑖 ………(𝐼) 

 تكون نظام المعادلات الآتي: (𝑛)ن هذه المعادلة هي واحدة من جملة معادلات يبلغ عددها  إوفي واقع الأمر، ف

𝑌1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋11 + 𝛽2𝑋12 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋1𝑘 + 𝜇𝑖 
𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋21 + 𝛽2𝑋22 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋2𝑘 + 𝜇2 
⋮         ⋮         ⋮               ⋮                        ⋮                ⋮ 
𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑛1 + 𝛽2𝑋𝑛2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑋𝑛𝑘 + 𝜇𝑛 



𝑘)وهذه المعادلة تتضمن   + يمثل الحد  (𝛽0)ول منها  الحد الأمن المعلمات المطلوب تقديرها، علما أن  (1
،  2006)بخيت و فتح الله،   الثابت، الأمر الذي يتطلب اللجوء إلى المصفوفات والمتجهات لتقدير تلك المعلمات 

 ورة مصفوفات كالتالي: ، وعليه؛ يمكن صياغة هذه المعادلات في ص(144-145الصفحات 

[
 
 
 
 
𝑌1
𝑌2
𝑌3
⋮
𝑌3]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1 𝑋11 𝑋12
1 𝑋21 𝑋22
1
⋮
1

𝑋31
⋮
𝑋𝑁1

𝑋32
⋮
𝑋𝑛2

    

𝑋13 𝑋1𝑘
𝑋23 𝑋2𝑘
𝑋33
⋮
𝑋𝑛3

𝑋3𝑘
⋮
𝑋𝑛𝑘]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝛽0
𝛽1
𝛽2
⋮
𝛽𝑛]
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
𝜇0
𝜇1
𝜇2
⋮
𝜇𝑘]
 
 
 
 

 

 :وباختصار نقول

𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝜇……… (𝐼𝐼) 

𝑌  متجه عمودي أبعاده :(𝑛 ×  يحتوي مشاهدات المتغير التابع.  (1

𝑋أبعادها   : مصفوفة(𝑛 × 𝑘 + تحتوي مشاهدات المتغيرات المستقلة، ويحتوي عمودها الأول على قيم   (1
 الواحد الصحيح ليمثل الثابت.

𝛽 :  متجه عمودي أبعاده(𝑘 + 1 ×  حتوي على المعالم المطلوب تقديرها. يو  ، (1

𝜇  متجه عمودي أبعاده :(𝑛 ×  يحتوي على الأخطاء العشوائية.  (1

هي العلاقة الحقيقية المجهولة والمراد تقديرها بإستخدام الإحصاءات المتوفرة عن المتغير   (𝐼𝐼)وبما أن المعادلة  
,𝑋1، والمتغيرات المستقلة  𝑌التابع   𝑋2, … , 𝑋𝑘 ،  فإنه يستوجب تحقق الفروض الأساسية الخاصة بـ𝜇𝑖  :التالية 

𝜇𝑖~𝑁(0, 𝜎
2𝐼𝑛) 

ومصفوفة تباين   (0)متعدد المتغيرات لمتجه وسطه صفري   (𝑁)يتوزع توزيعا طبيعيا   𝜇𝑖والذي يعني أن  
 . (𝜎2𝐼𝑛)وتبيان مشترك عددية هي:  

 فرضيات النموذج الخطي المتعدد: •

 في تقدير نموذج الانحدار الخطي المتعدد/ فإنخ يجب توفر الافتراضات الآتية:  (𝑂𝐿𝑆)عند استخدام طريقة  

𝐸(𝜇𝑖)الخطأ تساوي صفرا أي أن  القيمة المتوقعة لمتجه حد  .1 = 0 



𝐸(𝜇𝑖) = 𝐸

[
 
 
 
 
𝜇1
𝜇2
𝜇3
⋮
𝜇𝑛]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐸(𝜇1)

𝐸(𝜇2)

𝐸(𝜇3)
⋮

𝐸(𝜇𝑛)]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
0
0
0
⋮
0]
 
 
 
 

= 0 

 تباين العناصر العشوائية ثابت، والتباين المشترك بينها يساوي صفرا؛ أي أن:  •

𝐶𝑜𝑣(𝜇) = 𝐸(𝜇𝜇′) = 𝜎2𝐼𝑛 

𝐸(𝜇𝜇′) = 𝐸 [

𝜇1
𝜇2
⋮
𝜇𝑛

] [𝜇1 𝜇2 … 𝜇𝑛] 

𝐸(𝜇𝜇′) =

[
 
 
 
𝜇1
2 𝜇1𝜇2 … 𝜇1𝜇𝑛

𝜇2𝜇1 𝜇2
2 … 𝜇2𝜇𝑛

⋮
𝜇𝑛𝜇1

⋮
𝜇𝑛𝜇2

 
…

⋮
𝜇𝑛
2 ]
 
 
 
 

𝐸(𝜇𝜇′) =

[
 
 
 
𝐸(𝜇1

2)   𝐸(𝜇1𝜇2) … 𝐸(𝜇1𝜇𝑛)

𝐸(𝜇2𝜇1) 𝐸(𝜇2
2)    … 𝐸(𝜇2𝜇𝑛)

⋮
𝐸(𝜇𝑛𝜇1)

⋮
𝐸(𝜇𝑛𝜇2)

 
…

⋮
𝐸(𝜇𝑛

2)     ]
 
 
 
 

𝑉𝑎𝑟(𝜇𝑖)وبما أن:   = 𝐸(𝜇𝑖
2) = 𝜎2:فإن ، 

𝐸(𝜇𝜇′) = [

𝑉𝑎𝑟(𝜇1)   𝐶𝑜𝑣(𝜇1𝜇2) … 𝐶𝑜𝑣(𝜇1𝜇𝑛)

𝐶𝑜𝑣(𝜇2𝜇1) 𝑉𝑎𝑟(𝜇2)    … 𝐶𝑜𝑣(𝜇2𝜇𝑛)
⋮

𝐶𝑜𝑣(𝜇𝑛𝜇1)
⋮

𝐶𝑜𝑣(𝜇𝑛𝜇2)

 
…

⋮
𝑉𝑎𝑟(𝜇𝑛)     

] 

𝐶𝑜𝑣(𝜇𝑖𝜇𝑗)و بما أن   = 𝐸(𝜇𝑖𝜇𝑗) = 𝑖حيث أن   0 ≠ 𝑗:؛ يصبح لدينا 

𝐸(𝜇𝜇′) =

[
 
 
 
𝜎1
2 0 … 0

0 𝜎2
2 … 0

⋮
0

⋮
0

 
…

⋮
𝜎𝑛
2]
 
 
 
 

𝜎1حيث أن:  
2 = 𝜎2

2 = ⋯ = 𝜎𝑛
 ، نجد ان:2



𝐸(𝜇𝜇′) = 𝜎2 [

1 0 … 0
0 1 … 0
⋮
0

⋮
0

 
…

⋮
1

] 

𝐸(𝜇𝜇′) = 𝜎2𝐼𝑛 

𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒)وتسمى المصفوفة العددية أعلاه بمصفوفة التباين والتباين المشترك،  −

𝐶𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥)  لحد الخطأ(𝜇) المصفوفة، تبيان قيم  ، حيث تشكل العناصر القطرية في(𝜇) 
، مساوية  (150، صفحة  2006)بخيت و فتح الله،  بينما تبقى العناصر غير القطرية )أعلى وأسفل القطر(
 (𝜇𝑖)للصفر لإنعدام التباين المشترك والترابط بين قين قيم  

ليس هناك علاقة خطية تامة بين المتغيرات المستقلة كما وأن عدد المشاهدات يجب أن يزيد على عدد  •
 :المعلمات المطلوب تقديرها، أي أن

𝑟(𝑥) = 𝑘 + 1 < 𝑛 
الحد الثابت، وهي    (1)زائد    (𝑘)،  تساوي عدد المتغيرات المستقلة  (𝑋)رتبة مصفوفة البيانات،    (𝑟)حيث أن  

، إذ ان (𝑋′𝑋)، وهذه الفرضية ضرورية جدا لضمان إيجاد معكوس المصفوفة  (𝑛)أصغر من عدد المشاهدات  
𝑘)أقل من    (𝑋)وجود هذا الفرض يجعل رتبة المصفوفة   + التي تستخدم في    (𝑋′𝑋)، وبالتالي فإن رتبة  (1

𝑘)بدورها أقل من    (𝑂𝐿𝑆)الحصول على مقدرات   + بمشكلة  ، ولا يمكن إيجاد معكوسها بسبب ما يسمى  (1
 .(𝑂𝐿𝑆)الارتباط الخطي المتعدد، وبالتالي لا يمكن الحصول على مقدرات المربعات الصغرى العادية  

 تقدير معلمات النموذج: طرق  •

، في تقدير نعلمات النموذج الخطي المتعدد، ولهذا  (𝑂𝐿𝑆)في ضوء الفرضيات المذكورة أعلاه، يمكن استخدام  
 بصيغتاه التقديرية كالتالي:  (𝐼)الغرض يمكن إعادة كتابة المعادلة 

𝑌̂𝑖 = 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2 

,𝛽̂0)وبما أن هدفنا هو الحصول على قيم كل من   𝛽̂1, 𝛽̂2)   التي تجعل مجموع مربعات الانحرافات أقل ما
∑)يمكن، أي تصغير القيمة   𝑒𝑖

 )مبدأ المربعات الصغرى( إلى أقل قيمة ممكنة، أي: (2

min → ∑𝑒𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖 



∑𝑒𝑖
2 =∑(𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖)

2 

,𝛽̂0)بما يساويها وأخذ المشتقات الجزئية بالنسبة إلى   𝑌̂𝑖ومن خلال التعويض بـ   𝛽̂1, 𝛽̂2)  ومساوتها بالصفر
 نحصل على:

∑𝑒𝑖
2 =∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)

2 

𝜕∑ 𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂0
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−1) = 0 

2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−1) = 0 

 وفك القوس؛ نجد: (2−)بالقسمة على  

∑𝑌𝑖 − 𝑛𝛽̂0 − 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 − 𝛽̂2∑𝑋𝑖2 = 0 

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝛽̂0 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2……… (𝐼𝐼𝐼) 

𝜕 ∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂1
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−𝑋𝑖1) = 0 

−2∑𝑋𝑖1(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2) = 0 

 وفك القوس؛ نجد: (2−)بالقسمة على  

∑𝑋𝑖1 𝑌𝑖 − 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 − 𝛽̂1∑𝑋𝑖1
2 − 𝛽̂2∑𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 = 0 

∑𝑋𝑖1 𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1
2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖1 𝑋𝑖2……… (𝐼𝑉) 

𝜕 ∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂2
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−𝑋𝑖2) = 0 

−2∑𝑋𝑖2 (𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2) = 0 

 وفك القوس؛ نجد: (2−)بالقسمة على  

∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖 − 𝛽̂0∑𝑋𝑖2 − 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 − 𝛽̂2∑𝑋𝑖2
2 = 0 



∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖2 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2
2 ……… (𝑉) 

المعادلات الطبيعية الثلاثة التي تستخدم في تقدير المعالم الثلاثة   (𝑉)و   (𝐼𝑉)و  (𝐼𝐼𝐼)تمثل المعادلات  
,𝛽̂0)المجهولة  𝛽̂1, 𝛽̂2) ، :ويمكن حل هذه المعادلات بالطرق التالية 

 طريقة المحددات:  •

 من المعلمات وعلى النحو الآتي:  𝛽̂𝑘ويمكن أن تحل هذه المعادلات بواصطة قاعدة كرايمر للحصول على قيم  

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝛽̂0 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2 

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1
2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 

[
 
 
 
 
 ∑𝑌𝑖

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖

∑𝑋𝑖2𝑌𝑖]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 𝑛 ∑𝑋𝑖1     ∑𝑋𝑖2      

∑𝑋𝑖1 ∑𝑋𝑖1
2      ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2
2      ]

 
 
 
 
 

[

𝛽̂0
𝛽̂1
𝛽̂2

] 

 ومن خلال ذلك، نستطيع إيجاد المحددات التالية: 

|𝐷| =
|

|

∑𝑌𝑖        ∑𝑋𝑖1     ∑𝑋𝑖2      

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖  ∑𝑋𝑖1
2      ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2
2      

|

|
 

|𝑁1| =
|

|

∑𝑌𝑖        ∑𝑌𝑖           ∑𝑋𝑖2      

∑𝑋𝑖1    ∑𝑋𝑖1𝑌𝑖      ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖2    ∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖     ∑𝑋𝑖2
2      

|

|
 

|𝑁2| =
|

|

𝑛 ∑𝑋𝑖1     ∑𝑌𝑖            

∑𝑋𝑖1 ∑𝑋𝑖1
2       ∑𝑋𝑖1𝑌𝑖       

∑𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖      

|

|
 



𝛽̂1 =
|𝑁1|

|𝐷|
=

|

∑𝑌𝑖        ∑ 𝑌𝑖           ∑𝑋𝑖2      
∑𝑋𝑖1    ∑𝑋𝑖1𝑌𝑖      ∑ 𝑋𝑖1𝑋𝑖2
∑𝑋𝑖2    ∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖     ∑ 𝑋𝑖2

2      

|

|

∑𝑌𝑖        ∑𝑋𝑖1     ∑𝑋𝑖2      

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖  ∑𝑋𝑖1
2      ∑ 𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2
2      

|

 

𝛽̂2 =
|𝑁2|

|𝐷|
=

|

𝑛 ∑𝑋𝑖1     ∑ 𝑌𝑖            

∑𝑋𝑖1 ∑𝑋𝑖1
2       ∑𝑋𝑖1𝑌𝑖       

∑𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖      

|

|

∑𝑌𝑖        ∑𝑋𝑖1     ∑𝑋𝑖2      

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖  ∑𝑋𝑖1
2      ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖2 𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 ∑𝑋𝑖2
2      

|

 

 فيتم الحصول عليه عن طريق:   𝛽̂0أما بالنسبة لـ 

𝛽̂0 = 𝑌̅ − 𝛽̂1𝑋̅1 − 𝛽̂2𝑋̅2 

 طريقة الانحرافات:  •

، أي إنحرافات القيم   ويمكن تقدير معاملات الانحدار المتعدد باستخدام الانحرافات أو ما يسمى بالمتوسطات 
 الاصلية عن وسطها الحسابي كالآتي: 

 :𝑋2و   𝑋1ولهذا نأخذ نموذج يحتوي متغيرين مستقلين  

𝑌̂𝑖 = 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂𝑖2𝑋𝑖2 + 𝑒𝑖 

 وبأخذ المتوسط لهه المعادلة نجد:

𝑌̅ = 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑋̅1 + 𝛽̂2𝑋̅ + 𝑒̅𝑖               ,                 𝑒̅𝑖 = 0  
𝑌̂𝑖 − 𝑌̅ = 𝛽̂1(𝑋𝑖1 − 𝑋̅1) + 𝛽̂2(𝑋𝑖2 − 𝑋̅) + 𝑒𝑖 

𝑦̂𝑖 = 𝛽̂1𝑥𝑖1 + 𝛽̂2𝑥𝑖2 + 𝑒𝑖 ……… (𝑉) 

معادلة تكون نظام المعادلات  𝑛في واقع الأمر فإن المعادلة أعلاه هي واحدة من جملة معادلات يبلغ عددها  
 التالي:

𝑦1 = 𝛽̂1𝑥11 + 𝛽̂2𝑥12 +⋯+ 𝛽̂𝑘𝑥1𝑘 + 𝑒1 
𝑦2 = 𝛽1𝑥21 + 𝛽2𝑥22 +⋯+ 𝛽̂𝑘𝑥2𝑘 + 𝑒2 



  ⋮        ⋮               ⋮                        ⋮               ⋮ 
𝑦𝑛 = 𝛽̂1𝑥𝑛1 + 𝛽̂2𝑥𝑛2 +⋯+ 𝛽̂𝑘𝑥𝑛𝑘 + 𝑒𝑛 

[

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

] = [

𝑥11 𝑥12 … 𝑥1𝑘
𝑥21 𝑥22 … 𝑥2𝑘
⋮
𝑥𝑛1

⋮
𝑥𝑛2

…
…

⋮
𝑥𝑛𝑘

]

[
 
 
 
𝛽̂1
𝛽̂2
⋮
𝛽̂𝑘]
 
 
 

+ [

𝑒1
𝑒2
⋮
𝑒𝑛

] 

 حيث يمكن التعبير عن ذلك بصيغة المصفوفات كما يلي:

𝑦 = 𝑥𝛽̂ + 𝑒 

𝑦  متجه عمودي أبعاده :(𝑛 ×  . يحتوي على انحرافات قيم المتغير التابع (1

𝑥  مصفوفة أبعادها :(𝑛 × 𝑘 − تحتوي على انحرافات قيم المتغيرات المستقلة، حيث أنها لا تتضمن   (1
من خارج المصفوفة باستخدام   𝛽̂0العمود الأول الذي يمثل الحد لاثابت، حيث يمكن بذلك استخراج الحد الثابت 

 القانون التالي: 

𝛽̂0 = 𝑌̅ − 𝛽̂1𝑋̅1 − 𝛽̂2𝑋̅2 

𝛽̂  متجه عمودي أبعاده :(𝑘 − 1 ×  تحتوي على المعالم المجهولة.  (1

𝑒  متجه عمودي ابعاده :(𝑛 ×  يحتوي على البواقي. (1

 على النحو التالي:  (𝑉)بإعادة كتابة المعادلة  

𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝛽̂1𝑥𝑖1− 𝛽̂2𝑥𝑖2 

ولما كانت أفضل طريقة للحصول على أصغر قيمة ممكنة للإنحرافات تتم بواسطة تربيعها وبجعل مربعاتها  
ومساواتها بالصفر؛ نحصل على ما   𝛽̂2و  𝛽̂1أصغر ما يمكن، وبأخذ المشتقة الجزئية لها بالنسبة لكل من  

 يلي: 

∑𝑒𝑖
2 =∑(𝑦𝑖 − 𝛽̂1𝑥𝑖1− 𝛽̂2𝑥𝑖2)

2
 

𝜕∑ 𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂1
= 2∑(𝑦

𝑖
− 𝛽̂1𝑥𝑖1 − 𝛽̂2𝑥𝑖2)(−𝑥𝑖1) = 0 

−2∑𝑥𝑖1(𝑦𝑖 − 𝛽̂1𝑥𝑖1 − 𝛽̂2𝑥𝑖2) = 0 



 وفك القوس، نحصل على: (2−)وبالقسمة على  

∑𝑥𝑖1 𝑦𝑖 − 𝛽̂1∑(𝑥𝑖1)
2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖1 𝑥𝑖2 = 0 

∑𝑥𝑖1 𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑(𝑥𝑖1)
2 + 𝛽̂2∑𝑥𝑖1 𝑥𝑖2………(𝑉𝐼) 

𝜕∑ 𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂2
= 2∑(𝑦

𝑖
− 𝛽̂1𝑥𝑖1 − 𝛽̂2𝑥𝑖2)(−𝑥𝑖2) = 0 

−2∑𝑥𝑖2(𝑦𝑖 − 𝛽̂1𝑥𝑖1 − 𝛽̂2𝑥𝑖2) = 0 

 وفك القوس، نحصل على: (2−)وبالقسمة على  

∑𝑥𝑖2 𝑦𝑖 − 𝛽̂1∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 − 𝛽̂2∑(𝑥𝑖2)
2 = 0 

∑𝑥𝑖2 𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 + 𝛽̂2∑(𝑥𝑖2)
2 ………(𝑉𝐼𝐼) 

 ويمكن صياغة المعادلتين السابقين على شكل مصفوفة كما يلي: 

[
∑𝑥𝑖1 𝑦𝑖

∑𝑥𝑖2 𝑦𝑖

] = [
∑(𝑥𝑖1)

2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑(𝑥𝑖2)
2
] [
𝛽̂1
𝛽̂2
] 

 يمكن إعادة كتابته بالشكل التالي: ومن النظام أعلاه، 

𝑥′𝑦 = (𝑥′𝑥)𝛽̂ 

 وعليه فإن تقدير المعالم باستخدام المصفوفة بأسلوب الانحرافات يأخذ الصيغة التالية:

𝛽̂ = 𝑥′𝑦(𝑥′𝑥)−1 

الذي ينبغي أن لا يساوي صفرا، نوجد مقلوب المصفوفة  |𝑥′𝑥|ومحدد المصفوفة  𝑥′𝑦وبعد احتساب المتجه  
 الذي هو عبارة عن:  

(𝑥′𝑥)−1 =
𝑎𝑑𝑗(𝑥′𝑥)

|𝑥′𝑥|
 

 فيمكن حسابه بموجب القانون التالي:  𝛽̂0القانون أعلاه، أما ومن ثم تطبيق 



𝛽̂0 = 𝑌̅ − 𝛽̂1𝑋̅1 − 𝛽̂2𝑋̅2 

 الاصلية كما يلي: نحرافات دون الرجوع الى البيانات هذا ويمكن استخراج القيم بالا

∑𝑥1𝑦 =∑𝑋1𝑌 −
(∑𝑋1)(∑𝑌)

𝑛
 

∑𝑥2𝑦 =∑𝑋2𝑌 −
(∑𝑋2)(∑𝑌)

𝑛
 

∑𝑥1𝑥2 =∑𝑋1𝑋2 −
(∑𝑋1)(∑𝑋2)

𝑛
 

∑𝑥1
2 =∑𝑋1

2 −
(∑𝑋1)

2

𝑛
 

∑𝑥2
2 =∑𝑋2

2 −
(∑𝑋2)

2

𝑛
 

∑𝑦𝑖
2 =∑𝑌𝑖

2 −
(∑𝑌𝑖)

2

𝑛
 

 :طرق تقدير نموذج الانحدار الخطي المتعدد
)كامـل  ومتغيـرين مسـتقلينلغرض التبسيط نفترض أن نموذج الانحدار الخطي المتعدد يتكون من متغيـر تـابع 

 . أي:(102-103، الصفحات 2014علاوي، 
𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖1 + 𝛽2𝑋𝑖2 + 𝑈𝑖………… . . (4.9) 

 ( هي:4.9والعلاقة التقديرية للمعادلة )
𝑌̂ = 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2 + 𝑒𝑖 ……… . (4.10) 

 لتقدير معلمات النموذج:ماركوف  -وبتطبيق نظرية كاوس 
𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝛽̂0𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2…………(4.11) 

𝑒𝑖إذ إن:                                  = 𝑌 − 𝑌̂ 
 ( عليها:𝛴( وإدخال )4.11وبتربيع طرفي المعادلة )

∑𝑒𝑖
2 =∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)

2
……(4.12) 

( 4.12المشـتقات الجزئيـة للمعلمـات فـي المعادلـة )ولتصغير مجموع مربعات الخطأ إلى أدنى ما يمكن، نأخذ 
𝑒𝑖∑مع )
 ( ومساواتها مع الصفر.2

∂∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂0
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2) (−1) = 0 



∑𝑌𝑖 = 𝑛 𝛽̂0 − 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 − 𝛽̂2∑𝑋𝑖2 = 0 

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝛽̂0 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2……… . (4.13) 
𝑒𝑖∑و  𝛽̂1وبأخذ المشتقة الجزئية للعلاقة بين  

2: 
𝜕 ∑𝑒𝑖

2

𝜕𝛽̂1
= 2∑(𝑌𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−𝑋𝑖1) = 0  

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1
2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2………(4.14) 

𝑒𝑖∑ مع 𝛽̂𝑖2  وبنفس الطريقة نشتق العلاقة بين
2: 

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2
2 ……… . (4.15) 

:(4.15( و ) 4.14( و ) 4.13وبإعادة كتابة المعادلات )  

∑𝑌𝑖 = 𝑛𝛽̂0 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2                      

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖1 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1
2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2

∑𝑋𝑖1𝑌𝑖 = 𝛽̂0∑𝑋𝑖2 + 𝛽̂1∑𝑋𝑖1𝑋𝑖2 + 𝛽̂2∑𝑋𝑖2
2
}
 
 

 
 

…… . . (4.16) 

بالمعـــادلات الطبيعيـــة، وتحـــل بعـــدة طـــرق مثـــل الحـــذف والتعـــويض ( 4.16وتســـمى منظومـــة المعـــادلات فـــي )
 وكرايمر والمصفوفات.

= 𝑌   ( على شكل مصفوفات وكالآتي:4.16ويمكن كتابة المنظومة )  𝑋𝐵 
 : 1(3.50)وباستخدام قانون المصفوفات الذي مر بنا في الانحدار البسيط المعادلة

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌……………(4.17) 
 فإنّ:

(𝑋′𝑋) = [

1
𝑋𝑖1
⋮
𝑋𝑛1

1
𝑋𝑖2
⋮
𝑋𝑛2

⋯
⋯
⋱
⋯

1
𝑋𝑖𝑛
⋮
𝑋𝑛𝑛

]

[
 
 
 
 
1
1
1
⋮
1

𝑋11
𝑋12
𝑋11
⋮
𝑋1𝑛

⋯
⋯
⋯
⋱
⋯

𝑋𝑛1
𝑋𝑛2
𝑋𝑛3
⋮
𝑋𝑛𝑛]

 
 
 
 

… . . (4.18) 

=

[
 
 
 
 
 
 𝑛 ∑𝑋𝑖1 ∑𝑋𝑖2 ⋯ ∑𝑋𝑖𝑛

∑𝑋𝑖1 ∑𝑋𝑖1
2 ∑𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 ⋯ ∑𝑋        

⋮

∑𝑋𝑖𝑛

⋮

∑𝑋𝑖1𝑋𝑖𝑛
⋮
⋯

 
         

⋮

∑𝑋𝑖𝑛
2

]
 
 
 
 
 
 

 

 
  إن المعادلة ) 4.17( صحيحة في حالة الانحدار البسيط أو المتعدد لذا تم الاقتصار على ذكرها فقط. - 1



 وأن:

𝑋′𝑌 = [

1 1 ⋯  1   
𝑋11 𝑋12 ⋯ 𝑋1𝑛
⋮
𝑋𝑛1

⋮
𝑋2𝑛

⋱
⋯

⋮
𝑋𝑛𝑛

]

[
 
 
 
 
𝑌1
𝑌2
𝑌𝑛
⋮
𝑌𝑛]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 ∑𝑌

∑𝑋𝑖1𝑌

∑𝑋𝑖2𝑌

⋮

∑𝑋𝑖𝑛𝑌]
 
 
 
 
 
 
 
 

…… (4.19) 

(:4.16استخدم البيانات الآتية لتقدير منظومة المعادلات الآنية الواردة في النموذج ) :11مثال  
𝑋2𝑌 𝑋1𝑌 𝑋1𝑋2 𝑋2

2 𝑋1
2 𝑋2 𝑋1 𝑌 

14 7 2 4 1 2 1 7 
8 16 2 1 4 1 2 8 
15 5 3 9 1 3 1 5 
6 18 3 1 9 1 3 6 
8 4 2 4 1 2 1 4 
51 50 12 19 16 9 8 30 

 (:4.16وبالتعويض في منظومة المعادلات )
30 = 5𝛽̂0 + 8𝛽̂1 + 9𝛽̂2…… . . (1) 
30 = 5𝛽̂0 + 8𝛽̂1 + 9𝛽̂2……… . . (1) 
50 = 8𝛽̂0 + 16𝛽̂1 + 12𝛽̂2…… . . (2) 
51 = 9𝛽̂0 + 12𝛽̂1 + 19𝛽̂2…… . . (3) 

 (:2( بالعدد الصحيح )1نضرب المعادلة )
60 = 10𝛽̂0 + 19𝛽̂1 + 18𝛽̂2…… . . (4) 

 (:4( من المعادلة )2المعادلة )وبطرح 
10 = 2𝛽̂0 + 6𝛽̂2…… . . (5) 
𝛽̂0 = 5 − 3𝛽̂2……… . . (6) 

 (:4( بالعدد الصحيح )3(، والمعادلة )2( بالعدد الصحيح )2وبضرب المعادلة )
150 = 24𝛽̂0 + 48𝛽̂1 + 36𝛽̂2…… . . (7) 
204 = 36𝛽0 + 48𝛽̂1 + 76𝛽̂2…… . . (8) 

 وبالطرح:
54 = 12𝛽0 + 40𝛽2…… . . (9) 

54 = 12(5 − 3𝛽2) + 40𝛽2…… . . (10) 
−6 = 4𝛽2 
𝛽2 = −1.5 



 ( نحصل على:6( في المعادلة )𝛽2وبالتعويض عن قيمة )
𝛽̂0 = 5 − 3(−1.5) = 9.5 

 : (𝛽1أما قيمة )
30 = 5(9.5) + 8𝛽̂1 + 9(−1.5)………… . (1) 

30 = 47.5 + 8𝛽̂1 − 13.5 
−4 = 8𝛽̂1  

𝛽̂1 =
−4

8
= −0.5 

 تكون المعادلة التقديرية كالآتي:  وبذلك
𝑌̂ = 9.5 − 0.5𝑋1 − 1.5𝑋2 

 ( في الحل.4.16نستخدم المنظومة )وبالاختصار على متغيرين مستقلين 
 أما تباين المعلمات فنحصل عليه باستخدام القانون الآتي:

𝑣𝑎𝑟(𝛽̂1) = 𝜎𝑢
2(𝑋′𝑋)−1……… . (4.20) 

 :(106-107، الصفحات 2014)كامل علاوي،  التقدير باستخدام طريقة المصفوفات 

∑𝑋1𝑋2 = 12 ∑𝑋2 = 9 ∑𝑋1 = 8 ∑𝑌 = 30 

∑𝑋2𝑌 = 51 ∑𝑋1𝑌 = 50 ∑𝑋2
2 = 19 ∑𝑋1

2 = 16 
 وبتطبيق القانون الآتي:

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌………………(4.17) 

𝑋′𝑋 =

[
 
 
 
 
 𝑛 ∑𝑋1 ∑𝑋2

∑𝑋1 ∑𝑋1
2 ∑𝑋1𝑋2

∑𝑋2 ∑𝑋2𝑋1 ∑𝑋2
2
]
 
 
 
 
 

= [
5 8 9
8 16 12
9 12 19

]  

𝑋′𝑌 =

[
 
 
 
 
 ∑𝑌

∑𝑋1𝑌

∑𝑋2𝑌]
 
 
 
 
 

= [
30
50
51
]  

(𝑋′𝑋)−1 =
1

|𝑋′𝑋|
𝑎𝑑𝑗𝑋′𝑋 

|𝑋′𝑋| = 5 |
16 12
12 19

| − 8 |
8 12
9 19

| + 9 |
8 16
9 12

| = 16  

 (𝑋′𝑋)−1 =
1

16
[
160 −44 −48
−44 14 12
−48 12 16

]  



 𝛽̂1 = (𝑋
′𝑋)−1𝑋′𝑌 =

1

16
[
160 −44 −48
−44 14 12
−48 12 16

] = [
30
50
51
] 

  𝛽̂0 =
1

16
[160 ∙  30 − 44 ⋅ 50 − 48 ⋅ 51] = 9.5  

𝛽̂1 =
1

16
[−44 ∙ 30 + 14 ∙ 50 + 128 ∙ 51] = −1.5 

 𝛽̂2 =
1

16
[−48 ⋅ 30 + 12 ∙ 50 + 16 ∙ 51] = −0.5 

 وبذلك تكون المعادلة التقديرية كالآتي:
𝑌̂ = 9.5 − 0.5𝑋1 − 1.5𝑋2 

 المتوسط )استخدام الانحرافات(:التقدير حول نقطة 
يمكــن اســتخدام انحرافــات القــيم عــن أوســاطها الحســابية فــي تقــدير معــالم الانحــدار الخطــي المتعــدد. وبــافتراض 

 التقديرية هي:  فإن المعادلة (𝑋2 و  X1)متغيرين مستقلين 
𝑌1 = 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2 + 𝑒𝑖 …… . (4.21) 
𝑌̅ = 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑋̅1 + 𝛽̂2𝑋̅2…… . (4.22)  
y = 𝛽̂1(𝑋𝑖1 + 𝑋̅1) + 𝛽̂2(𝑋𝑖2 + 𝑋̅2) + 𝑒𝑖 

𝑦 = 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2 + 𝑒𝑖…………… . (4.23) 
𝑒𝑖 = 𝑦 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 − 𝛽̂2𝑋𝑖2……… . (4.24) 

 ماركوف وكما مر سابقا: -وباستخدام طريقة كاوس 

∑𝑒𝑖
2 =∑(−𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2)

2
…………(4.25) 

𝜕 ∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂1
= 2∑(𝑦 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−𝑋𝑖1) = 0  

∑𝑥𝑖1𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1
2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2……………(4.26) 

𝜕 ∑𝑒𝑖
2

𝜕𝛽̂2
= 2∑(𝑦 − 𝛽̂1𝑋𝑖1 + 𝛽̂2𝑋𝑖2)(−𝑋𝑖2) = 0 

∑𝑥𝑖2𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖2
2 ……………(4.27) 

 وفق الصيغة الرياضية الآتية: فقيد أما الحد الثابت 
𝛽̂0 = 𝑌̅ + 𝛽̂1𝑋̅1 + 𝛽̂2𝑋̅2……………… . . (4.28) 

باستخدام البيانات بانحرافاتها عن أوساطها الحسابية ( هي المعادلات الطبيعية  4.27( و )4.26والمعادلتان )
 وتحل بالطرق مارة الذكر.



∑𝑥𝑖1𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1
2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

∑𝑥𝑖2𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖2
2
}……… . (4.29) 

 ( على شكل مصفوفات:4.29وبكتابة المنظومة )

[
∑𝑥𝑖1𝑦𝑖

∑𝑥𝑖2𝑦𝑖

] = [
∑𝑥𝑖1

2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2
2
] = [

𝛽̂1
𝛽̂2
]……… . . (4.30) 

 وباستخدام قاعدة كرايمر نجد:

𝛽̂1 =
|𝐴1|

|𝐷|
=

[
∑𝑥𝑖1𝑦𝑖 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2
∑𝑥𝑖2𝑦𝑖 ∑𝑥𝑖2

2 ]

[
∑ 𝑥𝑖2

2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2
∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2

2 ]

   

𝛽̂1 =
∑𝑥𝑖1𝑦𝑖  ∑ 𝑥𝑖2

2 − ∑𝑥𝑖2𝑦𝑖  ∑ 𝑥𝑖1𝑥𝑖2 

∑ 𝑥𝑖1
2 ∑𝑥𝑖2

2 − (∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2)
2

……… . (4.31) 

𝛽̂2 =
|𝐴2|

|𝐷|
=

[
∑𝑥𝑖2

2 ∑𝑥1𝑖𝑦𝑖
∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2𝑦𝑖

]

[
∑ 𝑥𝑖1

2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2
∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2

2 ]

 

𝛽̂2 =
∑𝑥𝑖1

2 ∑𝑥𝑖1𝑦𝑖  − ∑𝑥𝑖2𝑦𝑖  ∑ 𝑥𝑖1𝑥𝑖2 

∑ 𝑥𝑖1
2 ∑𝑥𝑖2

2 − (∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2)
2

……… . (4.32) 

  وباستخدام المصفوفات تقدر معالم النموذج وفق القانون الآتي:

[
𝛽̂1
𝛽̂2
] = (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑦…………(4.33) 

 إذ أن:

(𝑥′𝑥) = [
𝑥11 𝑥12 ⋯ 𝑥1𝑛
𝑥21 𝑥22 ⋯ 𝑥2𝑛

]
⏞              

𝑥′

[

𝑥11 𝑥21
𝑥12 𝑥22
⋮
𝑥1𝑛

⋮
𝑥2𝑛

]

⏞      
𝑥

= [
∑𝑥𝑖1

2 ∑𝑥11𝑥12

∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2
2
]……(4.34) 

(𝑥′𝑦) = [
𝑥11 𝑥12 ⋯ 𝑥1𝑛
𝑥21 𝑥22 ⋯ 𝑥2𝑛

] = [

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

] = [
∑𝑥𝑖1𝑦

∑𝑥𝑖2𝑦
]…… . . (4.35) 

 أما التباين والتباين المشترك فنحصل عليه من القانون الآتي:

𝑣𝑎𝑟 [
𝐵̂1
𝐵̂2
] = 𝜎𝑢

2(𝑥′𝑥)−1…………(4.36) 



 :وتباين الحد الثابت 

𝑣𝑎𝑟𝐵̂0 = 𝜎𝑢
2 [𝑋̅𝑖

′(𝑥′𝑥)−1𝑋̅𝑖 +
1

𝑛
]………… . (4.37) 

𝜎𝑢إذ إن:                                            
2 =

∑ 𝑒2𝑛
𝑖=1

𝑁−𝐾
 

( لعينـة 𝑋2( و )X1( والمتغيـرات المسـتقلة )Yالبيانات الآتية تمثل العلاقة بين المتغير المعتمـد )  (:12مثال )
 من خمسة مشاهدات:

𝑦2 𝑥1𝑥2 𝑥2𝑦 𝑥1𝑦 𝑥2
2 𝑥2 𝑥1

2 𝑥1 𝑦 𝑋2 𝑋1 𝑌 
484 1.6 8.8 88 0.16 −0.4 16 −4 −22 8 4 40 
4 −7.2 −7.2 4 12.96 3.6 4 −2 −2 12 6 60 
144 −1.6 −19.2 12 2.56 1.6 1 −1 −12 10 7 50 
64 −6.8 −27.8 16 11.56 −3.4 4 2 8 5 10 70 
784 −7 −39.2 140 1.96 −1.4 25 5 28 7 13 90 
1480 −21 −84 260 29.7 −− 50 −− −− 42 40 310 

 : تقدير النموذج بطريقة المعادلات الطبيعية:الحل

∑𝑥𝑖1𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1
2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

∑𝑥𝑖2𝑦𝑖 = 𝛽̂1∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 − 𝛽̂2∑𝑥𝑖2
2
}……… . (4.29) 

260 = 50𝛽̂1 − 21𝛽̂2……… . .… . . (1) 
−84 = −21𝛽̂1 − 29.7𝛽̂2……… . . (2) 

 (:50( بـ )2( والمعادلة )21( بـ )1نضرب المعادلة )
5460 = 1050𝛽̂1 − 441𝛽̂2……… . . (3) 
−4200 = −1050𝛽̂1 − 1485𝛽̂2…… . (4) 

 بالجمع نحصل على:
1260 = 1044𝛽̂2  
 𝛽̂2 = 1.2069   

260 = 50𝛽̂1 − 21(1.2069)  
285.3449 = 50𝛽̂1  
𝛽̂1 = 5.707  

 𝛽̂0 = 𝑌̅ + 𝛽̂1𝑋̅1 + 𝛽̂2𝑋̅2 
 𝛽̂0 = 62 − 5.707(8) − 1.2069(8.4) = 6.20604  

 :المعادلة التقديرية هي
Ŷ = 6.20604 + 5.707𝑋1  + 1.2064𝑋2 

 التقدير بطريقة كرايمر: نعيد كتابة المعادلات بصيغة المصفوفات: (1



[
∑𝑥𝑖1𝑦𝑖

∑𝑥𝑖2𝑦𝑖

] = [
∑𝑥𝑖1

2 ∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2

∑𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ∑𝑥𝑖2
2
] = [

𝛽̂1
𝛽̂2
]……… . . (4.30) 

[
260
−84

] = [
50 −21
−21 29.7

] [
𝛽̂1
𝛽̂2
]………… . (5) 

 𝛽̂1 =
|𝐴1|

|𝐷|
=
[
260 −21
−84 29.7

]

[
50 −21
−21 29.7

]
=
5958

1044
= 5.707 

𝛽̂2 =
|𝐴2|

|𝐷|
=
[
50 260
−21 −84

]

[
50 −21
−21 29.7

]
=
1260

1044
= 1.2069 

 أما الحد الثابت فيتم تقديره كما مر سابقا.
 ( التقدير بطريقة معكوس المصفوفة:3

𝐵̂1 = (𝑥
′𝑥)−1𝑥′𝑦  

𝐵̂1 =
1

|𝑥′𝑥|
𝑎𝑑𝑗 𝑥′𝑥 ∙ 𝑥′𝑦  

 (: 5من المصفوفة )

𝛽̂1 =
1

1044
[
29.7 21
21 50

] [
260
−84

]   

𝛽̂1 =
1

1044
[29.7 ∙ 260 − 84 ∙ 21] = 5.707  

𝛽̂2 =
1

1044
[21 ∙ 260 − 50 ∙ 84] = 1.2069  

 أما الحد الثابت فيقدر بالطريقة السابقة.
 تحليل الانحرافات في حالة الانحدار الخطي المتعدد:

∑لقــــــد أوضــــــحنا بــــــأن الانحرافــــــات الكليــــــة  𝑦2𝑛
𝑖=1 = ∑ (𝑌 − 𝑌̅)2𝑛

𝑖=1  تنقســــــم إلــــــى جــــــزأين، الأول يمثــــــل
∑الانحرافـــــــات الموضـــــــحة 𝑦̅2𝑛

𝑖=1 = ∑ (𝑌̂ − 𝑌̅)
2𝑛

𝑖=1  والثـــــــاني الانحرافـــــــات غيـــــــر الموضـــــــحة∑ 𝑒̂𝑖
2𝑛

𝑖=1 =

∑ (𝑌 − 𝑌̅)2𝑛
𝑖=1 :أي إن 

∑𝑦2
𝑛

𝑖=1

=∑𝑦̂2
𝑛

𝑖=1

+∑𝜎1
2

𝑛

𝑖=1

…………(4.38)  

𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑆𝑅 + 𝑆𝑆𝐸 
 إذ إن:

 𝑆𝑆𝑇  : الانحرافات الكلية



 𝑆𝑆𝑅 :الانحرافات الموضحة
 𝑆𝑆𝐸 :الانحرافات غير الموضحة

ــدد ) ــد المتعـ ــل التحديـ ــا إن معامـ ــمة 𝑅2وبمـ ــدار، فهـــو يحســـب بقسـ ــق خـــط الانحـ ــى جـــودة توفيـ ــر ا علـ ــد مًشـ ( يعـ
 الانحرافات الموضحة على الانحرافات الكلية.

𝑅2 =
∑ 𝑦̂2𝑛
𝑖=1

∑ 𝑦2𝑛
𝑖=1

=
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
 

 ( من المتغيرات فإن:𝐾وإذا كان لدينا )

𝑅2 =
𝛽̂1∑ 𝑥𝑖1𝑦

𝑛
𝑖=1 + 𝛽̂2∑ 𝑥𝑖2𝑦

𝑛
𝑖=1 +⋯ . . +𝛽̂𝑘 ∑ 𝑥𝑖𝑘𝑦

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑦𝑖
2𝑛

𝑖=1

…… . (4.39) 

 (:𝑅2وباستخدام المصفوفات يمكن أن نشتق صيغة معامل التحديد المتعدد )
𝑒′𝑒 = (𝑦 − 𝑥𝛽̂)

′
(𝑦 − 𝑥𝛽̂)  

𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 𝑦′𝑥𝛽̂ − 𝛽̂′𝑦𝑥 + 𝛽̂′𝑥′𝑥𝛽̂ 
𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 𝛽̂′𝑥′𝑦 + 𝛽̂′𝑥′𝑥𝛽̂ 

𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 𝛽̂′𝑥′𝑦……… . (4.40) 
 إذ إن:

 𝑒′𝑒 الانحرافات غير الموضحة: 
 𝑦′𝑦  الانحرافات الكلية

 𝛽̂′𝑥′𝑦  الانحرافات الموضحة
𝑦′𝑦:   معادلةالوبإعادة كتابة  = 𝛽̂′𝑥′𝑦 + 𝑒′𝑒  

𝑅2         ومنها: =
𝛽̂
′
𝑥′𝑦

𝑦′𝑦
……… . (4.41)  

 ( وكالآتي:𝑅2بدلالة معامل التحديد المتعدد )ويمكن الحصول على الانحرافات الموضحة وغير الموضحة 
𝛽̂′𝑥′𝑦 = 𝑅2  𝑦′𝑦………… . (4.42) 
𝑒′𝑒 = (1 − 𝑅2)𝑦′𝑦………(4.43)  

 وكالاتي: (𝑅2أما باستخدام البيانات الأصلية تحول إلى انحرافات للحصول على )

𝑅2 =
𝛽̂′𝑋′𝑌 − 𝑛𝑌̅2

𝑌′𝑌 − 𝑛𝑌̅2
…… . . (4.44) 

( 𝑅2الانحــدار الخطــي المتعــدد يجعــل مــن معامــل التحديــد المتعــدد )إن إضــافة متغيــرات مســتقلة إلــى نمــوذج 
دًي إلـى تخفـيض درجـات الحريـة Upward Basedمتحيـز علويـا  𝑁)، إذ إن إضـافة المتغيـرات تـ − 𝐾)  ممـا

 يتطلب تصحيح المعامل وفق الصيغة الآتية:



𝑅̅2 = 1 − [(1 − 𝑅2)
𝑛 − 1

𝑛 − 𝑘
]…………(4.45) 

 (.𝑅̅2إذ إن معامل التحديد المصحح )
0ومما تجدر الإشارة إليه إن قيمة معامل التحديد تتراوح بين الصفر والواحد:   ≤ 𝑅2 ≤ 1 

( ســالب ا، إذا كــان عــدد المتغيــرات كبيــر ا وحجــم العينــة 𝑅̅2فــي حــين يمكــن أن يكــون معامــل التحديــد المصــحح )
(n . صغيرا ) 

 :(R2( يمكن الحصول على )12وبالرجوع إلى المثال )

R2 =
𝛽̂1∑ 𝑥𝑖1𝑦

𝑛
𝑖=1 + 𝛽̂2∑ 𝑥𝑖2𝑦

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑦𝑖
2𝑛

𝑖=1

=
5.707(260) + 1.2069(−84)

1480
 

=
1382.4404

1480
= 0.93   

R2 =
𝛽̂′𝑋′𝑌

𝑌′𝑌
=
[5.707     1.2069] [

260
−84

]

1480
=
1382.4404

1480
= 0.93 

% مـــن التغيـــرات التـــي تحـــد  فـــي المتغيـــر التـــابع ســـببها المتغيـــرات المســـتقلة الداخلـــة فـــي 93وهـــذه تفســـر أن 
 النموذج.

𝑅̅2 = 1 − [(1 − 𝑅2)
𝑛 − 1

𝑛 − 𝑘
] = 1 − [(1 − 0.93)

5 − 1

5 − 3
] = 0.86 

 :Hypothesis Testاختبار الفروض 
، 2004)عبد القـادر عطيـة،  يكتسب تحليل عملية اختبار الفروض أهمية في تحليل الانحدار الخطي المتعدد 

المتغيـرات المسـتقلة التـي لا تمـارس تأثيرهـا علـى ، وذلك كونها تعطي الباحـث مًشـر ا علـى اسـتبعاد (313صفحة  
المتغير التابع. لذا تنطوي فرضية العدم على عـدم وجـود العلاقـة بـين المتغيـرات المسـتقلة والمتغيـر التـابع، أي إن 

( فــي ذلــك. وتصــاة فرضــية العــدم Fمصــدر الانحرافــات هــو المتغيــر العشــوائي فقــط، وعــادة مــا يســتخدم اختبــار )
 كالاتي:

𝐻0 = 𝛽̂0 = 𝛽̂1 = ⋯…… .= 𝛽̂𝑘 = 0…… . . (4.46) 
أمـا إذا تـم رفــض الفرضـية أعــلاه أي هنـاك علاقـة خطيــة بـين المتغيــرات المسـتقلة والمتغيـر التــابع فـإن الفــرض 

 البديل يصاة بالشكل الآتي:
𝐻1 = 𝛽̂0 ≠ 𝛽̂1 ≠ ⋯…… ≠ 𝛽̂𝑘 ≠ 0…… . . (4.47) 

 ( حسب الصيغة الآتية:Fويحسب اختبار )

𝐹 =
𝛽̂′𝑥′𝑦 𝑘 − 1⁄

𝑒′𝑒 𝑛 − 𝑘⁄
=

𝑦′𝑦𝑅2 𝑘 − 1⁄

𝑦′𝑦 (1 − 𝑅2) 𝑛 − 𝑘⁄
   



𝐹 =
∑ 𝑦̂2 𝑘 − 1⁄

∑ 𝑒2 𝑛 − 𝑘⁄
    

𝐹 =
𝑅2 𝑘 − 1⁄

(1 − 𝑅2) 𝑛 − 𝑘⁄
…… . (4.48) 

 وتكوين قاعدة القرار تحدد كالآتي:
( 𝑉1( أكبر من القيمة الجدولية بمستوى معنوي معين، وبدرجات حرية )Fإذا كانت القيمة المحتسبة لاختبار )

( المحتسـبة أقـل مـن Fالفـرض البـديل والعكـس فـي حالـة كـون )( للمقام، نرفض فرضية العدم ونقبـل V2للبسط و )
 .(318، صفحة 2004)عبد القادر عطية،  الجدولية إذ نقبل فرضية العدم ونرفض الفرض البديل

 ويمكن توضيح الانحرافات في جدول تحليل التباين وكالآتي:
Anova Table 

F 
Mean Error 

Sun 
d.f Sun of Square  

Source of 
Varriation 

𝐹 =
∑ 𝑦̂2

𝑘 − 1
 

∑ 𝑦̂2

𝑘 − 1
 𝑘 − 1 𝛽̂′𝑥′𝑦 =∑𝑦̂2 = 𝑦′𝑦𝑅2 

Explained 
Variation 

∑𝑒2 𝑁 − 𝐾⁄  
𝑁 − 𝐾 ∑𝑒2 = 𝑦′𝑦(1 − 𝑅2)

= 𝑦′𝑦 − 𝛽̂′𝑥′𝑦 

Unexplained 
Variation 

𝑛 − 1 𝑦′𝑦 =∑𝑦2 Total Variation 

 تحليل التباين وكالاتي:وباستخدام البيانات السابقة يمكن بناء جدول 
Anova Table 

F 
Mean Error 

Sun 
d.f Sun of Square  

Source of 
Varriation 

𝐹

=
∑ 𝑦̂2 𝑘 − 1⁄

∑𝑒2 𝑘 − 1⁄

=
691.2202

48.7798
= 14.17 

  

∑ 𝑦̂2

𝑘 − 1

=
1382.4404

2
= 691.2202 

𝑘 − 1

= 3 − 1

= 2 
∑𝑦̂2 = 13824404 

Explained 
Variation 

∑𝑒2 𝑁 − 𝐾⁄

𝑁 − 𝐾

= 5 − 3

= 2 
∑𝑒2 = 97.5596 

Unexplained 
Variation 



=
97.5596

2
= 48.7798 

𝑛 − 1

= 5 − 1

= 4 
∑𝑦2 = 1480 Total Variation 

 ن النموذج المقدر معنوي.إالجدولية ف Fالمحتسبة مع  Fوبمقارنة 
 اختبار معنوية المعلمات المقدرة:

البسـيط أم المتعـدد ( لمعرفة معنوية المعلمات المقدرة سـواء  فـي نمـوذج الانحـدار t-Statisticيستخدم اختبار )
( t( إذا كانــت أكثــر مــن ذلــك. ويســتخدم اختبــار )Z( مشــاهدة. واختبــار )30إذا كــان عــدد المشــاهدات يقــل عــن )
 (.4.20وفق الآتي بإعادة كتابة المعادلة )

𝑣𝑎𝑟 − 𝑐𝑜𝑛𝛽̂𝑖 = 𝜎𝑢
2(𝑋′𝑋)−1…… . (4.46) 

لقطـر الرئيسـي تبـاين المعلمـات المقــدرة فـإذا كانـت البيانـات المسـتخدمة هـي البيانـات الحقيقيـة فتمثـل عناصـر ا
بما فيها الحد الثابت وعلى التوالي والعناصر خارج القطر الرئيسي تمثل التباين المشـترك. وبأخـذ الجـذر التربيعـي 

 ( وكالاتي:𝑡لها نحصل على الخطأ المعياري للمعلمات ومنها نحسب اختبار )

𝑡𝛽̂𝑖 =
𝛽̂𝑖 − 𝛽𝑖
𝑆. 𝑒𝛽̂𝑖

……… . (4.47) 

 وتكوين قاعدة القرار يتحدد وفق ما مر ذكره في الانحدار البسيط.
أما إذا كانت البيانـات المسـتخدمة هـي بالانحرافـات فـإن أخـذ الجـذر التربيعـي لعناصـر المصـفوفة فـي المعادلـة 

ــار )4.36) ــا يحســـب اختبـ ــى معنويتهـ ــد الثابـــت، وعلـ ــدا الحـ ــات عـ ــاري للمعلمـ ــأ المعيـ ــن t( تعطـــي الخطـ ــداء مـ ( ابتـ
ــد الثابـــت )𝛽̂𝑖لمـــة )المع ــي للمعادلـــة 𝛽̂0(. أمـــا الاختبـــار للحـ ــذر التربيعـ ــذ الجـ ــه يحســـب بأخـ ــاري لـ ــأ المعيـ ( فالخطـ
(4.37.) 

𝑆𝑒𝛽̂0 =
√𝜎𝑢

2 [𝑋̅𝑖
′(𝑥′𝑥)−1𝑋̅𝑖 +

1

𝑛
]…………(4.48) 

 𝑡𝛽̂𝑖 =
𝛽̂0 − 𝛽0
𝑆. 𝑒𝛽̂0

………(4.49) 

 :1−(𝑥′𝑥)وبالرجوع إلى المثال السابق وإعادة كتابة 

(𝑥′𝑥) = [

29.7

1044

21

1044
21

1044

50

1044

]   

𝜎𝑢
2 =

∑𝑒2

𝑁 − 𝐾
= 48.7798  



 𝜎𝑢
2𝑥′𝑥 = 48.7798 [

29.7

1044

21

1044

 
50

1044

] = [
1.3877 0.9812
 2.3362

]  

 𝑡𝛽̂1 =
5.707

√1.3877
=
5.707

1.178
= 4.845  

𝑡𝛽̂2 =
1.2069

√2.3362
=
1.2069

1.5285
= 0.7896  

𝑆𝑒𝛽̂0 =
√48.7798 [(8   8.4) [

50 −21
−21 29.7

] [
8
8.4
] +

1

5
]   

𝑆𝑒𝛽̂0 = √48.7798 [[223.6     81.48] [
8
8.4
] +

1

5
]   

𝑆𝑒𝛽̂0 =
√120643.7623 +

1

5
= √120643.9623 

𝑆𝑒𝛽̂0 = 347.338 

𝑡𝛽̂0 =
6.20604

347.338
= 0.0179 

نجــد أن  3ودرجــات حريــة  %5بمســتوى معنويــة  2.35وبمقارنــة القــيم المحتســبة مــع القيمــة الجدوليــة البالغــة 
, 𝛽̂2المعلمتين   𝛽̂1 .غير معنويتين 

 :OLSالتباين والخطأ المعياري لمقدرات  5.4
 مصفوفة التباين والتباين المشترك لمقدرات نموذج الانحدار الخطي المتعدد: 

 يمكن الحصول عليه كما يلي:  𝐵𝑘من المتغيرات المستقلة فإن التباين إلى  𝐾في حالة 
𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌    
∵ 𝑌 = 𝑋𝐵 + 𝑈 

 نحصل:وبالتعويض في المعادلة أعلاه 
𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′(𝑋𝐵 + 𝑈) 

 ويمكن إعادة كتابة هذه المعادلة كما يلي:
𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈 

1𝑋′𝑋−(𝑋′𝑋):                                   ولما كانت  = 1 
𝐵̂فإن:                                          = 𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈 

 المعادلة:وبأخذ التوقع لطرفي 
E(𝐵̂) = 𝐵 + 𝐸[(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈] 



= 𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝐸(𝑈)  
∵ 𝐸(𝑈) = 0  
∵ 𝐸(𝐵̂) = 0  

الحقيقية. ويمكن الحصول على تباين قيمة المعلمـة المقـدرة  𝐵هي عبارة عن مقدار غير متحيز إلى   𝐵̂إذ ا  
𝐵̂  دًي ذلك إلى مصفوفة التباين والتباين المشترك الخاصة بالمتجه  : 𝐵̂حيث ي

𝐵̂ − 𝐸(𝐵̂) = 𝐵̂ − 𝐵 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈  
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝐸 {[𝐵̂ − 𝐸(𝐵̂)][𝐵̂ − 𝐸(𝐵̂)]

′
}  

∵ 𝐸(𝐵̂) = 𝐵  
𝑣𝑎𝑟 (𝐵̂) = 𝐸 {(𝐵̂ − 𝐵)(𝐵̂ − 𝐵)

′
} = 𝐸{[(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈][(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈]′ } 

= 𝐸{(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈𝑈′(𝑋′𝑋)−1} 
= (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝐸(𝑈′𝑈)𝑋𝑈′(𝑋′𝑋)−1 

𝐸(𝑈𝑈′)ولما كانت:  = 𝜎2𝐼𝑛                                    
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = (𝑋′𝑋)−1𝑋′. 𝜎2𝐼𝑛. 𝑋(𝑋′𝑋)−1 

 وبإعادة الترتيب نحصل:
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝜎2𝐼𝑛(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋(𝑋′𝑋)−1 

∴مصفوفة الوحدة:          (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋 = 1                  
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝜎2(𝑋′𝑋)−1 

بمـا  𝜎2هـو عبـارة عـن حاصـل ضـرب قيمـة  (𝐵̂)جـه هذا يعني أن قيمة تباين أي عنصر من عناصر المت
. أمــا التبــاين المشــترك بــين أي 1−(𝑋′𝑋)يقابلهــا مــن العناصــر الواقعــة علــى القطــر الرئيســي لمقلــوب المصــفوفة 

بالعنصــر المقابــل لهــا والواقــع خــارج القطــر  𝜎2فهــو عبــارة عــن حاصــل ضــرب  (𝐵̂)اثنــين مــن عناصــر المتجــه 
د الـذي يحتـوي علـى 1−(𝑋′𝑋)الرئيسي لمقلوب المصفوفة   . ويمكن توضيح ذلك لنموذج الانحدار الخطي المتعدِّّ

 متغيرين مستقلين، وكما يلي:  
𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝜎2(𝑋′𝑋)−1 

=
𝜎2

𝑛∑𝑋2 − (∑𝑋)2
[
∑𝑋2 ∑𝑋

−∑𝑋 𝑛
] 

=

[
 
 
 
 

𝜎2 ∑𝑋2

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2
−𝜎2∑𝑋

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2

−𝜎2∑𝑋

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2
𝑛𝜎2

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2]
 
 
 
 

   

𝑣𝑎𝑟(𝐵̂0) =
𝜎2∑𝑋2

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2
= 𝜎2 [

1

𝑛
+
𝑋̅2

∑𝑋2
]  



 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) =
𝑛𝜎2

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2
=

𝜎2

∑𝑋2
   

𝐶𝑜𝑣(𝐵̂0, 𝐵̂1) =
−𝜎2 ∑𝑋

𝑛∑𝑋2 −(∑𝑋)2
=
−𝜎2𝑋̅

∑𝑋2
 

 ( فيمكن الوصول إليها كالآتي:S2e، )𝜎2أما الصيغة التقديرية لتباين الخطأ العشوائي 

S2e =
𝑒′𝑒

𝑛 − 𝑘 − 1
……… . (10.4) 

𝑒′𝑒 = (𝑌 − 𝑌̂)′(𝑌 − 𝑌̂) 
 ∵ 𝑌̂ = 𝑋𝐵̂  

𝑒′𝑒 = (𝑌 − 𝑋𝐵̂)
′
(𝑌 − 𝑋𝐵̂) 

= 𝑌′𝑌 − 𝑌′𝑋𝐵̂ − 𝐵̂′𝑋′𝑌 + 𝐵̂′𝑋′𝑋𝐵̂ ……(11.4)  
 وبما أن الحدين الثاني والثالث يمثلان قيمة واحدة كما وأن كلا  منهما يمثل مبدلة للآخر فإن:

𝑌′𝑋𝐵̂ = (𝑌′𝑋𝐵̂)
′
= 𝑌′𝑋𝐵̂′ 

 التالي:( بالشكل 11.4عليه يمكن إعادة كتابة المعادلة )
𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − 2𝐵̂′𝑋′𝑌 + 𝐵̂′𝑋′𝑋𝐵̂ ……(12.4)  

∵ 𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌  
∴ (𝑋′𝑋)𝐵̂ = 𝑋′𝑌  

𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − 2𝐵̂′𝑋′𝑌 + 𝐵̂′𝑋′𝑌………(13.4)  
𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − 𝐵̂′𝑋′𝑌…………………(14.4) 

 ( نحصل:10.4وبتعويض هذه القيمة في البسط من المعادلة )

S2e =
𝑌′𝑌 − 𝐵̂′𝑋′𝑌

𝑛 − 𝑘 − 1
 

 فرضيات النموذج الخطي المتعدد:اختبار  6.4
يهدف هذا المبحث إلى توسيع معارفنا الأساسية لنموذج الانحدار وذلك بإجراء اختبار معنوية الانحدار  

ومن ثم تقييم كفاءة الأداء العام لنموذج  tومقارنته باختبار   Fالمتعدد والمقدر باستخدام توزيع اختبار إحصاؤه  
من   𝑅2و  𝐹، وكذلك اختبار العلاقة بين   R̅2ومقارنته بمعامل التحديد المقدر المعدل  R2الانحدار المتعدد 

𝑒𝑖∑بقيمة المتغير العشوائي،   R2، ثم علاقة   ANOVAخلال جدول تحليل التباين، 
القادر عطية،  )عبد   .2

 ( 340، صفحة  2004

 (:𝐭اختبار معنوية المعالم )  1.6.4



,𝑥1 ( لتقيــيم معنويــة تــأثير المتغيــرات المســتقلةtيســتخدم اختبــار )    𝑥2, … 𝑥𝑘  فــي المتغيــر التــابع𝑦  فــي نمــوذج
( فـي نمـوذج الانحـدار الخطـي البسـيط، أنـه يعتمـد علـى tالانحدار المتعدد، وكما ذكرنا سابقا  عند تنـاول اختبـار )

 نوعين من الفروض:

𝐵1فرضية العدم:  = 𝐵2 = 𝐵3 = ⋯ . . = 𝐵𝑘 = 0 ∶  𝐻0 

𝐵1:  الفرضية البديلة ≠ 𝐵2 ≠ 𝐵3 ≠ ⋯ . . ≠ 𝐵𝑘 = 0 ∶  𝐻1 

قيمتهــا الجدوليــة لتحديــد قبــول أو رفــض فرضــية العــدم ومــن ثــم تقيــيم معنويــة ( تقــارن مــع 𝑡وبعــد احتســاب قيمــة )
 معلمات النموذج المقدر والصيغة الرياضية لهذا الاختبار يمكن بيانها كما يلي:

     : 𝐵̂1بالنسبة الى  -أ 

𝑡𝐵̂1 =
𝐵̂1
𝑆𝐵̂1

 

𝑆𝐵̂1 = √𝑆𝐵̂1
2  

𝑆𝐵̂1
2 = 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) = 𝑆

2𝑒 𝑎11 
 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) = 𝑆

2𝑒(𝑥′𝑥)−1   

𝑆2𝑒 =
𝑒′𝑒

𝑛 − 𝑘 − 1
=
𝑌′𝑌 − 𝐵̂′𝑋′𝑌

𝑛 − 𝑘 − 1
=
∑𝑦2 −(𝐵̂1∑𝑥1𝑦 + 𝐵̂2∑𝑥2𝑦)

𝑛 − 𝑘 − 1
 

 : 𝐵̂2بالنسبة الى  -ب 

𝑡𝐵̂2 =
𝐵̂2
𝑆𝐵̂2

 

𝑆𝐵̂2 = √𝑆𝐵̂2
2  

𝑆𝐵̂2
2 = 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂2) = 𝑆

2𝑒 𝑎22 

𝑆2𝑒 =
𝑒′𝑒

𝑛 − 𝑘 − 1
 

 : Multiple Coefficient of Determination (Rمعامل التحديد المتعدد ) 2.6.4
شًــر أســاس فــي تقيــيم مــدى معنويــة العلاقــة بــين المتغيــر التــابع  إذ ، (X𝑘، والمتغيــرات المســتقلة )(𝑌)يعــد م

(𝑘 = 1,2,… . , 𝑘)  ــر ــير التغيـ ــي تفسـ ــتقلة فـ ــرات المسـ ــاهمة المتغيـ ــبة مسـ ــاس يوضـــح نسـ ــارة أخـــرى هـــو مقيـ بعبـ
 تي:الحاصل في المتغير التابع. ويمكن اشتقاقه باستخدام المصفوفات بالانحرافات كالآ

∵ 𝑦 = 𝑥𝐵̂ + 𝑒   
𝑒 = 𝑦 − 𝑥𝐵̂   



𝑒′𝑒 = (𝑦 − 𝑥𝐵̂)
′
(𝑦 − 𝑥𝐵̂)  

𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 𝑦′𝑥𝐵̂ − 𝑥′𝐵̂′𝑦 + 𝐵̂′𝑥′𝑥 𝐵̂ 
 وبما أن الحدين الثاني والثالث يمثلان قيمة واحدة كما وأن كلا  منهما يمثل مبدلا  للآخر فإن:

∴ 𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 2𝐵̂′𝑥′𝑦 + 𝐵̂′𝑥′𝑥 𝐵̂   
∵ 𝐵̂(𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑦  
(𝑥′𝑥)𝐵̂ = 𝑥′𝑦   

𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 2𝐵̂′𝑥′𝑦 + 𝐵̂′𝑥′𝑦   
𝑒′𝑒 = 𝑦′𝑦 − 𝐵̂′𝑥′𝑦  

 بذلك يمكن كتابة معادلة الانحرافات الكلية كالآتي:
𝑦′𝑦 = 𝐵̂′𝑥′𝑦 − 𝑒′𝑒 

 إذ أن:
𝑦′𝑦.تمثل الانحرافات الكلية : 

𝐵̂′𝑥′𝑦.تمثل الانحرافات الموضحة من قبل خط الانحدار : 
𝑒′𝑒 الموضحة.: تمثل الانحرافات غير 

عبــارة عــن نســبة الانحرافــات الموضــحة مــن قبــل خــط الانحــدار إلــى الانحرافــات  R2وبمــا أن معامــل التحديــد 
، فإنه يمثل نسبة مجموع مربعات التغير في المتغيرات المستقلة إلـى مجمـوع المربعـات  Total variationالكلية 
 الكلية:

∴ 𝑅2 =
𝐵̂′𝑥′𝑦

𝑦′𝑦
=
𝐵̂′𝑥′𝑦

∑𝑦2
    

𝑜𝑟 ∶    𝑅2 = 1 −
𝑒′𝑒

𝑦′𝑦 − 𝑛𝑌̅2
   

𝑜𝑟:     𝑅2 =
𝐵̂1 ∑𝑥1𝑦 + 𝐵̂2∑𝑥2𝑦

∑𝑦2
  

دًي الــى رفــع قيمـة  ة المقــام وتغيــر قيمـ، وذلــك لثبــات  R2إن إضـافة متغيــرات مســتقلة جديـدة إلــى المعادلــة يـ
دًي إلـى انخفـاض درجـات الحريـة B̂xyقيمة البسط بمقدار ) ( غير أن الاسـتمرار بإضـافة المتغيـرات المسـتقلة سـي

(𝑛 − 𝑘 −  وعلى النحو الآتي: 𝑅2(، مما يتطلب استخراج معامل التحديد المعدل أو المصحح 1

𝑅̅2 = 1 − [(1 − 𝑅2)
𝑛 − 1

𝑛 − 𝑘 − 1
] 

 :F-Statistics Fاختبار إحصائية  
,𝑋1.......... هذا الاختيار معرفة مدى معنوية العلاقة الخطية بين المتغيرات المستقلة  𝑋2, … . , 𝑋𝑖  على

 ، وكما هو الحال في الانحدار البسيط فإنه يعتمد على نوعين من الفروض: Yالمتغير التابع 



وتــــــــنع علــــــــى انعــــــــدام العلاقــــــــة بــــــــين كــــــــل متغيــــــــر مــــــــن المتغيــــــــرات المســــــــتقلة  :𝐇𝟎فرضييييييييية العييييييييدم 
(𝑋1, 𝑋2, … . , 𝑋𝑖) وبين المتغير التابع𝑌:أي ، 

𝐻0:  𝐵̂1 = 𝐵̂2 = ⋯ .= 𝐵̂𝑘 = 0 
 وتنع على وجود علاقة معنوية بين المتغيرات المستقلة والمتغير التابع، أي: :𝑯𝟏الفرضية البديلة 

𝐻0:  𝐵̂1 ≠ 𝐵̂2 ≠ ⋯ .≠ 𝐵̂𝑘 ≠ 0 
 اضية لهذا الاختبار هي:والصيغة الري

𝐹 =
𝐵̂′𝑥′ 𝑦 𝑘⁄

𝑒′𝑒 𝑛 − 𝑘 − 1⁄
   

𝑜𝑟:      𝐹 =
𝑅2 𝑘⁄

1 − 𝑅2 𝑛 − 𝑘 − 1⁄
 

ــاب قيمـــة   ــد احتسـ ــة  𝐹وبعـ ــة حريـ ــة بدرجـ ــا بالجدوليـ ــع قيمتهـ ــارن مـ 𝑛( و )𝑘)نقـ − 𝑘 − ــام 1 ( للبســـط والمقـ
، أي أن H1ونقبــل  H0ولمســتوى معنويــة معــين. فــإذا كانــت القيمــة المحتســبة أكبــر مــن القيمــة الجدوليــة نــرفض 

. أمــا إذا 𝑌ذو تــأثير فــي  𝑋𝑘العلاقــة المدروســة معنويــة، وهنــاك علــى الأقــل متغيــر مســتقل واحــد مــن المتغيــرات 
أي أن العلاقـــة الخطيـــة المدروســـة غيـــر  H0كنـــت القيمـــة المحتســـبة أصـــغر مـــن الجدوليـــة فـــإن ذلـــك يعنـــي قبـــول 

 معنوية، أي أنه ليس ثمة تأثير من أي متغير من المتغيرات المستقلة على المتغير التابع.
 ANOVA. تحليل جدول التباين، 4-7

، لابــد مــن عمــل جــدول تحليــل التبــاين 𝑌فــي المتغيــر التــابع  𝑋1  ،𝑋2لغـرض الوقــوف علــى تــأثير كــل مــن 
 في النموذج. 𝑋1  ،𝑋2لبيان أثر المتغيرين المستقلين 

 جدول تحليل التباين 

 متوسط مربعات الخطأ 𝐅اختبييار 
درجات  
 الحرية

 مصدر التباين  مجموع مربعات الخطأ 

𝐹1

=
𝐵̂′𝑥" 𝑦 𝑘⁄

𝑒′ 𝑒 𝑛 − 𝑘 − 1⁄

=
600.8114295

12.06285679
= 49.8067 

𝐵̂′𝑥′ 𝑦 𝑘⁄   
600.8114295 K2 

𝐵̂′𝑥′𝑦  
1201.622859 

الانحراف 
الموضح من  

 X2و X1قبل 

𝑒′ 𝑒
𝑛 − 𝑘 − 1 
12.06285679
⁄  

𝑛 − 𝑘

− 1  
6 

𝑒′𝑒 
72.37714076 

الانحرافات 
 غير الموضحة 

𝑛 − 𝑘  
8 

𝑦′𝑦 
1274 

الانحراف 
 الكلي



ولمعرفة تـأثير كـل متغيـر مسـتقل فـي المتغيـر التـابع بصـورة منفـردة فإننـا نختبـر خـلال المرحلـة الأولـى تـأثير 
وبـالرجوع  𝑌بصورة مسـتقلة فـي  X2. وفي المرحلة الثانية نختبر تأثير المتغير 𝑌بصورة مستقلة في   X2المتغير  

 إلى مثالنا نختبر ما يلي:
 :𝒀في الاستيرادات  𝐗𝒊أولًا: تأثير عنصر الدخل 

( يجــب معرفــة مقــدار الزيــادة 𝑌( فــي دالــة الاســتيرادات )𝑋𝑖لغــرض اختبــار التــأثير المســتقل لعنصــر الــدخل )
علــى المتغيــر  Yالمتحققــة فــي قيمــة مجمــوع مربعــات الانحرافــات الموضــحة مــن قبــل خــط انحــدار المتغيــر التــابع 

 أي أن: X2ويتم ذلك بافتراض نموذج يتضمن المتغير  الى الدالة، X𝑖نتيجة إضافة المتغير X2المستقل 
𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵2𝑋2 + 𝑈𝑖    
𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂2𝑋2  

𝐵̂2 =
∑𝑥2𝑦

∑𝑥2
2 =

−83

648
= −0.128086419 

 فهي: X2مجموع مربعات الانحرافات الناجمة عن المتغير أما 

𝐵̂2∑𝑥2𝑦 = (= −0.128086419)(−83) = 10.63117284 
 إلى الدالة فهو: 𝑋1أما التأثير الذي يضيفه المتغير المستقل 

𝐵̂1∑𝑥1𝑦 = 𝐵̂
′𝑋′𝑦 − 𝐵̂2∑𝑥2𝑦 

= 1201.622859 − 10.63117284 = 1190.991686 
 ننظم جدول تحليل التباين الآتي: 𝑋1ولاختبار مدى معنوية هذا التأثير المضاف من قبل المتغير المستقل 

 في النموذج  𝐗𝟏تحليل التأثير المستقل للمتغير المستقل  

 𝐅اختبييار 
متوسط مربعات  

 الخطأ 
درجات  
 الحرية

 مصدر التباين  مجموع مربعات الخطأ 

𝐹1

=
1190.9914686

12.06285679
= 9873214171 

1190.9911686 

1 10.63117284 
الانحراف 

الموضح من  
 X2قبل 

 1 1190.991686 
الانحراف 

الموضح من  
 X1قبل 

 2 1201.622859 
الانحراف 

الموضح من  



 و  X1 X2قبل

 
12.06285679 

6 72.37714076 
الانحرافات غير  

 الموضحة

 8 1274 
الانحرافات 

 الكلية

( ودرجــة 5%( مــع مثيلتهــا الجدوليــة عنــد مســتوى معنويــة )98.73( المحتســبة والبالغــة )F1وبمقارنــة قيمــة )
( والتــي يتضــح أنهــا أكبــر مــن الجدوليــة عليــه تــرفض فرضــية العــدم 5.14للبســط والمقــام والبالغــة ) (6، 2)حريــة 

الــذي يمثــل الــدخل القــومي علــى  X1وتقبــل الفرضــية البديلــة، ممــا يــدل علــى وجــود تــأثير معنــوي للمتغيــر المســتقل 
 الذي يمثل الاستيرادات. 𝑌المتغير التابع 

 :𝒀في الاستيرادات  𝑿𝟐ر عنصر السعر ثانياً: تأثي
ا يتضمن المتغير المستقل  𝑋2لبيان أثر المتغير المستقل   ، أي:X1في الدالة نفترض نموذج 

𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋1 + 𝑈𝑖   
 𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋1 

  𝐵̂1 =
∑𝑥1𝑦

∑𝑥1
1 =

881

650
= 1.355384615 

 فهي: X1مجموع مربعات الانحرافات الناجمة عن المتغير  أما

𝐵̂1∑𝑥1𝑦 = (1.355384612)(881) = 1194.093846 
 إلى الدالة فهو : X2أما التأثير الذي يضيفه المتغير المستقل 

𝐵̂2∑𝑥2𝑦 = 𝐵̂
′𝑥′𝑦 − 𝐵̂1∑𝑥1𝑦 

= 1201.622859 − 1194.093846 = 7.529013 
 ننظم جدول تحليل التباين الآتي: X2ولاختبار مدى معنوية هذا التأثير المضاف من قبل المتغير المستقل 

 في النموذج  𝐗𝟐تحليل التأثير المستقل للمتغير المستقل  

 𝐅اختبييار 
متوسط مربعات  

 الخطأ 
درجات  
 الحرية

 مصدر التباين  مجموع مربعات الخطأ 

𝐹1

=
7.529013

12.06285679
= 0.624148419 

7.529013 1 1194.093846 
الانحراف 

الموضح من  
 X1قبل 



 1 7.529013 
الانحراف 

الموضح من  
 X2قبل 

 2 1201.622859 
الانحراف 

الموضح من  
 و  X1 X2قبل

 
12.06285679 

6 72.37714076 
الانحرافات غير  

 الموضحة

 8 1274 
الانحرافات 

 الكلية

( ودرجـــة 5%( مـــع مثيلتهـــا الجدوليـــة عنـــد مســـتوى معنويـــة )0.62( المحتســـبة والبالغـــة )F2قيمـــة )وبمقارنــة 
( والتي يتضح بأنها أقل مـن الجدوليـة عليـه نقبـل فرضـية العـدم، ممـا 5.14للبسط والمقام والبالغة ) (6،  2)حرية  

 .Yلا يمارس تأثير ا معنوي ا على المتغير التابع  X2يدل بأن المتغير المستقل 
 Yالذي يمثل الدخل القومي يمارس تأثير ا معنوي ا على المتغير التابع  X1وعليه نستنتج بأن المتغير المستقل 

ومن  Yيمارس تأثير ا معنوي ا على  الذي يمثل السعر لا 𝑋2الذي يمثل الاستيرادات. في حين أن المتغير المستقل 
ذو التـأثير المعنـوي فـي  X1وذج الـذي يحتـوي علـى المتغيـر ثم يجب استبعاده من النموذج المدروس واعتمـاد النمـ

 والذي ندرجه أدناه: 𝑌المتغير 
𝑌𝑖  =  𝐵0  +  𝐵1 𝑋1 + 𝑈𝑖 

 حيث يتم تقديره وتقييمه على غرار النموذج الوارد في الفصل الخاص بالانحدار الخطي البسيط وكما يلي:

𝐵̂1 =
∑𝑥1𝑦

∑𝑥1
2 =

881

650
= 1.355384615 

 𝐵̂0 = 𝑌̅ − 𝐵̂1𝑋̅  
= 117 − (1.355384615)(113) 
= 117 − 153.1584615 
= −36.1584645   
𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 
 𝑌̂ = −36.1584615 + 1.355384615 𝑋𝑖   

والذي يمثل الدخل القومي بمقدار وحدة واحدة تسـبب زيـادة فـي المتغيـر   Xوتعني بأن زيادة المتغير المستقل  
 ( وحدة.1.355الذي يمثل الاستيرادات بمقدار ) Yالتابع 



𝑅2 =
𝐵̂1∑𝑥1𝑦

∑𝑦2
=
(1.355384615)(881)

1274
=
1194.093846

1274
= 0.937279313

= 93.72%   

𝐹 =
𝑅2 𝑘⁄

1 − 𝑅2 𝑛 − 𝑘 − 1⁄
=

0.93727931 3 1⁄

1 − 0.937279313 9 − 1 − 1⁄
=
0.937279313

0.008960098

= 104.6059221 
 نحتاج البيانات الآتية: B̂0و  B̂1ولاختبار معنوية المعلمات 

𝑒𝑖
2 𝑒𝑖 𝑌̂ 𝑌 

0.3844 0.62 99.38 100 
1.436309967 1.1984615 104.8015385 106 
0.262459179 −0.5123077 107.5123077 107 
32.61288486 5.7107692 114.2892308 120 
18.39750086 −4.2892308 114.2892308 110 
13.7698086 −3.7107692 119.7107692 116 
6.188612979 −2.4876923 126.4876923 124 
1.18977448 1.0907692 131.9092308 133 
5.6644 2.38 134.62 137 

79.90615335 ∑𝑒𝑖 = 0 ∑𝑌̂ = 1053 ∑Y = 1053 

 :B̂1بالنسبة لـ 

𝑆2𝑒𝑖 =
∑𝑒𝑖

2

𝑛 − 2
=
79.90615335

9 − 2
= 11.41516476 

   𝑆B̂1
 =

𝑆2𝑒𝑖
∑𝑥𝑖

2 =
11.41516476

650
= 0.017561791  

 𝑆B̂1
2 = √𝑆B̂1

2 = √0.017561791 = 0.132520911   

𝑡B̂1 =
B̂1
𝑆
B̂1

 =
1.355384615

0.132520911
= 10.22770372  

 : B̂0بالنسبة لـ 
𝑆2𝑒 = 11.41516476  

𝑆B̂0
2 = 𝑆2𝑒 [

1

𝑛
+
𝑋̅2

∑𝑥𝑖
2] = 11.41516476 [

1

9
+
(113)2

650
] 

= 11.41516476[0.111111111 + 19.64461538] = 225.5148729   
𝑆B̂0
 = √𝑆B̂0

2 = √225.5148729 = 15.01715262  



𝑡B̂0
 =

𝐵̂0
𝑆
B̂0

 =
−36.15846415

15.01715262
= −2.407810749 

 وعليه فإن الصيغة التقديرية للنموذج المدروس تكون كما يلي:
∴ 𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 

𝑌̂ = −36.1584615 + 1.355384615𝑋𝑖    
(2.407) (10.227)

𝑅2 = %93.72 𝐹 = 104.60
 

 قياس حدود الثقة: .4-8
لاحتســاب حــدود الثقــة لأيــة مشــاهدة )نقطــة( مــن مشــاهدات خــط الانحــدار للمجتمــع أو بعبــارة أخــرى لحســاب 

ج. نفتـرض بـأن النقطــة عنـد مســتوى معنويـة معـين للمتغيــر المسـتقل فـي النمــوذ  Yالقيمـة المتوسـطة الحقيقيــة إلـى 
المقابلــة لتشــكيلة  𝐹(𝑌0). ولتقــدير المجــال الــذي يمكــن أن تقــع فيــه قيمــة  𝐹(𝑌0)المــراد تقــدير حــدود ثقتهــا هــي 

 .𝐹(𝑌0)( يجب اشتقاق متباينة القيمة kمعينة من قيم المتغيرات المستقلة )
𝑌0 = [1 𝑋01 𝑋02 …𝑋0𝑘]   

𝑌̂0 = [1 𝑋01 𝑋02 …𝑋0𝑘]   

[
 
 
 
 
𝐵̂0
𝐵̂1
.
.
𝐵̂𝑘]
 
 
 
 

 

𝑌̂0 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋01 +⋯+ 𝐵̂𝑘𝑋0𝑘 
𝑌̂0وباختصار:                                        = 𝑋0𝐵̂ 

يجــب اشــتقاق وســط وتبــاين  𝐸(Yo)   ولغــرض اشــتقاق المتباينــة الخاصــة بتقــدير فتــرات حــدود الثقــة للقيمــة 
 ( وكالآتي:𝑌̂0القيمة )

 ( : 𝑌̂0لإيجاد الوسط فإننا نأخذ القيمة المتوقعة لـ )
𝐸(𝑌̂0) = 𝐸(𝑋0𝐵̂)  
𝐸(𝑌̂0) = 𝑋0𝐸(𝐵̂) 
∵ 𝐸(𝐵̂) = 𝐵  
∵ 𝐸(𝑌̂0) = 𝑋0𝐵 

 ولإيجاد التباين:
𝑣𝑎𝑟(𝑌̂0) = 𝐸{𝑌̂0 − 𝐸(𝑌̂0)(𝑌̂0 − 𝐸(𝑌̂0)

′} 
= 𝐸 {(𝑌̂0 − 𝑋0𝐵)(𝑌̂0 − 𝑋0𝐵)

′
}  

 ∴ 𝑌̂0 = 𝑋0𝐵   
∴ 𝑣𝑎𝑟(𝑌̂0) = 𝐸 {(𝑋0𝐵̂ − 𝑋0𝐵)(𝑌̂0 − 𝑋0𝐵)

′
}   



∴ 𝑣𝑎𝑟(𝑌̂0) = 𝐸{(𝑋0𝐵̂ − 𝑋0𝐵)(𝑋0𝐵
′ − 𝑋0𝐵)

′} 
= 𝑋0 {𝐸(𝐵̂ − 𝐵)(𝐵̂ − 𝐵)

′
}𝑋0

′  
 = 𝜎2𝑋0(𝑋

′𝑋)−1𝑋0
′    

 فإن: 𝑆2(𝑌̂0) بالرمز  𝑣𝑎𝑟(𝑌̂0)وإذا رمزنا للقيمة التقديرية لتباين قيمة حدود الثقة 
𝑆2(𝑌̂0) = 𝑆

2𝑋0(𝑋
′𝑋)−1𝑋0

′  
 :تكون  𝐸(Y0)   وعليه فإن حدود الثقة للقيمة 

𝐸(𝑌̂0) = 𝑌̂0 ± 𝑡1 2⁄ . 𝑆(𝑌̂0)  
𝐸(𝑌̂0) = 𝑋0𝐵̂ ∓ 𝑡1 2⁄ . 𝑆(𝑌̂0) 

 

 


