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ڲؠڲ١

ሌᇿإ اৎگ٭؇س ۱ڍا ዛኗڎف اܳޚݠافݑ. ۱ٷڎݿ۰ ෛູݱݧ ሒᇭ ۰ਃ؇اܳټ اܳފٷ۰ ܳޚܹٴ۰ ෛݱݱ۰ اᄴᄟروس ۱ڍه
ඔ൹درۏٺ أو ۰༥در ذات اَޙ۰݄ ሒᇭ اܳݱ؞ଫଃة اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ذات اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اଐ۱ازات ޖ؇۱ݠة ّިݪ٭ں

اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰. ا༥ިৎ؇ت اཹྥލ؇ر دراݿ۰ ሌᇿإ ً؇ݪ؇ڣ۰ ل۰، اࠍݠ ݆݁
.ሌᇿوا اܳފٷ۰ ݆݁ ل؇ء ଃواܳڰ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ݁ڰ؇۱ࡗࡲ اৎޚߺࠊ۰ً: اৎފٴگ۰ اৎأݠڣ۰

:ඔ൹ފ٭ཬر ඔ൹݄ڢފ ሌᇿإ ྾ཏ݁گ ا൞ശܳ؇ب ا൞ശܳ؇ب: ႟ၽ۱٭
اिऻמॴబပڎמ١ اચઁ٢ेूازات اॊूول: ༯ເاڤؠ

༇ຍاරජ ݁أ؇دت ሒᇭ ݁گڎ۰݁ اول: اܳڰݱܭ .1
وا༡ڎة ل۰ රඞ ۰༥در ذات ఋዳዧَޙ۰݄ اࠍݠة اܳٺڍࢻًࣕ؇ت :ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ .2

وا༡ڎة ل۰ රඞ ۰༥در ذات ఋዳዧَޙ۰݄ ل۰ ཏاܳگ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت اܳټ؇ܳت: اܳڰݱܭ .3
ل۰ اࠍݠ ݆݁ ඔ൹درۏٺ ذات ఋዳዧَޙ۰݄ اࠍݠة اܳٺڍࢻًࣕ؇ت اෂීاًؕ: اܳڰݱܭ .4

ل۰ اࠍݠ ݆݁ ඔ൹درۏٺ ذات ఋዳዧَޙ۰݄ ل۰ ཏاܳگ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت اࠍ؇݁ݴ: اܳڰݱܭ .5
اिऻܙոຖت :ᆃᄴոاڤ ༯ເاڤؠ

اܳٴأڎ أ༡؇دل۰ اཹྥލ؇ر ޖ؇۱ݠة اول: اܳڰݱܭ .1
اଐ۳ৎة اوّ؇ر :ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ .2

اܳފިافܭ ሒᇭ ۰ਃಾިاܳݱ ا༥ިৎ؇ت اܳټ؇ܳت: اܳڰݱܭ .3
اܳـ۳᠌ݠو݁؞ٷ؇ޗފ٭۰ ا༥ިৎ؇ت اෂීاًؕ: اܳڰݱܭ .4
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1 ոּب
- اদֈेू ڲո֔دूेت ᅽᅰإ :ڲؠڲ١ ჸთܙڲמոت - اચઁ٢ेूازات

اদֈेू ڲո֔دूेت ᅽᅰإ :ڲؠڲ١ ჸთܙڲמոت 1 .0 .1
١ֵ اႥ႐ور ၿၛۑষاݾ ؉ֵ ׂ֔ۑ

ঌॻل ڣ٭݄؇ َگڎم ل۰. ݁ྥފ؇و ز݁ٷ٭۰ ڣଫଐات ఈః༠ل لگ۰ اܳޚݠ ಸڰݴ ଲ୍ّرت إذا ل۰ دور ؇ዛኡأ ᄎცݠࠍ ݆ َگިل
؇ୖ ཚ؇ل ීෂا اܳިݬژ َگڎم و اᄳᄟࢻًࣕ؇ت و ل۰ اଐ۱از اࠍݠႤ၍ت ۋިل اݿ؇ݿ٭۰ اৎڰ؇۱ࡗࡲ ًأݥ

1 ׂ֔ۑֵ؉
اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اَޙ۰݄ ݁ټܭ ෛٺܹڰ۰ أَޙ۰݄ ሒᇭ ොູڎث اܳٺިازن، َگޚ۰ ۋިل ݁ٺଲ୍رة ᄎცරඞ أي ሒሃ اᄳᄟࢻ۰ًࣕ
ً و༟؇دة اܳگܹص). ཚً؇ت (݁ټܭ اܳٴ٭ިܳިۏ٭۰ أو اଫଐৎدد)، اܳٺ٭؇ر (݁ټܭ ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ أو اܳٴٷڎول)، (݁ټܭ
۰ਃಮ؇ل ଃڣ ଫଃ༚ ݿ٭؇ڢ؇ت ሒᇭ ألݯً؇ ොຬڎث أن ஓ୷ܝ݆ أَ۬ ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ ل۰، اᄴᄟور اܳފܹފ۰ ᄎცݠاࠍ لݱژ ؇݁
واނ؇رات اܳٴٷڎوت ᄭᄥ݁ټا و૰݄ܭ .௧ௌਃႤၽ݁٭ اଐ۱از دون ਐಾڍࢻࣕب มฆܳا اܳݯިء، ༥ި݁؇ت ݁ټܭ
۰ਃಮ؇اܳـܝ٭݄٭ أو ۰ਃಮ؇ل ଃاܳڰ اَޙ۰݄ ሒᇭ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ොູڎث أن ஓ୷ܝ݆ اᆙᆊިৎ٭۰. واᄴᄟورات ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ

اܳٴ٭ިܳިۏ٭۰. أو ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ أو

࠲ࡆࠬࡆոּت: ᅽᅰإ ༯ເׂؠ

اۋٺႤၽك. أو ሒᇚر؇༠ ࣁ༠ࣖܭ دون ྾ཏاࠍ ਐಱڍࢻࣕب ٷڎ݁؇ ොູڎث اࠍݠة: اܳٺڍࢻًࣕ؇ت .1
اܳٺڍࢻࣕب ّިڢژ ሌᇿإ لޝدي ؇݁ اܳޚ؇ڢ۰، ਊಾڎد اۋٺႤၽك ًگިى ྾ཏاࠍ ਐಱ؊ߜߵ ا௰௯௫݄ڎة: اܳٺڍࢻًࣕ؇ت .2

ࣁࣖرຬ٭ً؇.
اৎڍࢻࣕب. ሌᇿإ ޗ؇ڢ۰ ሒᇚر؇༠ ڣأܭ ಱگܭ ٷڎ݁؇ ොູڎث اܳگཏل۰: اܳٺڍࢻًࣕ؇ت .3

1



- ༇ຍاਵؗ ݁أ؇دت ሌᇿإ :݁گڎ۰݁ ᆇᅦި݁٭؇ت - اଐ۱ازات .1 2ً؇ب

؇ᆙᆘ اۋٺႤၽك، ૭ྟص اܳޚ؇ڢ۰ ڣگڎان ّأިض ل۰ اᄴᄟور اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިة ا௰௯௫݄ڎة: ل۰ ཏاܳگ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت .4
اܳٺڍࢻًࣕ؇ت. আॻ༟ ොຬ؇ڣޓ

2 ׂ֔ۑֵ؉
اཏܳلأ۰ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ሌᇿإ اܳٺ༲ڎࢴࣖ ۬༥و আॻ༟ اଐ۱از ଫଃ૰ لژ: اܳٺأݠ اଐ۱از: لژ ّأݠ
༠؇رۏ٭۰. ܳگިة ۰ً؇༶اݿٺ ༚؇ܳٴً؇ ،؇ً࿓؇لᎂو ؇ً࿓؇۱ذ ႟၍؇ୖ٭ا أو اࠍފ٭݄؇ت ᄎცරඞ ਐಱݯ݄݆ و۱ި .྾ཏۏ أو ৎ؇دة
اܳٺިازن، ݁ިݪؕ ۋިل اܳݱ؞ଫଃة اܳފأ۰ ذات اཏܳلأ۰ ً؇ࠍݠႤ၍ت ؇ً݁ިᆇᅦ اଐ۱از ߌߵਊಾޔ :ᄎცݠاࠍ َިع

اܳޚ؇ڢ۰. ਊಾڎد ؕ݁ රඞارة أو ؇ً࿙ިݬ ྡྷٺھ ؇݁ و༚؇ܳٴً؇

:ᄭᄥ݁ټا
ਐڰ۳؇. ٷڎ اࠍ٭ٺ؇ر وߙߵ اଐ۱از .1

إނأ؇ر. أು؇ء ا௱௯௫݄ިل اୖ؇ّژ اଐ۱از .2
.ᄭᄟآ أو ௱௯௫ݠك ل۰ اଐ۱از ᄎცݠاࠍ .3

اৎ؇دل۰. ً؇ނ٭؇ء ً ༟؇دة وߌߵਊಾޔ ݁٭ਃႤၽܝ٭۰ **أَޙ۰݄ ༟؇دةً اଐ۱از ਐಱݯ݄݆ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰: اܳޚٴ٭أ۰ .4
: اႤ႐ࠬࡆոּت و اચઁ٢ेूازات അ೪ּ ا༉ໝൄളۻמ١ اूेػոؔ୴ت

اܳٷޚ؇ق: .1
،۰ਃಮ؇ً۳ݠ (݁٭ਃႤၽܝ٭۰، ݁ٺଲ୍رة ᄎცරඞ أي আॻ༟ ّޚٴ٭گ۬ وஓ୷ܝ݆ ᆇᅦި݁٭۰ ଫأ܋ ݁ݱޚܹں ި۱ اܳٺڍࢻࣕب -

.(ဥإࠍ ਃಸިܳިۏ٭۰،
.྾ཏۏ أو ႟ၽୖ٭ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ሌᇿإ اܳٺ༲ڎࢴࣖ ۬༥و আॻ༟ اଐ۱از ଫଃ૰ -

واܳފأ۰: ۰༟ཏܳا .2
اܳٺڍࢻࣕب لܝިن أن ஓ୷ܝ݆ ඔ൹༡ ሒᇭ أݬ؞ݠ، Ⴄ၍රඞت আॻ༟ وಱޚިي أངع اଐ۱از لܝިن ؇݁ ༚؇ܳٴً؇ -

.ᄎცݠاࠍ ݆݁ ଫଊأ܋ َޚ؇ڢً؇ ل؞ޚ و أًޚ؊

اَޙ۰݄: .3
اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰. واނ٭؇ء ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اᄴᄟوا߉ߵ ݁ټܭ ۰༟ި݁ٺٷ أَޙ۰݄ আॻ༟ اܳٺڍࢻࣕب ಱޚٴݑ -

.۰ਃಮ؇ل ଃاܳڰ أو اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اَޙ۰݄ আॻ༟ ༟؇دةً اଐ۱از ཡلگٺ -
ෛٺܹڰ۰. أَޙ۰݄ আॻ༟ ಱޚٴݑ ل۰، اᄴᄟور ᄎც࠵࠺ݠ ༟؇م ݁ڰ۳ިم ި۱ اܳٺڍࢻࣕب -

ఋዳዧނ٭؇ء. اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ ᄎცݠاࠍ ሌᇿإ ଫଃ૰ اܳٺڍࢻࣕب ݆݁ ොڎد َިع ި۱ اଐ۱از -



3- ༇ຍاਵؗ ݁أ؇دت ሌᇿإ :݁گڎ۰݁ ᆇᅦި݁٭؇ت - اଐ۱ازات .1 ً؇ب

ـמ֦ أو اݾמ֦ ؉ֲոو܇ ୴ຑل ڲڷ ոًۛמոֵ ر ١ֵ اႥ႐ور ၿၛۑষاݾ و؉ ֵߕߣ ոڲ ոًڤץո - :ཚ؇ل ීෂا ႟ၽاܳލ
֍רٝ જ֔िऻا (f) اڤજઁدد ਫ਼ຢم ١ֵ֔ເاڤ ޠަޫۑပ྾ت ոּڤ༓ۻץ١ .ၿၛޠަޫۑ اिऻાણرة اڤ܋ץמ١֔ ׂ֔ڎۥ ඒ൷واڤ ا߫ࠉոࠗم،

ּܙا۰܋١: Ⴅ႐ոּور وܽݦॻయ܅ (HZ) ոּૃેۑ݊ݤ

f = 1

T
(1)

(۰ਃ؇ٔ/ීادل؇نෂ؇ً وّگُ؇س ،؇ዛዀܳإ (૰ُ؇ر ω ً؇ܳٷٴݯ؇ت ۰ਃ؇اܳټ ሒᇭ اᄴᄟورات ༟ڎد ް݄૭
ω= 2π f = 2π

T
(2)

۰ਃ؇اܳټ ሒᇭ دورة = 1Hz
3H z 10 = 1KHz
1M H z = 106H z
1G H z = 109H z

1 ڲ୴ؼ܊١
.(1 -1 ႟ၽاܳލ) ม٭اࠍ ႟ၽލይዧ دوري ܳگ؇َިن وڣگً؇ اܳٷޙ؇م ّޚިر إذا ݁ٺٷ؇ܾؗ اৎڍࢻࣕب إن 1-لگُ؇ل
มۏ٭ ଫଃ༚ ႟ၽނ ي دوري ܳگ؇َިن وڣگً؇ اܳٷޙ؇م ّޚިر إذا ݁ٺٷ؇ܾؗ ଫଃ༚ اৎڍࢻࣕب أن لگ؇ل -2

.2 -1 ႟ၽاܳލ

x(t ) = A cos(t +φ) (3)

(۰༡زاఇዳዧ اܳگݱިى (اܳگ٭۰݄ اܳٺڍࢻࣕب ݿأ۰ : A
اܳٺڍࢻࣕب ਊݥ : ω

(0 = (t ሒᇿوا اܳޚިر : φ
.؇ዛውزاۋ اৎލٺگ۰ ሒሃ M اৎٺڍࢻ۰ًࣕ اܳٷگޚ۰ ۰༟ང v :۰༟ཏܳا



- ༇ຍاਵؗ ݁أ؇دت ሌᇿإ :݁گڎ۰݁ ᆇᅦި݁٭؇ت - اଐ۱ازات .1 4ً؇ب

اৎٺٷ؇ܾؗ ۰༥ިగጻዧ ม٭اࠍ ႟ၽاܳލ :1 .1 ႟ၽނ

݁ٺٷ؇ܾؗ ଫଃاܳ؞ ႟ၽاܳލ :2 .1 ႟ၽނ

١ؓոاڤ܋ ڲء٤ܙم 2 .0 .1
اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰: ይዧޚ؇ڢ۰ ඔ൹أݿ؇ݿ٭ ඔ൹ၯၽނ ඔ൹ً اৎފٺ݄ݠ اܳٺٴ؇دل واܳٺڍࢻࣕب اଐ۱از ሒᇭ اܳޚ؇ڢ۰ ݁ڰ۳ިم ਐಱݯ݄݆
౫ళݠك اܳٺڍࢻࣕب، أو ଐ۱ఈዳዧاز ਐಾأݠض มฆܳا اَޙ۰݄ ሒᇭ (PE). اႤၽܳ݁ٷ۰ واܳޚ؇ڢ۰ (KE) اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰

دورّ۬. ఈః༠ل اܳٷޙ؇م أو ྾ཏاࠍ ොູݠك أು؇ء ඔ൹ၯၽاܳލ દઊ۱ڍ ඔ൹ً ؇ً࿓؇لᎂو ؇ً࿓؇۱ذ اܳޚ؇ڢ۰

اिऻמॴబပڎמ١: ١ؓոاڤ܋ ᆃᅰոჸცإ

૭ྟص ይዧޚ؇ڢ۰ ڣگڎان وۏިد ༟ڎم (ً؇ڣଫଐاض ۰ਐಸ؇ٔ ݁ٺڍࢻࣕب أو ଐዛᔻ َޙ؇م ሒᇭ اၯၽܳ٭۰ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّޙܭ
݆݁ ݁أ٭ٷ۰ َگޚ۰ أي ሒᇭ اႤၽܳ݁ٷ۰ واܳޚ؇ڢ۰ اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ᆇިع ሒሃ اܳޚ؇ڢ۰ ۱ڍه اܳٺ݄ۛ٭ڎ). أو اۋٺႤၽك

.ᄎცݠاࠍ
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ETot = K E +PE =Const (4)
(KE): ၿၛۑষاݾ ١ؓո܈

و۱ި ஓ୷ܝ݆، ؇݁ ً؊ངع ྾ཏاࠍ ౫దݠك ٷڎ݁؇ ؇ୖ ༡ڎ ཡأڢ ሌᇿإ ّݱܭ ሒሃو .ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ ሒሃ ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰
:ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ ݬ٭؞۰ රඞ܋ٺ۬). ணਵਦ) ّިازَ۬ ݁ިݪؕ ଫଊ༟ ྾ཏاࠍ ஓ୷ݠ ٷڎ݁؇ ༟؇دةً ොຬڎث ؇݁

K E = 1

2
mv2 (5)

v = ∂x

∂t
= ẋ (6)

⇒ K E = 1

2
mẋ2 (7)

: ᄭᄟأ؇دৎا ّܝިن اᄴᄟوران ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
T = 1

2
J θ̇2 (8)

اᄴᄟوران ਲ਼م ᄭᄟ؇ޚ ި۱ J ؕ݁
: θاᄴᄟوران و x ا༲૭؇ب ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ و

TTot = 1

2
mẋ2 + 1

2
J θ̇2 (9)

আॻ༟أ ሒᇭ اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّܝިن اৎٺڍࢻࣕب، اܳٷޙ؇م ሒᇭ - ངٺ۬. ሒሃ v و ྾ཏاࠍ ᄭᄥ ሒሃ m ۋ٭ت
.ᄎცݠاࠍ ොູިل َگ؇ط ٷڎ ݬڰݠاً و૭؇وي أޙ݄٭۰ ۰༟ཏܳا ّܝިن ٷڎ݁؇ ؇ዛኤ؇ل ݁ފٺި

Ⴅኲቘوران ᆃᄷاႤ႐ا اڤؠۢܙر ֍তم
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اܳټگܭ ணݠৎ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر ਲ਼م ႟ၽاܳލ

1
12 ML2 (M ᄭᄥ ،L (ޗިل ڢݯص
1
2 MR2 (M ᄭᄥ൞ശܳا ،R اܳگޚݠ (َݱژ أݿޚިا۰َ
2
5 MR2 (M ᄭᄥ൞ശܳا ،R اܳگޚݠ (َݱژ ாணة

0 m َگޚ٭۰ ᄭᄥ
اܳټگܭ ணݠৎ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر ਲ਼م :1 .1 ༥ڎول

(ଫނٺ؇ل-༥ި۱ ) ل۰ َޙݠ َޚٴݑ ؇؆ڣ اܳټگܭ ணਵਦ ଫଃ༚ ሒᇭ اᄴᄟوران َگޚ۰ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
2 ١ֵ ֿ܊ۑ

G اܳټگܭ ணਵਦ ݆ ෛٺܹڰ۰ A َگޚ۰ ۋިل ሒᆶލިا ႟ၽނ ذات M ᄭᄥ൞ശܳ ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر ਲ਼م لأޚް
: اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ܳأఈఃڢ۰

J/A = J/G +M(AG)2

(ଫނٺ؇ل-༥ި۱ ل۰ (َޙݠ

(PE) اڤပڲר١ ١ؓոاڤ܋
ّܝިن أن ஓ୷ܝ݆ اଐ۳ৎة، اَޙ۰݄ ሒᇭ .۬ಱިّܝ أو ྾ཏاࠍ ݁ިݪؕ ૭ྟص ا௰௯௫ݞ۰َ اܳޚ؇ڢ۰ ሒሃ اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ -
اܳٷޙ؇م ሒᇭ - اܳٴٷڎوت). ሒᇭ) ۰ਃಸذ؇اࠍ وݪؕ ޗ؇ڢ۰ أو (ؕਃಸ؇اܳ٭ٷ ሒᇭ) ۰َਵਦ وݪؕ ޗ؇ڢ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ۱ڍه
اᄴᄟوران) (َگ؇ط රඞ܋ٺ۬ َگ؇ط ཡأڢ ٷڎ ྾ཏاࠍ لܝިن ٷڎ݁؇ أڢݱ؇۱؇ اႤၽܳ݁ٷ۰ ޗ؇ڢ۰ ܹؐਊಾ اৎٺڍࢻࣕب،

اܳٷ؇ًݥ: -ᄭᄥ൞ശܳا َޙ؇م ሒᇭ اႤၽܳ݁ٷ۰ ޗ؇ڢ۰ ᄭᄟ݁أ؇د - اߙ߳ان. ݁ިݪؕ ٷڎ ݬڰݠاً و૭؇وي
PE = 1

2
kx2 (10)

اߙ߳ان. ݁ިݪؕ ݆݁ ۰༡زاا ި۱ x و اܳٷ؇ًݥ، ಸ؇ٔ ި۱ k ۋ٭ت
أو اۋٺႤၽك (૭ྟص اܳٺ݄ۛ٭ڎ ྥފྟص أن ஓ୷ܝ݆ اࠍگ٭گ٭۰، اَޙ۰݄ ሒᇭ - اܳޚ؇ڢ۰: وڣگڎان اܳٺ݄ۛ٭ڎ -
- اଐ۱از. ݿأ۰ ሒᇭ ࣁࣖرຬ اෛຶڰ؇ض ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ රඞارة، ႟ၽނ ሒᇭ اܳޚ؇ڢ۰ ڣگڎان ሒᇭ اୖިاء) ݁گ؇و۰݁
.ᄎცݠاࠍ ّިڢژ ሌᇿإ اዛዊܳ؇ل۰ ሒᇭ لޝدي ؇ᆙᆘ اܳިڢب، ஓݠور اၯၽܳ٭۰ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ౪ౙళڰݥ ا௰௯௫݄ڎّ، اܳٷޙ؇م ሒᇭ

1 ڲոل
اܳިݪؕ ޗ؇ڢ۰ ᄭᄟިො ،؇ً࿓؇لᎂو ؇ً࿓؇۱ذ ᄭᄥ൞ശܳا ౫ళݠك اܳٷ؇ًݥ: -ᄭᄥ൞ശܳا َޙ؇م ሒᇭ اܳྟފ٭ޔ: اܳٺިاڣࠔࠫ اৎڍࢻࣕب -

ොේ٭ں. واܳأܝݴ රඞ܋٭۰ ޗ؇ڢ۰ ሌᇿإ اܳٷ؇ًݥ ሒᇭ ا௰௯௫ݞ۰َ
ೞ؇༥ ݆݁ اܳٴٷڎول ༃ဒر؊ّ أು؇ء اࠍݠ܋٭۰ واܳޚ؇ڢ۰ ۰ਃಸذ؇اࠍ وݪؕ ޗ؇ڢ۰ ོྥٴ؇دل اܳٷިاس، ሒᇭ اܳٷިاس: -
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h!

ඔ൹ܹٺ و ڢݯص ݆݁ ਵਦ܋ص َިاس :3 .1 ႟ၽނ

.රඝآ ሌᇿإ
ᄎცරඞ ଫଐّۏܾ ྲྀٷ݄؇ اܳިݪؕ، ޗ؇ڢ۰ ෛຬݞن اܳިߙߵ ሒᇭ اܳލڎ ڣ؆ن اܳگ٭ټ؇رة، وߙߵ ଐዛኗ ٷڎ݁؇ اܳިߙߵ: اଐ۱از -

රඞ܋٭۰. ޗ؇ڢ۰ ሌᇿإ اܳިߙߵ

2 ڲոل
m2) و (m1 ඔ൹َگޚ٭ٺ ඔ൹ܹٺ ݆݁ ؇ً࿖ ݁ܝިّ֟ ً؇ݿڰܭ ؇ّ֞ ശਃႤၽ݁٭ َޙ؇ً݁؇ ؇ಱᄴᄟ أن اڣଫଐض ঌॻᆇᅦ ݁ټ؇ل
ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰ਃدورا ᄎცරඞ اܳٷޙ؇م ۱ڍا .L 2 ᄩᄟިوޗM ܹٺ۬ ܳگݯص દઊݠاࠍ ඔ൹اܳޚݠڣ আॻ༟ ඔ൹݁ټྟٺٺ

1 .3 ႟ၽاܳލ ይዧٷޙ؇م اܳިݪؕ وޗ؇ڢ۰ ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ اۋފص A. ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ أو A اܳٷگޚ۰

اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ -1 Ⴄ၍݁ٷ۰ ޗ؇ڢ؇ت و3 රඞ܋٭۰ ޗ؇ڢ؇ت 3 ۱ٷ؇ك ዻዧᄳᄟ ܭ، 3 ݆݁ اܳٷޙ؇م :ਐಱܝިن اࠍܭ
KE

K ETot = K EM +K Em +K Em′

K EM = 1

2
JM/Aθ̇

2

JM/A = 1

12
M(2L2)+M(AG)2

AG = L

2

JM/A = 1

12
M(2L2)+M(

L

2
)2 = 7

12
ML2

⇒ K EM = 1

2

7

12
ML2θ̇2

Tm = 1

2
Jm/Aθ̇

2

Jm/A = [0+md 2]
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d = L+ L

2
= 3L

2

Jm/A = m

(
3L

2

)2

⇒ Tm = 1

2

[
4

9
m

]
L2θ̇2

Tm′ = 1

2
Jm′/Aθ̇

2

Jm′/A = [0+m′d 2]

d = L

2

Jm′/A = m′
(

L

2

)2

⇒ Tm′ = 1

2

[
1

4
m′

]
L2θ̇2

TTot = 1

2

7

12
ML2θ̇2 + 1

2

[
4

9
m

]
L2θ̇2 + 1

2

[
4

9
m′

]
L2θ̇2

⇒ TTot = 1

2

[
7

12
M + 9

4
m + 1

4
m′

]
L2θ̇2

PE اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ -2
PETot = PEM +PEm +PEm′

PEM = M g x

x = 1

2
L sinθ

PEM = 1

2
M g L sinθ

PEm = mg hh = d sinθ = 3

2
L sinθ

PEm = 3

2
mg L sinθ

PEm′ =−m′g h′

h′ = d

3
sinθ = 1

2
L sinθ
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PEm′ =−1

2
m′g L sinθ

PETot = 1

2
M g L sinθ+ 3

2
mg L sinθ− 1

2
m′g L sinθ

PETot = 1

2
g L sinθ(M +3m −m′)

اڤܙازن ຸوط 3 .0 .1
� اܳٺިازن Ⴄ၍ن إذا اܳٺިازن ཇوط ඔ൹ّأ٭ لࡤࡲ

F = 0

x = x0 ⇒ F
∣∣

x=x0

: ᆇᅒިن ݆݁ اৎލٺگ۰ ይዧگިة ً؇ܳྡྷފٴ۰
F =−∂U

∂x
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ ۰ً؇ لࡤࡲ

∂U

∂x

∣∣
x=x0

= 0 (13)
اܳٺިازن: ݆݁ ༟ިَ؇ن ۱ٷ؇ك

ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭو إܳ٭۬. لأިد ڣ؆َ۬ ّިازَ۬، ݁ިݪؕ ݆݁ اܳٷޙ؇م ۰༡إزا ऍइࣲݠد اৎފٺگݠة: اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ (i
اݿٺأ؇دة: ڢިة ّܝިن

f =−Cx

with
0 Â C

C =−∂ f

∂x
=− ∂

∂x

(
−∂U

∂x

)
= ∂2U

∂x2
(15)

∂U

∂x

∣∣
x=x0

> 0 (16)
اܳٺڍࢻࣕب. ᄭᄟ؇༡ ሒሃ ۱ڍه اৎފٺگݠ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ إن
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اৎފٺگݠة: ଫଃ༚ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡
আॻ༟ اৎފٺگݠة ଫଃ༚ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ ّܝُٺص ،ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ إزاۋٺ۬. ٷڎ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ اܳٷޙ؇م لأިد 

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި
∂U

∂x

∣∣
x=x0

< 0 (17)
૭ྥٴڎل: اᄴᄟوران ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

x → θ

x0 → θ0

۰༡زاఇዳዧ ᄭᄟاᄕც اܳޚ؇ڢ۰ ଫଃّ؞ :4 .1 ႟ၽނ

(اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰)، اၯၽܳ٭۰ واܳޚ؇ڢ۰ اࠍݠ܋٭۰، واܳޚ؇ڢ۰ اႤၽܳ݁ٷ۰، اܳޚ؇ڢ۰ :ً؇ਃ؇ਃಸ ޗ؇ڢ؇ت ఈఃٔث ّޚިر ஓټ٭ܭ اৎ݄ܝ݆ ݆݁
.4 -1 ႟ၽاܳލ

3 ׂ֔ۑֵ؉
اܳޙ؇۱ݠة ۱ڍه وّأُݠف ොේ٭ں. واܳأܝݴ اႤၽܳ݁ٷ۰، اܳޚ؇ڢ۰ ߙߵّڰؕ اࠍݠ܋٭۰، اܳޚ؇ڢ۰ ౪ౙళڰݥ ٷڎ݁؇

اܳٷޙ؇م. ሒᇭ اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ۋڰޓ ًگ؇َިن

اদֈेू ١ոמ 4 .0 .1
اिऻ֔ڵڵ١ اຒॆूاոॴలت

દઊިوّܝ وݬژ ོྥ٭ں มฆܳا اৎݠਊಾޚ۰ أو ᄭᄥފٺگৎا اࠍگ٭گ٭۰ ا༡ڎاਃು؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ ሒሃ اৎأ۰݄݄ ا༡ڎاਃು؇ت
.t وڢب أي ሒᇭ اܳٷޙ؇م ཛྷ؇ٷ ᆇᅹ٭ؕ
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݁ټ؇ل :5 .1 ႟ၽނ

ڲոل
(x, y, z) ا௱௯௫؇ور ޗިل আॻ༟ إ༡ڎاਃು؇ت 3 ًިاݿޚ۰ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ M اܳٷگޚ۰ ݁ިڢؕ ොູڎࢴࣖ ஓ୷ܝ݆

إ༡ڎاਃು؇ت: ૭ٺ۰ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ݬܹص ྾ཏۏ ݁ިݪؕ لژ ّأݠ ஓ୷ܝ݆

اܳټگܭ ணݠஓ ੯੩أਐಾ إ༡ڎاਃು؇ت 03 .1

(θ,ϕ,ψ) لܹݠ أو ߓ߳وال؇ ੯੩أਐಾ إ༡ڎاਃು؇ت 03 .2

اৎأ۰݄݄. ا༡ڎاਃು؇ت :q1(t ), q2(t ), q3(t )....qN (t ) ًـ ਲ਼ਦߖߵ
اৎأ۰݄݄. ا༟ཏܳ؇ت :q̇1, q̇2, q̇3.....q̇ N

١ֵ اݾষۑ ١ຖدر
أي ሒᇭ රඞ܋ٺ۬ أು؇ء اܳٷޙ؇م ཛྷ؇ٷ ݆݁ ཡٷ ႟၍ ݁ިݪؕ ܳٺ༲ڎࢴࣖ اఈዳዧز۰݁ ᄭᄥފٺگৎا ا༡ڎاਃು؇ت ༟ڎد ሒሃ

َܝٺص: وڢب:
d = N − r (18)

ؼמ֛:
ل۰ اࠍݠ ۰༥در : d

اৎأ۰݄݄ ا༡ڎاਃು؇ت ༟ڎد : N
اܳگ٭ިد) (༟ڎد اৎأ۰݄݄ ا༡ڎاਃು؇ت ඔ൹ً اܳأఈఃڢ؇ت ༟ڎد : r

༟ڎد أو༥ڎ .L ᄩᄟިޗ ًگݯص ඔ൹ޚٺਊಾਵਦ M2 و M1 ඔ൹َگޚٺ ݆݁ ਐಱܝިن ؇ً ശਃႤၽ݁٭ َޙ؇ً݁؇ ଫଊܳٷأٺ ݁ټ؇ل:
ل۰. اࠍݠ در༥؇ت

{
M1(x1, y1, z1)
M2(x2, y2, z2)

⇒ N = 6

l =
√

(x1 −x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 =C st ⇒ r = 1
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إذن:
d = N − r = 6−1 = 5 → d = 5

اদֈेू ١ոמ
༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا আॻ༟ ۰༚؇اܳݱ٭ ۱ڍه ّأٺ݄ڎ

L = K E −PE

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ّܝُٺص ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت ۰༟ިᆇ
n∑

i=1

{
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
−

(
∂L

∂qi

)}
= 0 (19)

ؼמ֛:
༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا L

ይዧٷޙ؇م اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ K E

ይዧٷޙ؇م اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ PE

ይዧٷޙ؇م. اৎأ۰݄݄ ۰༟ཏܳا و۱ި اৎأ݄ܾ ሒᇉڎا༡ا qi

:( do f = 1 أو N = 1 ) واຒة ١ֵ ബഏ ١ຖدر ذو ڤר܊ոم

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
−

(
∂L

∂q

)
= 0

1

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د ّܝُٺص اًأ؇د، أ༡؇دي 1ܳٷޙ؇م
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
−

(
∂L

∂x

)
= 0

:θ ۰ਃدورا ᄎცݠࠍ
d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
−

(
∂L

∂θ

)
= 0



2 ոּب
ڲڷ اڤܙاຒة ١ຖرႥ႐ا ذات اݾশ܋מ١ اڤר܊گ - اચઁ٢ेूازات

- ١ֵ اݾষۑ
١ֵ اݾষۑ ڲڷ اڤܙاຒة ١ຖرႥ႐ا ذات اݾশ܋מ١ اڤר܊گ 1 .2

اୡୠଡ଼ڵة જੴ اݾষۑة اڤࠬࡆոּت درا١۰ اिऻؠڲ١: 1 .1 .2
1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اَޙ۰݄ ۱ڍه ଫଊّأُٺ اࠍݠ. اৎڍࢻࣕب ྾ང؇ً لأݠف ༠؇رۏ٭۰ ڢިة أي ଫଃٔ؊ّ ࢻࣖون ਐಱڍࢻࣕب اᄳᄟي اܳٷޙ؇م
أو اۋٺႤၽك ૭ྟص ّڰُگڎ و ᄎცݠاࠍ أು؇ء ොڰޓ ُູ ؇ዛዀڣ اܳޚ؇ڢ۰ أن أي (conservative)؛ ො؇ڣޙ۰

أරඝى. ݁گ؇و۰݁ ڢިة أي

ٝॴఢؔܙر ႞႖۰ڪۻ ؉ֵ وׂ֔ۑ اڤ֔ؠي ا߫ࠉࠗמڞ
(Euler): لܹݠ أو ݬ٭؞۰ ً؇ݿٺ༱ڎام ངأ ႟ၽނ ሌᇿإ اࠍ٭ྟ٭۰ اᆇᅀܳ٭؇ت ොຶިل ،۰ਃಸ؇ފاࠍ اܳأ݄ܹ٭؇ت ዝཏྥܳ٭ܭ

e jθ = cosθ+ j sinθ

۱ڍه ༟؇૭ڎ ۋ٭ت ،ངأ ଫଃّأٴ ݆݁ ျݞء ஓټ٭۳ܹ݄؇ ஓ୷ܝ݆ اࡺ࢘ࢦ؇م واࠍ٭ص اࠍ٭ྟ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا أن มฃّأ ᄭᄟأ؇دৎا و۱ڍه
.۰ਃಮ؇ل ଃاܳڰ اَޙ۰݄ ሒᇭ اܳٺިاڣگ٭۰ ً؇ᄴᄟوال اৎٺأܹگ۰ اࠍފ؇ً؇ت ዝ๎٭ܭ ሒᇭ لگ۰ اܳޚݠ

݁أ۳؇ اܳٺأ؇݁ܭ أ༥ܭ ݆݁ اࡺ࢘ࢦ؇م، واࠍ٭ص اࠍ٭ص دوال ᆇިع ًިاݿޚ۰ ل۰ اᄴᄟور اᆇᅀܳ٭۰ ݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆
ل۰ ڢި ل؇ݪ٭۰ ر أداة ሒሃو series)**، (Fourier ۬ਃಱڣިر ᄭᄥݿܹފ** ް݄૭ ا௯௫௵݄ިع ۱ڍا .ً؇ਃಮ؇ل ଃوڣ ً ل؇ݪ٭؇ ر

ل۰. اᄴᄟور اᄴᄟوال ܳٺ༲ܹ٭ܭ
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ّأُݠفّ T ڣଫଐة ذات f (t ) ل۰ دور ᄭᄟاᄴᄟ ۬ਃಱڣިر ᄭᄥݿܹފ

f (t ) = a0 +
∞∑

n=1
[an cos(nωt )+bn sin(nωt )]

19
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.**۬ਃಱڣިر **݁أ؇ఈః݁ت ሒሃ bn و ،an و ،a0 أن ۋ٭ت -
:a0 ಸ؇اܳټ اৎأ؇݁ܭ - :ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ොފص ُູ اৎأ؇ఈః݁ت

a0 = 1

T

∫T

0
f (t )d t

:an اࡺ࢘ࢦ؇م اࠍ٭ص ݁أ؇݁ܭ -
an = 2

T

∫T

0
f (t )cos(nωt )d t

:bn اࠍ٭ص ݁أ؇݁ܭ -
bn = 2

T

∫T

0
f (t )sin(nωt )d t

frequency): (fundamental **ང؇ݿا **اଫଐܳدد ް݄૭ُ ω اෑෂاوي اଫଐܳدد
T = 2π

ω

(harmonics). **اܳٺިاڣگ٭؇ت** ڣྥފ݄ް ،nω ང؇ݿا ଫଐይዧدد ݁ݯ؇ڰ؇ت ّܝިن มฆܳا اଫଐܳددات أ݁؇
وّޝدي ይዧٺڍࢻًࣕ؇ت، ཚ؇ل ීෂا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ሒᇭ ّޙ۳ݠ มฆܳا اݪ؇ڣ٭۰ اଫଐܳددات ஓټܭ ؇ዛኡ ۰݄ዛᔻ اܳٺިاڣگ٭؇ت ۱ڍه

ل۰. اᄴᄟور ۰ਃಮ؇ًواܳـ۳᠌ݠ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اَޙ۰݄ دراݿ۰ ሒᇭ ؇ً݄ዛᔻ دوراً
ଽॴబပמिऻا اڤר܊ոم درا١۰

ً؇ݿٺ༱ڎام: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎا আॻ༟ اࠍݱިل ஓ୷ܝ݆
ሒᇃ؇اܳټ દગިਃ ڢ؇َިن .1

اܳޚ؇ڢ۰ ۋڰޓ ڢ؇َިن .2
༇ຍاਵؗ لگ۰ ޗݠ .3

1 ڲոل
اܳأ݄ިدي. اູ؇ه ሒᇭ اۋٺႤၽك ࢻࣖون ౫ళݠك زଫଊَك ًޚݠف ᄭᄥ݁ٺݱ m ᄭᄥ ݁ټ؇ل:

:ሒᇃ؇اܳټ દગިਃ ܳگ؇َިن وڣگً؇ :ᄭᄥ൞ശܳا আॻ༟ اৎޚٴݑ ௧ௌ݁٭؇ಱᄴᄟا દગިਃ ݁ٴڎأ →−∑أ-
F = m−→a
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ಸ؇ًݥ َިاس :1 .2 ႟ၽނ

:x ا௱௯௫ިر আॻ༟ اݿگ؇ط
m−→g +−→

T = m−→a
:ᄭᄟأ؇دৎا আॻ༟ ොຶݱܭ ۱ٷ؇ و݆݁

mẍ = mg −T

لݱٴں: ،T = k(x +∆l ) اଫଊَෑෂك ݆݁ اৎޝߜߵة اܳگިة و࿓؆د༠؇ل
mẍ = mg −k(x +∆l )

وً؇ܳٺྟފ٭ޔ:
mẍ = mg −kx −k∆l

اܳٺިازن: ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ∑−→
F =−→

0

:มฃلأ و۱ڍا
mg −k(∆l ) = 0

أن: أي
mẍ =−kx +mg −k∆l︸ ︷︷ ︸

0

:ሌᇿإ لޝدي و۱ڍا
mẍ =−kx

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
mẍ +kx = 0
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وأଫଃ༠اً:
ẍ +ω2

0x = 0

.ၿၛޠަޫۑ اڤءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ᆃᅴ ٢ه
أن: أي اၯၽܳ٭۰)، (أو اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ۋڰޓ لࡤࡲ اࠍݠ، اܳٷޙ؇م ሒᇭ اܳޚ؇ڢ۰: ۋڰޓ ڢ؇َިن ب-

ETot = T +U = 1

2
mẋ2 + 1

2
kx2

ොڰިޖ۰: اܳޚ؇ڢ۰ أن ؇ஓو
dETot

dt
= 0 ⇒ mẍẋ +kẋx = 0

لأޚ٭ٷ؇: و۱ڍا
ẍ + k

m
x = 0 ⇔ ẍ +ω2

0x = 0

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ይዧٷޙ؇م ༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا ّأُݠفّ :༇ຍاਵؗ لگ۰ ޗݠ ج-
L = T −U

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ اႤၽܳ݁ٷ۰. اܳޚ؇ڢ۰ ሒሃ Uو اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ሒሃ T ۋ٭ت
L = 1

2
mẋ2 − 1

2
kx2

:اদֈቤቘ اڤո֔ڲ١ اڤۢמ֏١
2 ׂ֔ۑֵ؉

،۰ਃಮ؇ل ଃاܳڰ اَޙ۰݄ ሒᇭ اಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰ ᄎცݠاࠍ ܳٺ༲ܹ٭ܭ ૭ٺ༱ڎم ل؇ݪ٭۰ ر أداة ሒሃ ༇ຍاਵؗఈዳዧ اܳأ؇۰݁ اܳݱ٭؞۰
واܳޚ؇ڢ۰ اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ඔ൹ً وߙߵًޔ ،ሌᇃدا اܳڰأܭ ݁ٴڎأ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰. ႤၽਃႤၽ٭ৎا ሒᇭ ༠؇ݬ۰

.྾ཏ࠵࠾ اႤၽܳ݁ٷ۰

اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ؇ً ༇ຍاਵؗ ݬ٭؞۰ ّأُޚް
L = T −U

اႤၽܳ݁ٷ۰. اܳޚ؇ڢ۰ ሒሃ U - اࠍݠ܋٭۰. اܳޚ؇ڢ۰ ሒሃ T - .༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا ሒሃ L - ۋ٭ت:
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت ࠍފ؇ب **༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د** ૭ُٺ༱ڎم ቕ

d

d t

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0
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اܳأ؇۰݁. ا༟ཏܳ؇ت ሒሃ q̇ و اܳأ؇۰݁ ا༡ڎاਃು؇ت ሒሃ q ۋ٭ت
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
−

(
∂L

∂x

)
= 0

اܳٺأٴଫଃات: و࿓؆د༠؇ل
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= mẍ

و:
∂L

∂x
=−kx

:আॻ༟ ොຶݱܭ ᄳᄟا
mẍ +kx = 0

.༇ຍاਵؗ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام ௧ௌਃႤၽ٭ৎا ይዧٷޙ؇م اಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰ ᄎცݠاࠍ ݆ ଫଊّأ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه
اڤءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ຒڞ

:ᄭᄟأ؇دৎا ༡ܭ
ẍ + k

m
x = 0 ⇔ ẍ +ω2

0x = 0

:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝިن
x(t ) = Aer t

݁ިۏص. ಸ؇ٔ ި۱ A و ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ި۱ r ۋ٭ت
ẋ = Ar er t ẍ = Ar 2er t ⇔ (r 2 −ω2

0)Aer t = 0

:؇ዛዊ݁و{
r1 = iω0

r2 = −iω0

}
ఈః༡ن: ؇ಱᄴᄟ

x1(t ) = A1er1 = A1e iω0t /// x2(t ) = A2er2 = A2e−iω0t

x(t ) = A
(
e iω0t +e−iω0t)

:ި۱ اࠍݠ܋٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍܭ
x(t ) = x1(t )+x2(t ) = A

(
e iω0t +e−iω0t)

لܹݠ: أو ܳأఈఃڢ۰ وڣگً؇
e±iω0t = cos(ω0t )± i sin(ω0t )
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إذاً:
x(t ) = A1 (cos(ω0t )+ i sin(ω0t ))+ A2 (cos(ω0t )− i sin(ω0t ))

x(t ) = (A1 + A2)cos(ω0t )+ (A1 − A2)i sin(ω0t )

x(t ) = B cos(ω0t )+C sin(ω0t )

}ۋ٭ت:
B = cosθ
C = sinθ

:ዻዧᄳᄟ
x(t ) = D cosθcos(ω0t )+D sinθ sin(ω0t ) = D cos(ω0t +φ)

.۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط ݆݁ ؇ᆇᆅࣖڎࢴොູ لࡤࡲ ٔ؇ਐಸ؇ن ؇ᆇᆅ φ و D أن ۋ٭ت

اࠍ٭ྟ٭۰ اܳٺިاڣگ٭۰ ᄎცݠاࠍ :2 .2 ႟ၽނ
اܳޚٴ٭أ٭۰: واܳڰଫଐة اܳފأ۰ ሒᇭ ۏ٭ྟ٭۰ ّܝިن اܳٺڍࢻًࣕ؇ت

T0 = 2π

ω0
= 2π

√
m

k

:۰ਃಸاܳأݠ اይዧ؞۰ ሌᇿإ ۰ᆇᅹଫଐܳا إܳ٭۹
ᆃᄧոּ٤ۑاڤـ اڤר܊ոم درا١۰

2 ڲոل
**LC**: َިع ݆݁ ۰ਃಮ؇ً۳ݠ دا߉ߵة اٺٴ؇ر ሒᇭ ܳٷ؊༠ڍ
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∑
i

Vi = 0

VC +VL = 0

L
di

d t
+ q

C
= 0

ۋ٭ت:
i = d q

d t
⇒ Lq̈ + q

C
= 0 ⇔ q̈ + 1

LC
q = 0

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
q̈ +ω2

0q = 0

اࠍܭ:
q(t ) =Q cos(ω0t +φ)

ۋ٭ت:
ω0 = 1p

LC
اܳޚ؇ڢ٭۰ ೞިااࠍ

ووނأ۰ ݁ܝټڰ۰ دارة :3 .2 ႟ၽނ
Em = T +U{
T = 1

2mẋ2

U = 1
2kx2

x(t ) = A cos(ω0t +φ) // ẋ(t ) =−Aω0 sin(ω0t +φ){
T = 1

2m(−Aω0 sin(ω0t +φ))2

U = 1
2k(A cos(ω0t +φ))2

ොේ٭ں. واܳأܝݴ රඞ܋٭۰ ޗ؇ڢ۰ ሌᇿإ اৎݠ۰َ اܳޚ؇ڢ۰ لܭ ި౫భ اৎڍࢻࣕب ۱ڍا لگިم اܳޚ؇ڢ٭۰، اܳٷ؇ۋ٭۰ ݆݁
Em = 1

2
k A2 sin2(ω0t +φ)+ 1

2
k A2 cos2(ω0t +φ) ⇔ Em = 1

2
k A2
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ω2
0 =

k

m

اिऻמॴబပڎמ١). ١ؓոاڤ܋ ֍দض :1 اڤءۢڞ ֆراـ) اڤۻ١֔ ֆּদগ ֆڲ ֦۰ոר༖ ஈኬቘࠬࡆب اिऻמॴబပڎמ١ ١ؓոاڤ܋

ଽॴబပ٤ۑوڲמاڤـ ּٝո۾༖اڤ
اܳྥލ؇ً۬ إ૰؇ء ஓ୷ܝ݆ ،۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ "LC" ودا߉ߵة اৎݠن ይዧٴٷڎول اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت ݁گ؇ر۰َ ఈః༠ل ݆݁

:ሒᇿ؇اܳٺ ௧ௌਃႤၽاܳـ۳᠌ݠو݁٭
௧ௌਃႤၽ٭ৎا اܳٷޙ؇م ሒᆶ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اܳٷޙ؇م
ẍ + k

m x = 0 q̈ + 1
LC q = 0

x :۰༡زاا q اܳލۜٷ۰:
m :ᄭᄥ൞ശܳا L اࠍت:
k اଫଊَෑෂك: 1

C اܳފأ۰ ݁گߺࠊب
1
2 mẋ2 اࠍݠ܋٭۰: اܳޚ؇ڢ۰ 1

2 L
(

dq
dt

)2 اৎܹژ: ޗ؇ڢ۰
1
2 kx2 اႤၽܳ݁ٷ۰: اܳޚ؇ڢ۰ 1

2

(
q2

C

) اညܝټژ: ޗ؇ڢ۰
௧ௌਃႤၽاܳـ۳᠌ݠو݁٭ اܳྥލ؇ً۬ :1 .2 ༥ڎول



3 ոּب
١ֵ اݾষۑ ڲڷ واຒة ١ຖدر ذات ჸૉة ബഏة ػ܋מ١ أֿ܊ڵ١

اूेؼပك وأֿܙاع اୡୠଡ଼ڵ اݾষۑ اڤࠬࡆب ᅽᅰإ ڲؠڲ١ 1 .3
اނأ؇ع). أو اۋٺႤၽك ૭ྟص ؇ዛኡڣگڎا (لࡤࡲ اࠍ؇رۏ٭۰ ۰٪اܳٴ ሌᇿإ اৎڍࢻࣕب ޗ؇ڢ۰ ݆݁ ඹජء َگܭ "لࡤࡲ

اዛዊܳ؇ل۰." ሒᇭ اৎڍࢻࣕب وਐಱިڢژ اܳިڢب، ਵਦور ؕ݁ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ݿأ۰ ོྥٷ؇ڢݧ

اूेؼပك أֿܙاع 2 .3
أَިاع ًأݥ ؕ݁ ڣگޔ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ஓ୷ܝ݆ اۋٺႤၽك. ޗٴ٭أ۰ আॻ༟ ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت ّأٺ݄ڎ

اۋٺႤၽك.
اڤۢڪ֦ اूेؼပك 1 .2 .3

ᄴፁዧܾ. اܳأ݄ިدي اܳڰأܭ رد ؕ݁ ∼ اۋٺႤၽك ڢިة ོྥٷ؇ݿص
F f =−sg n(ν)µR (1)

ۋ٭ت:
F =−kx اৎފٺأ؇دة اܳگިة : F

اܳފ؇܋݆. اۋٺႤၽك 6= ௧ௌ݁٭؇ಱᄴᄟا اۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ : µ

اቘۏج أو اڤۻոֲڞ اूेؼပك 2 .2 .3
.۰༟ཏይዧ و݁أ؇܋ފ۰ 6= ོྥٷ؇ݿص اܳފ؇فܭ اۋٺႤၽك ڢިة

F f =−αυ (2)
αÂ 0 ۋ٭ت

27



ل۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 28ً؇ب

اܳݱܹص اۋٺႤၽك :1 .3 ႟ၽނ

اይዧݞج أو اܳފ؇فܭ اۋٺႤၽك :2 .3 ႟ၽނ

١ຖۏوቘا ۳ࠥࡇة اڤܙո۰ֲ܅ ᆃᅞ اूेؼပك 3 .2 .3
و༟؇دة ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د .۰༟ཏܳا ًؕਵਦ ؕ݁ 6= ྥٷ؇ݿص ۰༥ݞوይዧا ނڎࢴࣖة اܳިݿ؇فޔ ሒᇭ اۋٺႤၽك

.ঌॻܹ٭ොູ ༡ܭ আॻ༟ ොູٺިي 

اूेؼပك ڲڷ ڲ֔ؠة أബഎى أֿܙاع 4 .2 .3
اۋٺႤၽك ڢިة ݆ ଫଊلأ .۰༟ཏܳا ؕ݁ ོྥٷ؇ݿص มฆܳا اይዧݞج اۋٺႤၽك ڢިى আॻ༟ ཡݿٷگٺ اᄴᄟورة، ۱ڍه ሒᇭ

:ঌॻل პაႰ اይዧݞج

Fq =−αq̇ (3)



ل29۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 ً؇ب
اৎأ۰݄݄ ۰༟ཏܳا : q̇ ይዧٷޙ؇م اৎأ۰݄݄ ۰ਃುڎا༡ا : q α : [N . s

m اይዧݞج اۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ α ۋ٭ت:
:ঌॻل პაႰ اܳگިة ݆ ଫଃاܳٺأٴ لࡤࡲ ،x اܳٴأڎ أ༡؇دل۰ ᄎცරඞ ሒᇭ ይዧٷޙ؇م.

−→
f =−α−→ν =−αẋ−→u

.3 .3 ႟ၽاܳލ ሒᇭ ඔ൹݁ٴ ި۱ პაႰ اৎټٴޔ ஓ୷ټܭ ،ႤၽਃႤၽ٭ৎا ሒᇭ

اৎټٴޔ ஓټ٭ܭ :3 .3 ႟ၽނ

ჸૉ ֿ܊ոم ᆃᅞ اদֈेू ႞႐دո֔ڲ 3 .3
ّݱٴں: ༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د ڣ؆ن ، f =−αq̇ اۋٺႤၽك ۱ٷ؇ك Ⴄ၍ن "إذا

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= Fq

اܳگިة ඔ൹ً ఈః༟ڢ۰ ༥ިّڎ ᄳᄟا රඞارة، ݬިرة ሒᇭ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ اܳٷޙ؇م لڰگڎ اۋٺႤၽك، ڢިى ଫଃٔ؊ّ ොູب
.α أරඝى ۏ۰۳ ݆݁ اይዧݞج اۋٺႤၽك و݁أ؇݁ܭ ۏ۰۳، ݆݁ D اܳڰگڎ ᄭᄟودا Fq

Fq =−∂D

∂q̇
(4)

ۋ٭ت:
D = 1

2
αq̇2

:ঌॻل პაႰ ا௰௯௫݄ڎ ይዧٷޙ؇م ༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د ّݱٴں
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
=−∂D

∂q̇



ل۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 30ً؇ب

ᄎცݠواࠍ اܳٺިازن ሒᇭ اᄭᄥ൞ശܳ-اଫଊَෑෂك-اৎټٴޔ َޙ؇م :4 .3 ႟ၽނ

اڤ႞႖ಧ-اજֿൂളك-اिऻץ܅ اڤר܊ոم ႞႐دո֔ڲ 4 .3
ၿၛۑষاݾ ႞႐دո֔ڲ 1 .4 .3

.༇ຍاਵؗ وఈః༟ڢ؇ت (FRD) Ⴄၽ݁٭؇ಱᄴፁዧ اݿ؇ݿ٭۰ اܳأఈఃڢ۰ اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝٷٷ؇ اܳٷޙ؇م، ۱ڍا ݁ټܭ ᄎცරඞ ᄴᄟراݿ۰

FRD: ပڲמոॾఢႥኲቘ ا۰ո۰ॊूמ١ ١ؓ୴֔اڤ أ-

∑−→
F ext = m−→

γ

−→
P +−→

F R +−→
F α = m−→

γ

:ox আॻ༟ إݿگ؇ط
mg −k(x +x0)−αẋ = mẍ

mg −kx0︸ ︷︷ ︸
=0

+kx −αẋ = mẍ

⇒ mẍ +αẋ +kx = 0

ẍ + α

m
ẋ + k

m
x = 0

.۰૭؇༶݁ٺ ۰ਃ؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ۱ڍه



ل31۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 ً؇ب
اদֈेू ֵؠ١ ܈ۑ ب-
اࠍݠ܋٭۰: اܳޚ؇ڢ۰

T = 1

2
mẋ2

اႤၽܳ݁ٷ۰: اܳޚ؇ڢ۰
U = 1

2
kx2

اܳڰگڎ: ᄭᄟدا
D = 1

2
αẋ2

:༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا
L = T −U

⇒ L = 1

2
mẋ2 − 1

2
kx2

اਵؗఈዳዧاຶ: اݿߺࠊب
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
−

(
∂L

∂x

)
=−∂D

∂ẋ
d
dt

(
∂L
∂ẋ

) = mẍ
∂L
∂x =−kx
∂D
∂ẋ =αẍ

:؇ಱᄴᄟ ݿ٭ܝިن (III.1 ) ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭ اݿྥٴڎال ఈః༠ل ݆݁
mẍ +kx =−αẋ

⇒ ẍ + α

m
ẋ + k

m
x = 0

اࠍݠ. ا௰௯௫݄ڎ اܳٷޙ؇م ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ ۱ڍه
و݁ؕ .ω0 = k

m ި۱ ይዧٷޙ؇م ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ڣ؆ن ا௰௯௫݄ڎ، ଫଃ༚ اܳٺިاڣࠔࠫ اৎڍࢻࣕب ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اࠍ؇ل ި۱ პაႰ
ި۱ λ ۋ٭ت ،λ= α

2m ૭؇وي اৎأ؇݁ܭ ۱ڍا .( α
m

) ا௰௯௫݄ڎ ஓأ؇݁ܭ ਊಾਵਦޔ ༥ڎࢴࣖ ݁ݱޚܹں ّޙ۳ݠ ،ዻዧذ
:ঌॻل პაႰ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د ّܝٺص ،ዻዧᄳᄟ ا௰௯௫݄ڎ. ݁أ؇݁ܭ

ẍ +2λẋ +ω2
0x = 0 (5)



ل۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 32ً؇ب
ၿၛۑষاݾ ႞႐دո֔ڲ ຒڞ 2 .4 .3

ୖڍه اࠍߺࠊل ۰༟ިᆇ ႟ၽ૰ .ሒᇚر؇༠ ༡ڎ ࢻࣖون ۰ਃ؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ (5 .3) ᄭᄟأ؇دৎا
ඔ൹ܹ༡ ݆݁ ۊޚ٭۰ ܋ଫଐ܋٭ٴ۰ ᄭᄟأ؇دৎا ୖڍه اܳأ؇م اࠍܭ ݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ اًأ؇د. ሒᆶ؇ು ݁ٺ۳ً۠؇ ً ڣݯ؇ء ᄭᄟأ؇دৎا

اݿ٭۰. اෑෂ݁ٷ٭۰ اࠍߺࠊل আॻ༟ ଃ܋ଫଐܳا ఈః༠ل ݆݁ اݿ؇س ۱ڍا আॻ༟ اܳأټިر ஓ୷ܝ݆ أݿ؇ݿً؇. ఈ႙ၽ૰ن
x(t ) = Aer t

˙x(t ) = Ar er t

¨x(t ) = Ar 2er t

لأޚ: ؇ᆙᆘ ،(5 .3) ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭ ۰ٔఈఃاܳټ اࠍڎود ૭ྥٴڎل
Ar 2e−iωt +2λAr e−iωt +ω2

0 Ae−iωt = 0

:আॻ༟ ොຶݱܭ ، Ae−iωt ොູܹ٭ܭ ఈః༠ل ݆݁
Ae−iωt (r 2 +2λr +ω2

0) = 0 (6)
إ݁؇ ّأޚ أن وஓ୷ܝ݆ ۰ਃ؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ᄭᄟ݁أ؇د ؇ዛኡإ اࠍݱ؇فݧ. ᄭᄟأ؇دஓ (6 .3) ᄭᄟأ؇دৎا ّأُݠف
ۋފ؇ب لࡤࡲ .દઊ݁أگڎ દઊڍر༥ أو اࠍگ٭گ٭۰)، ا༟ڎاد ݆ᆙᆕ) ਲ਼ਦدوج ༥ڍر ،દઊଃᆙᆘ ඔ൹ۋگ٭گ٭ દઊڍر༥

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ཡٺ௰௯௫ا ଃاࡺ࢘ࢦ٭
∆=λ2 −ω2

0

أَޙ۰݄: ۰ٔఈఃٔ دراݿ۰ ຬص
دوري) જੴ) ੇة ჸૉ ֿ܊ոم

ჸૉ) (ֿ܊ոم :1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
.દઊଃ݄݁ٺ ඔ൹ۋگ٭گ٭ દઊڍر༥ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،؇ًਃಸ؇ຬإ اࠍݱ؇فݧ ᄭᄟأ؇دৎ ଃاࡺ࢘ࢦ٭ لܝިن اܳٷޙ؇م، ۱ڍا ሒᇭ
لܝިن ،ዻዧᄳᄟ دوري. ଫଃ༚ أَ۬ มฃلأ ؇ᆙᆘ ࣁࣕࢻࣕب، دون اܳٺިازن ሌᇿإ لأިد اܳٷޙ؇م أن ሌᇿإ ዻዧذ ଫଃ૰
ً؊༡ڎ ਊಾਵਦޚ۰ ؇݄ዛዊ݁ ႟၍ اৎٺٷ؇ڢݱ۰، اݿ٭۰ اࠍڎود ݆݁ ඔ൹ިٺᆇ ݆ ٴ؇رة ᄎცݠاࠍ ᄭᄟأ؇دৎ اࠍܭ

.ඔ൹گ٭گ٭اࠍ દઊڍراࠍ

∆> 0 ⇒λ>ω0r1 = −2λ+p∆
2 = −λ+

√
λ2 −ω2

0

r2 = −2λ−p∆
2 = −λ−

√
λ2 −ω2

0



ل33۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 ً؇ب

x(t ) = A1er1t + A2er2t ⇒ x(t ) = A1e−λ+
p

λ2−ω2
0t + A2e−λ−

p
λ2−ω2

0t

x(t ) = e−iωt
[

A1e−λ+
p

λ2−ω2
0t + A2e−λ−

p
λ2−ω2

0t
]

.۰༟ཏܳوا اوܳ٭۰ ۰༡زاا ཇوط ًިاݿޚ۰ A2 و A1 اৎأ؇ఈః݁ت ොڎد ُູ

اᄴᄟوري ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م :5 .3 ႟ၽނ

݆݁ ݁أ٭ٷ۰ ڣଫଐة ًأڎ ؇ً݁؇ஓ وਐಱިڢژ ਐಱڍࢻࣕب لأڎ ቕረ ڣ؆َ۬ ّިازَ۬، ݁ިݪؕ ݆݁ اܳٷޙ؇م ۰༡إزا ఈః༠ل ݆݁
੯੩ُلޚ .ཡأڢ اܳٺިڢژ وڢب Ⴄ၍ن ،ଫଊأ܋ ا௰௯௫݄ڎ ݁أ؇݁ܭ Ⴄ၍ن ؇గၵ၍ ا௰௯௫݄ڎ. ݁أ؇݁ܭ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ มฆܳوا ،݆݁ෑෂا

ٔگ٭ܭ. وا௰௯௫݄ڎ دوري، ଫଃ༚ ྾ངا اܳٷޙ؇م ۱ڍا আॻ༟
ࣁࣕࢻࣕب ل༥ިڎ  ૰ڎة، ا௰௯௫݄ڎ اܳٷޙ؇م ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ َ۬ ؇ً࿌زاو ߙߵدداً √

λ2 −ω2
0 اৎݱޚܹں ଫଊلأُٺ 

اܳٺިازن. ݁ިݪؕ ۋިل
اݾষۑج اႥ႐وري જੴ اڤר܊ոم

ݬڰݠاً. ཡٺ௰௯௫ا ଃاࡺ࢘ࢦ٭ ؇ዛዀڣ لܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇اࠍ ؕ݁ ۱ڍا ਐಱިاڣݑ
∆= 0 ⇔λ=ω0

ਲ਼ਦدوج. ۋگ٭ࠔࠫ ༥ڍر اࠍݱ؇فݧ ᄭᄟ݁أ؇د ᄴᄟى
r1 = r2 =−λ

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰. ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ሒሃ e−λt ᄭᄟاᄴᄟا ڣ؆ن ،ዻዧᄳᄟ
اࠍܭ ۰ً؇ لࡤࡲ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ༡ܭ. ألݯً؇ ި۱ te−λt أن ఈః݁ۋޙ۰ ఈః༠ل ݆݁ ሒᇃ؇اܳټ اࠍܭ আॻ༟ اࠍݱިل ஓ୷ܝ݆

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اܳأ؇م



ل۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 34ً؇ب

x(t ) = Ate−λt +Be−λt ⇒ x(t ) = (At +B)e−λt

ۋگ٭ࠔࠫ ༥ڍر ؇ಱᄴᄟ ݬڰݠاً، اࠍݱ؇فݧ ᄭᄟأ؇دৎ ଃاࡺ࢘ࢦ٭ لܝިن ۋ٭ت اࠍݠج"، اᄴᄟوري ଫଃ༚ "اܳٷޙ؇م ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
:႟ၽܳލ؇ً ۰ਃ؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ਲ਼ਦدوج.

m
d 2x

d t 2
+b

d x

d t
+kx = 0

اࠍݱ؇فݧ: ᄭᄟ݁أ؇د ّܝިن
r 2 +2ζω0r +ω2

0 = 0

ۋ٭ت:
ا௰௯௫݄ڎ. ૭ٴ۰ ި۱ ζ= b

2
p

km
- ا௰௯௫݄ڎ، ଫଃ༚ ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ި۱ ω0 =

√
k
m -

༥ڍر ؇ୖ اࠍݱ؇فݧ ᄭᄟ݁أ؇د وّܝިن ݬڰݠاً، لܝިن ଃاࡺ࢘ࢦ٭ ڣ؆ن ᄳᄟا ،ζ = 1 اࠍݠج، ا௰௯௫݄ڎ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
:ި۱ اܳأ؇م اࠍܭ .r =−ω0 ਲ਼ਦدوج

x(t ) = (A+B t )e−ω0t

اوܳ٭۰. اདྷܳوط ොູڎد۱؇ ಸٔިا ؇ᆇᆅ Bو A }ۋ٭ت
λ= α

m

ω0 =
√

k
m

⇒λ=ω0 ⇒ α2

4m2
= k

m

݁ިݪؕ ሌᇿإ لأިد اᄳᄟي اܳٷޙ؇م ި۱ اࠍݠج اᄴᄟوري ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م ଫଊلأُٺ .αC = 2
p

km රඞج :C ۋ٭ت
.රඝآ دوري ଫଃ༚ َޙ؇م أي ݆݁ ଫଊأ܋ ۰༟๎ื ّިازَ۬

اࠍݠج اᄴᄟوري ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م :6 .3 ႟ၽނ
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وّݱ݄ࡗࡲ اܳأ݄ܹ٭۰ اܳٺޚٴ٭گ؇ت ًأݥ ሒᇭ ؇ً݄ዛᔻ دوراً ۰༥ݠاࠍ ᄭᄟ؇اࠍ ّܹأص රඞج. ᆇڎ َ۬؊ً ا௰௯௫݄ڎ لأُݠف
ູ؇وز دون ஓ୷ܝ݆ ؇݁ ً؊ངع راۋٺ۬ ݁ިݪؕ ሌᇿإ اݪޚݠاب ًأڎ اܳٷޙ؇م لأިد ۋ٭ت اܳگ٭؇س، أدوات

.ዻዧذ
1 ڲ୴ؼ܊١

ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ਐಱڍࢻࣕب؛ أن دون ّިازَ۬ ݁ިݪؕ ሌᇿإ اܳٷޙ؇م لأިد ،(λ≥ω0) اܳگިي గጻዧ݄ۛڎ ً؇ܳྡྷފٴ۰
.؇ًஓ୴دا ਐಱڍࢻࣕب  ا௰௯௫݄ڎ ଫଃ༚ اوݿ٭ߺࠊر

اႥ႐وري ۳ץٝ اڤר܊ոم
اݾܙدة) (ոຐڲڞ :2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ل؇ء ଃاܳڰ ሒᇭ ༠؇ݬ۰ اಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰، اَޙ۰݄ ݿ٭؇ق ሒᇭ ༚؇ܳٴً؇ ૭ُٺ༱ڎم ݁ݱޚܹں ި۱ اᄴᄟوري ނٴ۬ اܳٷޙ؇م
ଲਐಱ୍ر  وܳـܝٷ۬ ݁ٷٺޙܾ دوري ႟ၽ۱٭ আॻ༟ ොຬٺިي أَ۬ ਊಱڎو Ⴄً၍ݿߺࠊ ولݱژ ل؇ݪ٭؇ت. ීෂوا واୖٷڎݿ۰
ਊಱڎو ڢڎ اܳٷޙ؇م أن ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ ،රඝآ ปฃأஓ اࠍگ٭ࠔࠫ. اᄴᄟوري اܳފߺࠊك ݁ټܭ لگ۰ اܳޚݠ ಸڰݴ ࢻࣖڢ۰
اܳިڢب، ஓݠور ౫ౙళݠف ًأو ఈఃڢܹ٭ ෛູٺܹژ ڢڎ اܳފأ؇ت أو اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳڰިاݬܭ أن إ ݁ٺଲ୍راً، ஓޚً؇ لޙ۳ݠ أَ۬

اᄴᄟڢ٭ݑ. اܳٺଲ୍ار ஓ୷ٷؕ ؇ᆙᆘ
ݿ؇ܳٴً؇: ཡٺ௰௯௫ا ଃاࡺ࢘ࢦ٭ ؇ዛዀڣ لܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇اࠍ ؕ݁ ਐಱިاڣݑ

∆< 0 ⇔λ<ω0

∆= (−1)(ω2
0 −λ2) = i 2(ω2

0 −λ2)

ᄭᄟأ؇دగጻዧ اࠍߺࠊل ڣ؆ن ᄳᄟا، ωα =
√
ω2

0 −λ2 : اᄴᄟوري ނٴ۬ اଫଐܳدد أو ا௰௯௫݄ڎ اଫଐܳدد ި۱ ωα:ۋ٭ت
:ሒሃ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰

x(t ) = A1e (−λ−i
p
∆)t + A2e (−λ+i

p
∆)t

x(t ) = e−λt (A1e−i
p
∆t + A2e+i

p
∆t )

:ި۱ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اࠍܭ
x(t ) = Ae−λt (A cosωαt +B sinωαt )

x(t ) = A cos(ωαt −φ)

݁ٺٷ؇ڢݱ۰ ݿأ؇ت ذات ࣁࣕࢻًࣕ؇ت ً؊داء اܳٷޙ؇م لگިم اوܳ٭۰. اདྷܳوط ًިاݿޚ۰ φ و A ಸاܳټިا ොڎد ُູ
ًިاݿޚ۰: اᄴᄟوري" ނٴ۬ "اܳٷޙ؇م لأޚް و

Tα = 2π

ωα
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Tα = 2π

ωα

⇒ Tα = 2π√
ω2

0 −λ2

ω2
α =ω2

0

√
1−ζ2

Tα = 2π√
ω2

0 −λ2
= T0√

1−ζ2

Tα = T0√
1−ζ2

⇒ T0 < Tα

݆݁ ඔ൹ುا ًިاݿޚ۰ ො؇ޗ۰ x(t ) ปฃۜٷৎا ّܝިن T −α ' T0 ڣ؆ن ᄳᄟا λ¿ ω0 ⇒ ζ2 = 1 Ⴄ၍ن إذا
cos(ωαt −φ) ౯ద؇وز أن ஓ୷ܝ݆  اৎޚܹگ۰، اܳگ٭۰݄ ۋ٭ت ݆݁ ،َ۬ −Ae−λt و Ae−λt اݿݴ
ߙߵدد ۱ٷ؇ك .(7 .3 ႟ၽاܳލ (اَޙݠ ّިازَ۬ ݁ިݪؕ ݆݁ t لگଫଐب ٷڎ݁؇ ݬڰݠاً لݱٴں x أن ߖߵى اܳިا༡ڎ.

ݪأ٭ژ. ا௰௯௫݄ڎ ل۰. دور ނٴ۬ ؇ዛኡ؊ً ᄎცݠاࠍ لُިݬژ و دوري، ނٴ۬

دورة) (ނٴ۬ ࣁࣕࢻًࣕ؇ت :7 .3 ႟ၽނ
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اᄴᄟوري ނٴ۬ اܳڰଫଐة وأن ،ω0 ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ݆݁ أڢܭ ωα اᄴᄟوري ނٴ۬ اଫଐܳدد أن ఈః݁ۋޙ۰ ຬص
اৎگ؇ًܭ. ا௰௯௫݄ڎ ଫଃ༚ ଐ۳గጻዧ T0 اܳڰଫଐة ݆݁ ଫଊأ܋ Tαؕᆇ ل؇ݪ٭۰ ر ஓ؇ذج ًިاݿޚ۰ ༟؇م ႟ၽ૰ اᄴᄟوري* ނٴ۬ *اܳٷޙ؇م ஓټ٭ܭ لࡤࡲ ݁٭ਃႤၽܝ٭۰، اଐ۱ازات ሒᇭ

اࡺࢦ؇ذج ۱ڍه ૭ٺ༱ڎم ؇݁ و༚؇ܳٴً؇ ۊޚ٭۰. ଫଃ༚ ّ؊ଫଃٔات ૰݄ܭ أو ل۰ دور واܳٷݱژ ل۰ اᄴᄟور اࠍڎود ඔ൹ً
اࠍگ٭ࠔࠫ. اᄴᄟوران ݆ اොຶݠاڣ؇ت ܳٺگ؇ط ଫଃاܳٺ؞ ًޚ٭۰٪ ༡ڎود ࣁ༠ُࣖܭ أو ଫଐ݁اًޚ۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇دت
اَޙ۰݄ ሒᇭ اᄴᄟوري ނٴ۬ اܳފߺࠊك ܳިݬژ ނ؇فؕ ႟ၽ૰ اৎފٺ༱ڎ۰݁ واܳݱ٭ؐ اৎأ؇دت ًأݥ ঌॻل ڣ٭݄؇

اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰.
ॻ܅ء જੴ֏ঁయ ١֔۰ أو જઁּدد اڤܙاؔޅޜ اચઁ٢ेूاز

ਊಸޔء: ଫଃ؞ਐಾ ݁أగఒ؇ت ؕ݁ اܳٺިاڣࠔࠫ اଐ۱از ݆݁ اᄴᄟوري ނٴ۬ ଐ۱ఈዳዧاز ང؇أݿ ஓިذج ਊಱڎأ أن ஓ୷ܝ݆
x(t ) = A(t )cos(ω(t )t +ϕ)

ಸ؇ٔ ި۱ ϕ - ،݆݁ෑෂا আॻ༟ لأٺ݄ڎ زاوي ߙߵدد ި۱ ω(t ) - ਊಸޔء، ଫଃ؞ਐಾ ݿأ۰ ᄭᄟدا ި۱ A(t ) - ۋ٭ت:
اܳޚިر.

ሒᇭ ݬ؞ଫଃة ّ؞٭ଫଃات لگڎم ؇ᆙᆘ اܳިڢب، ਵਦور ؕ݁ ਊಸޔء ω(t ) و A(t ) ଫଃ؞ਐಾ اᄴᄟوري، ނٴ۬ اܳٷޙ؇م ሒᇭ
.ዻዧذ ఈఃෛຳف ل۰ اᄴᄟور ᄎცݠاࠍ

അ೪ؔۻոڲר ਗ৻ددજઁּ اिऻؔܙع اୡୠଡ଼ڵ اચઁ٢ेूاز
دوري: ނٴ۬ Ⴄً၍ݿߺࠊ ألݯً؇ ඔ൹݁ٺٷ؇ݿگ ଫଃ༚ ଫأ܋ أو દઊددଫଐً اৎڎڣިع ا௰௯௫݄ڎ اଐ۱از لޙ۳ݠ أن ஓ୷ܝ݆

m
d 2x

d t 2
+ c

d x

d t
+kx = F1 cos(ω1t )+F2 cos(ω2t )

݁ޚٴگٺ؇ن ڢިّ؇ن ؇ᆇᆅ F2 و F1 - ،۰ًఈఃاܳݱ ި۱ k - ا௰௯௫݄ڎ، ݁أ؇݁ܭ ި۱ c - ،ᄭᄥ൞ശܳا ި۱ m - ۋ٭ت:
.ω2 و ω1 ඔ൹ٺܹڰෛ દઊߙߵدد ٷڎ

ނٴ۬ ᄭᄟ؇༡ ݿ٭ޙ۳ݠ اܳٷޙ؇م ڣ؆ن اܳٴأݥ، ؇ዝཟܳٴأ ۰༲٭ොේ ݁ݯ؇ڰ؇ت ܳފب ω2 و ω1 ّܝިن ٷڎ݁؇
اᄴᄟوري. ނٴ۬ اᄴᄟڣؕ ૭ྟص ل۰ دور

ۛ֔מء١ ػ܋מ١ ຐم ֆڲ اݾশ܋ܧ જੴ اिऻࠬࡆب
ඔ൹َر ڢݠب أو ඔ൹َر ۱ٷ؇ك Ⴄ၍ إذا ༠؇ݬ۰ دوري، ނٴ۬ Ⴄً၍ًݿߺࠊ ఈఃڢܹ٭ اࠍޚ ଫଃ༚ اৎڍࢻࣕب لޙ۳ݠ أن ஓ୷ܝ݆

ا௰௯௫ٺܹڰ۰: اଐ۱از أوݪ؇ع ඔ൹ً
d 2x

d t 2
+ω2

0x +αx3 = 0
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دوڣ٭ٷھ*. ᄭᄟ݁أ؇د* ྾ང؇ً ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ّأُݠف .ଫଃݬ؞ ۊޚ ଫଃ༚ ༡ڎ ި۱ α ۋ٭ت
irregularities ቕሹّگڎ ሌᇿإ (αx3 ఈః༠ل ݆݁ (۱ٷ؇ اࠍޚ٭۰ ଫଃ༚ اܳٺ؊ଫଃٔات ّޝدي ل۰، اᄴᄟور ނٴ۬ ᄭᄟ؇اࠍ ሒᇭ

اܳྟފ٭ޚ۰. ل۰ اᄴᄟور ݆ اොຶݠاف ሒᇭ ྥފྟص ؇ᆙᆘ اଐ۱از، أஓ؇ط ሒᇭ ޗڰ٭ڰ۰
اڤݫݻոرಢಔܧ ۘؓոاڤר 3 .4 .3

اܳߺࠊ༚؇رറണ೭) اෛຶڰ؇ض (أو
اݾܙدة) (ոຐڲڞ :3 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ي ᆇڎ. اଐ۱ازي َޙ؇م ሒᇭ اଐ۱ازات ݿأ۰ اෛຶڰ؇ض ৎأڎل ݁گ٭؇س ި۱ دوري ނٴ۬ ܳٷޙ؇م
มฆܳا اَޙ۰݄ ሒᇭ ا௰௯௫݄ڎ وݬژ ሒᇭ ༟؇૭ڎ ؇ᆙᆘ دورة، ႟၍ ఈః༠ل اܳޚ؇ڢ۰ ڣگڎان ݁أڎل quantfiies

ۋگ٭گ٭۰. ل۰ ࢻࣖور ଐዛኤ 

ஓ୷ܝ݆ ߌ߳ال  ،؇ً݁؇ஓ ل۰ دور ܳފب وܳـܝ݆ ᆇڎة اଐ۱ازات ّܝިن ۋ٭ت اᄴᄟوري، ނٴ۬ اܳٷޙ؇م ሒᇭ
ݿأ؇ت ܳྡྷފٴ۰ ௧ਤاܳޚٴ٭ لࡤࡲ اܳߺࠊ༚؇ر َ۬؊ً لأُݠف اෛຶڰ؇ض. ݿߺࠊك ೞಱܳٺگݠ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ اܳٺٷ؇ڢݧ ّޚٴ٭ݑ

ا௰௯௫݄ڎ. اଐ۱از ሒᇭ اৎٺأ؇ڢٴ۰ اܳگ݄ܾ
اڤݫݻոرಢಔܧ ۘؓոاڤר ؉ֵ ׂ֔ۑ

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ δ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ اܳٺٷ؇ڢݧ لژ ّأݠ لࡤࡲ
δ= ln

(
x(t )

x(t +Tα)

)
وا༡ڎة دورة ނٴ۬ ڣଫଐة ًأڎ اܳފأ۰ ሒሃ x(t +Tα) - ،t ඔ൹݁أ ز݆݁ ሒᇭ اܳފأ۰ ި۱ x(t ) - ۋ٭ت:

.Tα݄ڎة௰௯௫ا اَޙ۰݄ ሒᇭ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ اܳٺٷ؇ڢݧ ᄭᄟ݁أ؇د-
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ اܳٺٷ؇ڢݧ ೞಱّگݠ ஓ୷ܝ݆ ل۰، دور ނٴ۬ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ڢܹ٭ܭ ᆇڎ ܳٷޙ؇م ً؇ܳྡྷފٴ۰

δ= 2πλ

ωα

ނٴ۬ اଫଐܳدد ި۱ ωα - ,(Ae−λt ይዧ؞ఈఃف اෛຶڰ؇ض ஓأڎل (ਊಾਵਦޔ ا௰௯௫݄ڎ ݁أ؇݁ܭ ި۱ λ - ۋ٭ت:
ا௰௯௫݄ڎ). اෑෂاوي (ߙߵدد اᄴᄟوري

ل۰ اᄴᄟور ނٴ۬ ᄎცݠاࠍ ሒᇭ اܳފأ۰ -اෛຶڰ؇ض
:ངا ይዧ؞ఈఃف وڣگً؇ اܳިڢب ਵਦور ؕ݁ ل۰ اᄴᄟور ނٴ۬ ᄎც࠵࠺ݠ A(t ) اܳފأ۰ ౪ౙళڰݥ
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A(t ) = A0e−λt

ًـ: ل۰ اᄴᄟور ނٴ۬ ᄭᄟ؇اࠍ ሒᇭ x(t ) ᄎცݠاࠍ ّأُޚް
x(t ) = A0e−λt cos(ωαt +ϕ)

ஓ୷ټܭ cos(ωαt +ϕ) - اܳޚިري، ل؇ح اߖ߳ ި۱ ϕ - ،۰ਃಮڎاਐಸا اܳފأ۰ ި۱ A0 - :ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ሒᇭ
.ωα اᄴᄟوري ނٴ۬ اଫଐܳدد ؕ݁ اଐ۱ازي اညܝިن

لܝިن و اܳިڢب ਵਦور ؕ݁ اଐ۱ازات اෛຶڰ؇ض ۰༟ང ݁ڎى ܳگ٭؇س ᄭᄥوݿ٭ δ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ اܳٺٷ؇ڢݧ لިڣݠ
ᆇڎ: ܳٷޙ؇م ً؇ܳྡྷފٴ۰ .ًఈఃڢܹ٭ ا௰௯௫݄ڎة اَޙ۰݄ ሒᇭ ا௰௯௫݄ڎ ۊݱ؇فݧ ොູڎࢴࣖ ሒᇭ ༠؇ص ႟ၽ૰ ݁ڰ٭ڎاً

x(t ) =Ce−λt sin(ωαt +φ)

⇒ δ= ln
Ce−λt sin(ωαt +φ)

Ce−λ(t1+Tα) sin(ωα(t1 +Tα)+φ)

⇒ δ= lneλTα =λTα

λTα =λ
Tα√
1−ζ2

= ζω0
Tα

1−ζ2
= 2πζ√

1−ζ2

:ؕ݁
δ= ln

x(t1)

x(t2)
= 2π

ζ√
1−ζ2

=λTα

2 ڲ୴ؼ܊١
دورات: ܳأڎة ً؇ܳྡྷފٴ۰

T = Tα(t1 = t2 +nTα) ⇒ δ ln( x(t1)
x(t1+nTα)) = 2π nζp

1−ζ2

دوري. ނٴ۬ اܳٷޙ؇م Ⴄ၍ن إذا ڣگޔ ปฃ݁أ ؇݄ୖ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ واܳٺٷ؇ڢݧ اᄴᄟوري ނٴ۬ اଫଐܳدد

ჸૉ ׂܙاؔޅޜ िऻࠬࡆب اڤמ١ ١ؓոاڤ܋ 4 .4 .3
أن: ଫଊَأٺ

x(t ) = Ae−λt sin(ωt +φ)

˙x(t ) = Ae−λtωcos(ωt +φ)− Aλe−λt sin(ωt +φ)

ይዧٷޙ؇م، ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ؇ًਊಱّگݠ ૭؇وي اᄴᄟوري ނٴ۬ اଫଐܳدد ڣ؆ن ، λ→ 0 ༥ڎاً اܳݯأ٭ژ ا௰௯௫݄ڎ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
:มฃلأ ؇ᆙᆘ
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ω=ω0 ⇒ω=
√

k

m

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّܝُٺص
ET (T ) =U +T ⇒

ET (t ) = 1

2
k A2e−2λt sin2(ωt+φ)+1

2
m A2 [

e−2λtω2 cos2(ωt +φ)+e−2λt sin2(ωt +φ)
]

−2λωsin(ωt +φ)cos(ωt +φ)

ً؇ܳٺأٴଫଃات اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ আॻ༟ ොຶݱܭ ،0 ިොຶ ஓ୷٭ఈఃن اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ݆݁ واܳټ؇ܳت ሒᇃ؇اܳټ ඔ൹༲ܹݱޚৎا ۏأܹٷ؇ إذا
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳټఈఃث

ET (t ) = 1

2
k A2e−2λt

ۋ٭ت:
ET (t ) = 1

2
mω2

0e−2λt

اݾܙدة ոຐڲڞ 5 .4 .3
اࠍިدة، ༟؇݁ܭ أو ஓأ؇݁ܭ اܳڰگڎان ۱ڍا ଃറണ೭ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰. ይዧޚ؇ڢ۰ ڣگڎان ොຬڎث ᆇڎ، ّިاڣࠔࠫ ݁ڍࢻࣕب ሒᇭ
ܳـܝڰ؇ءة ݁گ٭؇ݿً؇ ،Q ًـ إܳ٭۬ اৎލُ؇ر اࠍިدة، ༟؇݁ܭ لأُڎ اৎڍࢻࣕب. ۏިدة أو ܋ڰ؇ءة لأܝݴ اᄳᄟي ،Q

ً؇ܳޚ؇ڢ۰. اۋٺڰ؇ظ ሒᇭ اৎڍࢻࣕب
اݾܙدة) (ոຐڲڞ :4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ޗ؇ڢ۰ ܳڰگڎان ّأݠݪ۬ ؕ݁ ڣأ؇ل، ႟ၽ૰ ޗ؇ڢٺ۬ আॻ༟ ොຬ؇ڣޓ اৎڍࢻࣕب أن ሌᇿإ ሒᇿ؇اܳأ اࠍިدة ༟؇݁ܭ ଫଃ૰ُ
ྥފྟص ଐዛᔻة)، ۰ਃಮ؇ً۳ݠ دا߉ߵة أو اܳٴٷڎول (݁ټܭ ᆇڎة ّިاڣࠔࠫ ݁ڍࢻًࣕ؇ت ሒᇭ دورة. ႟ၽܳ ݪྕ٭ܭ
Q اࠍިدة ༟؇݁ܭ لܝިن اৎگ؇و۰݁. أو اۋٺႤၽك ૭ྟص اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ ይዧޚ؇ڢ۰ ࣁࣖرຬ ڣگڎان ሒᇭ ا௰௯௫݄ڎ
ሒᇭ اಣಕᕬݠار اৎڍࢻࣕب Ⴄၽ݁؆࿓ن Ⴄ၍ن ،Q ڢ٭۰݄ زادت ؇గၵ၍ اܳޚ؇ڢ۰: ሒᇭ اܳڰگڎان ዛኞڍا ༟ܝފ٭ً؇ ਊಾਵਦޚً؇

ይዧޚ؇ڢ۰. ଫଃ܋ٴ ڣگڎان دون أޗިل ܳڰଫଐة اଐ۱از

Q = 2π
Em

∆E

Q = 2π
ET (t )[

1
2k A2e−iωt − 1

2k A2e−2λ(t+T )
]
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⇒Q = 2π
1
2k A2e−2λt[

1
2k A2e−iωt − 1

2k A2e−2λ(t+T )
]

⇔Q = 2π
1

1−e−2λt

༥ڎاً. ݪأ٭ڰً؇ ا௰௯௫݄ڎ لܝިن أن اৎڰଫଐض ݆݁
e−2λt = 1−2λT و λ→ 0

Q = π

λT

ألݯً؇:
Q = ω

2λ

Q = ω0

2λ
∆≥⇒λ≥ω0

Q ≤ 1

2

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اᄴᄟوري ނٴ۬ اܳٷޙ؇م لܝُٺص دوري، ଫଃ༚ واܳٷޙ؇م اଐ۱ازات، ༥ިّڎ 
T = 2λ

ω0

√
1− 1

4Q2

T0 = Ta√
1− 1

4Q2

ᆃᄧոּ٤ۑاڤـ اڤܙاؔޅޜ اिऻࠬࡆب 6 .4 .3
۱ڍا ሒᇭ .R أو݁٭۰ ݁گ؇و۰݁ ألݯً؇ ،C واܳފأ۰ L اࠍت وۏިد ሌᇿإ ً؇ݪ؇ڣ۰ اৎٺڍࢻ۰ًࣕ، اᄴᄟا߉ߵة ਐಱݯ݄݆
اৎگ؇و۰݁ ّگڎم ྲྀٷ݄؇ اܳٺ٭؇ر، أو ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اܳލۜٷ۰ ً؇ଐ۱از C واܳފأ۰ L اࠍت ૭݄ں اᄴᄟوا߉ߵ، ݆݁ اܳٷިع
ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ اܳިڢب، ஓݠور اଐ۱ازات ݿأ۰ ሒᇭ ࣁࣖرຬ اෛຶڰ؇ض ሒᇭ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ۱ڍا ྥފྟص ᆇ٭ڎاً. R

اৎگ؇و۰݁. ఈః༠ل ݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ ڣگڎان
UR +Uc +UL = 0

Ri (t )+ 1

C
q +L

di

dt
= 0

R
dq

dt
+ 1

C
q +L

d2q

dt 2
= 0



ل۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 42ً؇ب

Rq̇ + 1

C
q +Lq̈ = 0

q̈ + R

L
q̇ + 1

LC
q = 0

⇒ q̈ +2λq̇ +ω2
0q = 0

:ؕ݁{
λ= R

2L
ω2

0 = 1
LC

ᄳᄟا:
q̈ +2λq̇ +ω2

0q = 0 ⇒
{
λ= R

2L

ω0 =
√

1
LC

3 ڲ୴ؼ܊١
R = Rc = 2

√
L
C ᄳᄟا: λ=ω0 ⇒ R

2L =
√

1
LC اࠍݠج ይዧٺ݄ۛ٭ڎ ً؇ܳྡྷފٴ۰

ሒᆶ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اܳٺިاڣࠔࠫ اৎڍࢻࣕب :8 .3 ႟ၽނ
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۰ਃಮ؇ً۳ݠ اଐ۱ازات ݁٭ਃႤၽܝ٭۰ اଐ۱ازات اࠍ؇ݬ٭۰
Lq̈ +Rq̇ + 1

C q = 0 mẍ +λẋ +kx = 0 ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د
ω0 =

√
1

LC ω0 =
√

k
m (r d s−1) ۰ਃಾاᄳᄟا اܳٷٴݯ۰

R(Ω) λ(N .s.m−1) اይዧݞج اۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ
α= R

2L α= λ
2m (s−1) اܳٺ݄ۛ٭ڎ ݁أ؇݁ܭ

ωα =
√

1
LC − R2

4L2 ωα =
√

k
m − 2λ

4m2 (r d .s−1) اৎٺ݄ۛڎّة اܳٷٴݯ۰
Q = L

R

√
L
R Q =

√
mk
λ

اࠍިدة ༟؇݁ܭ
EBO = 1

2 Li 2 T = EK = 1
2 mẋ2(J ) اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰

Eco = q2

C Ep = 1
2 kẋ2(J ) اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰

ED = 1
2 Ri 2 D = 1

2αẋ2 اܳڰگڎان ᄭᄟدا
۰ਃಮ؇ًواܳـ۳᠌ݠ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اଐ۱ازات ඔ൹ً اܳྥލ؇ً۬ :1 .3 ༥ڎول
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