CHAPITRE 1
ANALYSE MATRICIELLE



Qu’est ce qu’une matrice

Intersection de lignes et colonnes
Structure de données

 Algebre
A:{1,..,n} x{1,... m} - K
(L,j) - a;
©ls l =n a;j € KK coefficients réels ou
1<j<m
complexes
Exemple
P (L,1)-1 (2,1) -3
A= 3 9 1 application A: (1,2) -0 (2,2) - 2
(1,3) -5 (2,3)—-1



Notations

* Myp(K) Mpm(K)

1<i<n 1<is<n
1<j<n l=sj=m

* (a;) : vecteur 1xm
* (a.j) : vecteur nxl

n—<

—

a_]-

im

[t

\

* (a;;) :vecteur min(n,m)x1




Questions

e Est-ce que cette application définie une matrice?

(1,1) - 1 (2,1) > 2i+4
c A (1,2) > i+3
(1,3) -5 (2,3) > 1

(L1)-0 (2,1) » -2
c A: (1,2)-1 (22)-0
(1,3) - -1 (23)-1



Notations

* (AY);; matrice transposée Qi
de (A)l]

(At)t — A nl
* (A");; matrice adjointe de (4);;

(Aji = (A9 ™
* Ml,m(K) \
* M, 1(K)

m




Notations

Exemple 1:

1 2\°
1 0 4
0 5) = 3 3
(4 7/ 2.5 7
Exemple 2 :

1 2\
1 0 4
0 5) =2 3 9
(4 7 2.5 7
Exemple 3 :

1+ 2-3i\ 1 i
0 >tz =(2+3i

4 — 71 7

0
5—2i

4+ 71
7

)



Opérations sur les matrices

Soient A,B,C € M, n (K),

v(i,j) €{1,..,n} x{1,..,m}
* Egalite a;j =b;; @ A=B8B
* Addition C =A+ B < ¢;j = a;; + b;;

'On,m

‘A+B =B+ A
*(A+B)t = (A" + (B
*(A+B)" = (A)" + (B)




Opérations sur les matrices

* Multiplication par un scalaire
C =14 @Cij =A-aij

(AA)t= 1A?

(AA) = 1A
AMA+B) =14+ B

A+ wA =214+ uA



Produit de matrices

+ j
/i
o
¥ ‘(/ ("/,7# A—1— B = |C Ci;
—1T
AeM, ,(K) BeM,,(K) C € M, ,(K)
e C=AB @Cijz izlaik-bkj



Produit de matrices

Exemple:
e si A est dordre 3 et B de taille 3 X2
e A XBestdordre3 x2

1 0 2 2 1 6 5
21 —t)x(o 2)-(z 2
1 3 2 2 2 6 11

e En MATLAB : >> A*B



Matrice identite

1 0 0
Cl=6y=" X
0 0 1
cA.I=A
¢ A€M, (K), I, Al=A



Propriétés

A+B=B+A4,

(A+ B)t= At + Bt

(A+ B)*= A* + B*
A+(B+C)=@A+B)+C
A.B # B.A

(A-B)t= At - B

(A-B)*=A*-B*
A.(B.C)=(A.B).C
A.(B+C)=A.B+A.C




Propriétés

A=0 ou/et B=0
A.B=0++A=00uB=0

AP =A-A- .. -A pfois
Exemple

1 0 1
A=0 -1 0 AP =
0O 0 2
1 0 31

>A.B=0
1 0
0 (—1)P
0 0
AV =1

2P —1
0
2P



Inverse d’une matrice

SoitA € M, (K),
* Existence
3?7 A1 tqg A-A71=1,
 Uinverse de A est noté A~
* Sid A 'alors A est dite non singuliére ou inversible

* Propriétés
(A~ H~1= (AB) 1= B1471

(A 1)T (AT) -1 (CZA)_lziA_l




Inverse d’une matrice

Exemples : 4= 0 4 4-1
5 0
* A= [(1) g] inversible? A est singuliere,
1 21 [a b 1 0 non inversible
[O 3] ¢ d] B [0 1
_)Cl=1—2C c=0 e 71 =
b=-2d d=1/3 * La matrice nulle n’est
-1 — 1 -2/3 jamais inversible
0 1/3

A Non singuliere



Trace d’une matrice

A tr(A) = 2 a;

e tr(adA+ B) =a-tr(A) + tr(B)
* Soient A € M, ,,(R), B € M, ,(R), alors
tr(A-B) =tr(B-A)



Déterminant d’une matrice

\My(K) - K
dt.{(Ai,j) -y

Exemple :

12 o2
smtA-[O 3]9detA—|A|—‘O 3—3
a b
A= -
[c d]

det 4 =

a . bl _ B
C><d|—a.d b.c



a T Q

Calcul du déterminant

d
e i — 77 Meéthode de SARRUS
f i

a d g

b e h| = b e

c f i c

= aei + dhc + gbf — ceg — fha — ibd

18



1
—1
0

—2

1
—1
0

2

1

Calcul du déterminant

3
-3
-1

2
—2
1

3
—3
-1

= 77

Méthode de SARRUS

1 71 2
—1 1 -2
~0 1

=1(=2)(-1) + 2(=3)0 + 3(-1)1
—[0(=2)3+1(-3)1+ (-1)(-1)2] =0



Calcul du déterminant

Développement de LAPLACE
Développement du cofacteur

Laplace expansion
Cofactor expansion



Calcul du déterminant
Développement de LAPLACE

4 0 3 1
4 2 1 0
A € M, (K) A4=0 3 1 1
, , 1 0 2 3
(A;;) = Mineur de A d’ordre n-1
4 1 0 4 3 1 4 2 0
(A1) =0 1 -1 (A2)=0 1 -1 (4:3)=0 3 -1
1 2 3 1 2 3 1 0 3
4 3 1 4 3 1 (43),(431), (As3), -
(A,)=4 1 0 (A,)=4 1 0 AL SIS
1 2 3 0 1 -1



Calcul du déterminant
Développement de LAPLACE

a d X gd

b o Ay=T

Aij = r "z c f
T



3

— w— O\

NMNMO FO— FOA 4o —

(A1) =
(A12) =
(A13) =
(A14)

0|

4

S 1P T qom —o

1
1
2
3

N NN g

- ¥ ¥Y T s wo
|

(A22) =0 1
(A32) =
(A42)

23



Calcul du déterminant
Développement de LAPLACE

AeM,(K)

Cof;; = Cofacteur de (4;;)

. Cofi, = (=1)'** |(A12)]

= (- .|(4;))] B -
Cofyp = (_1)2+2 |(A32) |
Cofzy = (_1)3+2 |(A32) |

Cofay = (_1)4+2 |(As2) |



Calcul du déterminant
Développement de LAPLACE

A€eM, (K)
(A;;)
Cofyy = (=D .|(4y))|

n
detd = z a;j.Cof;;
i=1

detA =0-Cofia +2-Cofz; +3-Cofzz + 0-Cofyy
= 82

— O A

S WN O

N R = W
o



Exemple :

4 1
0 1
1 2

(D]

4 3
0 1
1 2

(D]

|(A12)| =

|(A22)| —

4 3
4 1
0 1

|(A42) | =

-1

4 10| 3 1
410201 o0
A_o 3 1 —1

1100 2 3

10|, 1 (_1y2+2|4

. 3+1.( 1) 1

31|, 1 _qy2ez|

5 3+1.( 1) 1

4 3 1
|(A32)=[4 1 0|=
1 2 3




Cofiz = (-1 [(A1)]=
Cofz, = (=1)*™2 |(432) |=
Cofs; = (—1)°"? |(43x) |=

Cofy, = (—1)*2 |(Ayy) | =a calculer

detA =0-Cofy, +2-Cofy5 +3-Cofz, + 0-Cofy, = 82




Calcul du déterminant
Méthode de LAPLACE

a d .. x Développement sur une
b e Yy 1 ligne
c f Z
n

detA4 = z aij COfl]

J=1



Exemple :
Développement sur une ligne

a

A=1D>

c
_ (1 \1+1|€ h| _1\1+2|b
detA =a(—1) f i+d( 1) )
h d

detA =a(-1)1*|] .|+b—12+1
etd =a(-DM |7 |+ b1

S

h
l

l

- > Q

+g9(=1D)""

‘ + C(—1)3+1

b
C

d




Propriétés du déterminant

detA-B = detA - detB

det A~ 1 -

e = —
det A

det At = det A

det A* = detAd

det I, =1



Propriétés du déterminant
C, - Cp = C, - Cy
B all . . 7]
En posons : A = Ay

anl

detA = 0 pour 3cas

1. A=0,
2.Sid1<k<I<ntelqueC,=Coul;, =1L,

3. Sidktel que Ck — Z?=1 /’{iCi ou Lk — Z?=1 AiLi

i#k i1k



Propriétés du déterminant

3 3 1°

A=1|1 1 -1|=detA =0car(Cy,=C;
2 2 3

4 3 =2

0 1 —2 =>detA=0carC3=C1—2C2




Inverse d’une matrice

SoitA € M, (K),
* Existance
3?7 A1 tqg A-A71=1,
 Uinverse de A est noté A~
* Sid A 'alors A est dite non singuliére ou inversible




Calcul de l'inverse de A

Soient: A,C € M, (K)
C = Com(A) = comatrice de A

— (COfij)izl..n

j=1.n

COfij — (—1)l+] det(Al-j)




1 1 o Calcul de l'inverse de A
A=0 1 1
1 0 1
detA=1.(—1)1+1(1) 1+1.(—1)1+2\(1’ ﬂ+o.(—1)1+3‘1) (1)=2

= A Nonsinguliere

1
0

Cofip = (-2 ] |=1

1 1|_
1 0

_ el O
Cofsr = (11| |=1

Cofsp = (—=1)°*2 H 2‘:'1

Cofpz = (—1)%*3 -1

Cofy, = (=D

1| _
1‘_1

0 1

— (_1\1+3 —_
1 O
COfZl — (_1)2+1 0 1 =1

1 1 -1\
1
Cofyy = (—1)**? H 2‘=1 A1l = _<_1 1 1 )
2 1 -1 1



Calcul de 'inverse

1 -
—11
3. . .

detA = 0 = A noninversible
detB = 0 = B non inversible

—2]

—2

—3




Matrices particulieres

Matrice diagonale

AeM, (K)
V(i,j) telquei # j,a;;=0

Somme A + B est une diagonale
Produit A X B est une diagonale
detA =[[}L;a;i,

Vi,a;;# 0 & A inversible

A1

,LFE ], a
l_],

_1=0’

1

1

Cll'j

OO N

O | O |d|O

O|® | O |0

w OO | 0O




* Exemple

Matrice diagonale

OO |ON

oO|Oo |~ |O

O N|O|O

N O O | O

1/2 |0 0 0
0 1/4 |0 0
0 0 1/2 |0
0 0 0 1/7




Matrices particulieres

Matrice triangulaire

Supérieure
AeM, (K)
V(DI E>,

i >
1=1 1<2 1<3
2>1 2=2 2<3
3>1 3>2 3=3

O

Q@ Vv O



Matrices particulieres

Matrice triangulaire

Inférieure
AeM,(K)

V(l,])l i<j, aij:O

L <] 70 0

3>1 3>2 3=3



Matrices particulieres

Matrice triangulaire

Supérieure

v(i,j)|i>], a;j=0
Inférieure

vl i<j  a;=0

detAd = 1_[ Aji
I=1.n



Matrices particulieres
c Ae M, (K)
 Matrice a diagonale dominante (>)

* Matrice a diagonale strictement dominante (>)

par ligne
la;l
n
>
- Zlaiﬂ
=1
i#j
la;;]
n
= Z|aij|
=1
i#j
la;;]
n
= Z:Ialﬂ
=1
i#j

par colonne
||
n
= Z|aii|
i=1
i#j
[
n
= Z|aij|
i=1
i£j
||
n
= Z|“ij|
i=1
Y i#j




Matrices particulieres

4 2 2 4 2 2
A=12 -5 2 B=1|2 -5 2
-1 2 6

La matrice A est a

La matrice B n’est pas a
diagonale dominante car

diagonale dominante car

4| = 2]+ |2
— 5/ = 2|+ |2 0] < |—1|+|2
6| = | —1] +[2]

Matrice a diagonale (strictement) dominante
est toujours inversible

detA+ 0



Matrices particulieres

Matrices semblables
« AABe M, (K)

* Deux matrices A, B sont dites semblables si
elles peuvent étre reliées par une
transformation de similitude :

IP.P~1=]|B=P1AP
e det(4) = det(B)
* trace(4) = trace(B)



Matrices semblables

Les matrices A=(8 (1)) et Bz((l) 8)

sont semblables, car

(8 (1))=P((1) 8)P‘1 ;avech((l) é)
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