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Chapitre
Fonctions homotopiques

L’homotopie étudier le probléme de déformation continue d’application. Elle est apparu
pour classifier plus faiblement que I'homotopie les éspaces topologiques :
X eT et Y eT trouvé. On constate alors que pour constater intuitivement que X et YV
géométriquement se sont pas de méme nature ce qui suit :
En x on fixe un point ¢, idem en y on fixe un point yp :
Si on considére une ficelle 7 qui commence et se termine en zy, 7' en Y cependent qui
commence et se termine en yy :
alors on a ce qui suit :
Toute ficelle v de X qui commence et se termine en xp puit étre contracter en zy tout en
restant dans X.
Par contre ils existent des ficelles 4" de Y qui commence et se termine en g, qui se pouvent

pas ce contracter en y, dans Y.
1.1 Homotopie des applications continues

On va étudier les déformations des applications continues. Considérons Top la catégorie

des espaces topologiques et des applications continues : X et Y deux objet de Top .

Définition 1.1.1. Deuwr morphismes f. g € Mory,, (X,Y) sont dit homotopes si et seule-
ment st on peut déformer continuement f pour oblenir g ou déformer g pour obtenir f.

Shéma intuitive :
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Chapitre 1 Fonctions homotopiques

1 F(z,to) f-------------1

Définition 1.1.2. On dire qu'un morphisme f € Morr,, (X.Y) est homotope & un mor-
phisme g € Mory,, (X.Y) et notera f ~ g (lie : f homotope a g) si et seulement s’il €ziste

une application continue :

F(z,0) = f(z)
F:Xx[0,1] —Y avec : Ve e X.

F(z,1) =g(z)

Théoréme 1.1.1. La relation " homotope" = relation d’homotopie, est une relation d’equi-

valence dans Mory,, (X.Y).

Preuve.

Reéfléxivité : Soit X, Y € objp,, fixé on considére les relations d’homotopie sur Mory,, (X.Y)

pour f € Morr,, (X.Y') considérons :

F:X x[0,1] —Y donné par: F(X,t)= f(z) Vtel0,1]
. F est continue et F'(X,0) = F(X,1) = f (x) done f ~ f.

Symétrique : Soit f, g € Morr,, (X,Y) et supposons :

F(z,0) = f(x)
f~g<=3F: X x (0,1 — Y continue telle que :
Fa,1) =g()
g
F (X,t)
T

considérons : G: X x [0,1] — Y ou G(z,t)=F(z,1—t)pourz e X;tel0,1]
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(G est continue et en plus :

Conséquence 1.1.1. g ~ [ donc 'homotopie est une relation symétrigue.

Transitivité : Soient f, g, h € More,, (X.Y) et supposons :

F(X,0) = f(#)
fr~g<+=3dF: X x[0,1] — Y continues avec :

F(X,1) =g(z)

g~h<+<=3G: X x[0,1] — Y continues avec :

Considérons le shéma :

s

1 h(x)
h(z
G (X,t) : (z)
‘ ‘ 1| GIX, T) ()
s Fx ) |f H(X.1)
0 9(x) |
4 — 0 f(z)
1 g(z)
F(X,t)
0 f(z)
F(X,2t) ugzg%
Conidérons : H: X x [0.1] — Y ou H (X.1)=
F(X,2t) %gzg 1



Chapitre 1 Fonctions homotopiques

i 1 1
F et G sont continues sur les intervalles [0, §] et [5 1| respectivement de plus si ¢t = 2

F(X,1) =G (X.0) = g(x) par conséquence H est continue de plus :

H(X,0) =F(X,0)= f(z)

H(X,1) =G(X,1)=h(x)

Conséquence 1.1.2. [ ~ h d’ou on déduit que la relation d’homotopie est transitive.

Conclusion 1.1.1. La relation d’homotopie sur Mory., (X.Y') est d’equivalence.

Conséquence 1.1.3. Pour tout couple d'objets X. Y de Top la relation d’homotopie par-
ticiance l'ensemble des morphismes de source X et de but Y en classes appelées classes
d’homotopie.

Ainsi la relation d’homotopie sur Morr,, (X,Y) classe les morphismes qui peuvent se définir

continuement Uun sur Uautre.

Notation
[f]
e Sife Morp,,(X.Y) la classe d’homotopie de f se sont :

f

e L’ensemble quotient Morr,, (X,Y) /. qui est donc I'ensemble des classes d’homotopies
est noté [X.Y]
Ainsi [X,Y] = {[f] f € Morre, (X.Y)}.

1.1.1 Construction d’une catégorie liée & I’homoptopie

Soit Top est la relation d’homotopie ci dessus définit considérons les classes suivantes :
1) Classe des objets de Top = éspace topologiques.
2) Si X, Y sont deux éspaces topologiques isomorphe, un morphisme de X dans Y sera un

élément de [ X, Y] autrement dit on considére pour morphisme les classes d’homotopies

des morphismes de Top.

Lemme 1.1.1. La dennée des 2 classes ci dessue détermine une catégorie notée [Top]| celle-
ci et associée d la relation d’homotopie.
A fin de prouver que [Top| est une catégorie il faut montre en évidence une loi de composition

de morphisme pour chaque objet de [Top|
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Remarque 1.1.1. 5i X et Y sont deur éspaces topologiques un morphisme de X dans Y

dans la classe des morphismes de [Top| est un ensemble de morphisme de Top tous homo-
topes entres une

i.e : Morpy, (X,Y)= [X,Y]= Morre, (X,Y) /~

i.e : Un morphisme de [Top| est un ensemble d’application continue homotope ente elle !!
Soient X, Y, Z trois éspaces topologiques :

[f]: X — Y etg|: Y — Z deux fleches données, considérons la relation

lglo[f] : X Y z ot [glo[fl=[gof] ot g €lg]. f €[f]
| t

e Montrons que cette composition est correctement définie c.a.d qu’elle est indépendante des

des choixz des morphismes dans les classes d’homotopies.

A cet effet considérons y', y" € [g] et f', [ €[fl<= [~ [" et g ~¢" donc :

F(X,0) =f'(z)
F: X x[0,1] — Y continue avec :

F(X,1) =f"(z)

et 3 G:Y x[0,1] — Z continue Considérons : H (X,t) : X x[0,1] — Y x[0,1] — Z
ou H(z,t)=G(F(z,t),t) Vxre X Vte|0,1].

H est correctement donnée car (z,t) € X x [0,1] = (F (x,1),t) € Y € [0,1] donc :

G (F (z.t).t) € Z.

Celle- ci est continue est :

'

H(z,0) = G(F(2,0),0) =G (f (z).0)

=g (f'(2))
=(g'of)(z)
| H(z,1)=G(F(z,1),1) =G(f"(2),1)
=g" (f"(z))
| = (9" o f") (2)
Conclusion 1.1.2. [¢'o f'] = [¢" o f"] = [g o f] par conséquent pour simplifier Uecriture et

la compréhension on pose : [g] o [f] = [g o f].
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I'

(lglo[f)oh=][gofloh ={[(gof)oh]

= [go (foh)

e Flle est associative = <

=[glo[foh]

= [g] o ([f] o [h])
e FEristance du morphisme identité : Soit X un éspace topologie considérons :

Hdx]: X — X ona [ldx]o[f]=[ldxc fl=][f] et [g]o[ldx]=[gc Idx]=[g]-

.

Jusque’a présent on a comparé les éspaces topologie c.d.d un ensemble X muni d’une géo-
mélrie grice d la notion d’homéomorphisme.
o Ainsi deuz objet X, Y (e.T) de Top sont isomorphe (homéomorphe)

4 [f: X — Y une application continue feog =Idy

— avec

d g:Y — X  une application continue gof =Idx
Grice d 'homotopie on va classer différent et plus faiblement.

Définition 1.1.3. Deux é€spaces topologiques X et Y sont dit de méme type homotopique ot

encore homotopes ot homotopiquement équivalent ssi ils éristent :

f:X — Y continue (morphisme de Top) fog~ Idy
avec

g:Y — X continue go [~ Idx

Remarque 1.1.2. On dit que c’est une classification faible par d rapport d la classification

topologique car : homéomorphe = homotope ;" =7 =" ~7

fogn~Idy [fogl = [Idy] [flolg] = [Idy]
e S5 donc donc

gofn~Idx lgofl = [ldx] lg] o [f] = [Zdx]

On dit alors que f est linverse homotopique de g ou g est l'inverse homotopique de f, on

dil également que [ et g sont homotopiquement inversible.

Proposition 1.1.1. La relation d homotopie dans la classe des éspaces topologiques est une

relation d’quivalence qui classe ainsi les €spaces topologique par homotopie.

1) Réfléxivité : Soit X un éspace topologique alors Idy : X — X est une homotope

de X dans X.



Chapitre 1 Fonctions homotopiques

2) Symétrique : Soit X et Y duex éspaces topologiques homotope X ~ Y c.4.d

3 f:X — Y continue fog~ Idy
et
3 g:Y — X continue go f ~ Idy
14 g: Y — X go [ = Idx
: et =Y ~X.
EI f d X — Y f o g o Idy

3) Transitivité : Soit X, Y, Z trois objets de la catégorie Top et supposons que X ~ Y

et Y ~ Z qui si que X et ¥ homotopes et Y et Z homotopes donc

34 f:X — Y continue fog~ Idy
et
d g:Y — X continue go f~Idy
d a:Y — Z continue aofd =lIdz
et
1 [:Z — Y continue Boa =Idy
Considérons :
(3 [a]o[f]: X Y Z
[ t
¢ = continue
1 [glelf]: 2 ¥ X
l t
\

Considérons leurs composition :

(xof)o(gofB): Z — Z.

(o flo(gofB)=ao(foglof~a~IdyoB=aof ~ Ildz.
d’autre part :

(goB)o(aof): X — X.

(goB)o(ao f)=go(Boa)of~goldyof=gofn~Ildx.

Conséquence 1.1.4. X ~ 2
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1.2 Espace contractile

Définition 1.2.1. Un éspace topologique X est dit contractile ssi tla a méme type d’homo-

topie qu’un point i.e (singleton) ssi X est homotope @ un singleton.

Remarque 1.2.1. Si X est un ensemble non reduit d un singleton, topologiqguement il ne
poura étre homéomorphe c.d.d de méme type lopologique q'un singleton cependant ils peuvent

étre homotopie c.d.d avoir le méme type homotopigue.

Proposition 1.2.1. Un éspace topologique X est contractile ssi ['application Idy est homo-

tope d une application constante.

1) Condition nécessaire : Supposons que X soit contractile donc par définition ils

éxistent

FaX —_— {.‘L‘g} fogr~ Id{mn}
telle que

q{_tg} — X go f~ Idx
alors :
gof: X L {z} & X

X — 39 — g(xp)

donc g o f est une application constante homotope a Idy i.e :

HHe2gef= E g 00 € jlui s X —2X par E gwy=olzs) YoeX.

2) Condition suffisante : Supposons que Idy : X — X homotope & une application

constante £ , : X — X, considérons les applications :

x 4 {x} {zg} & X
et

r — I Zg —  g(zp)

alors fog(z) =z = Idy (z) cad fog=ldyy,
et go f (E) = g(-ri_]) = E 0 (IE) c.ia.d go f = 6 T = Id;{_

X et xp ont méme type d’homotopie = X est contractile.

Proposition 1.2.2. Un éspace topologique X est contractile ssi toute application continue

f: X — Y est homolope d une application constante.

10



Chapitre 1 Fonctions homotopiques

1)

2)

Condition nécessaire : Supposons que X eqt contractile et f: X — Y une appli-

cation continue arbitrairement donnée, d’aprés la proposition précédente on sait qu'il
éxiste une application constante £ , : X — X qui est homotope & Idy : X — X

on a ainsi les homotopes suivantes :

¢

Fraf

4 et (1.1)

kfdxw € x,

donc d’aprés la contrabilité de la comoposition des applications et de la relation
d’homotopoie on déduit de (1.1) : foldxy ~ fo &€ ,, doi f ~ & ju, ol
E f(z0) : X — Y est I'application constante ot € ;o) = f (20)-

Condition suffisante : Supposons que toute application continue f : X — Y, en

particulier Idy : X — X elle sera homotope & une application constante donc X est

contractile.

Proposition 1.2.3. Un éspace topologique X est contractile sst toute application continue

f:Y — X est homotope d une application constante.

1)

2)

Condition nécessaire : Idem que précédent :

Jowe f Idxo f ~ E;Dof
done
IdXNE;'{: fNE;l'n

Condition suffisante : C’est praie pour tout f:Y — X en particulier pour

Idx : X — X.

Conséquence 1.2.1. Un éspace topologique X est contractile ssi f, g : Y — X deux

applications continues alors elles homotopes.

1)

Condition nécessaire : On a les homotopes suivantes :

11




Chapitre 1 Fonctions homotopiques

fosd f
=f=El,
Idx ~ € .,
et s Frrp
gy
=g= €4,
Idig~ E o

2) Condition suffisante : Si pour toutes paires d’applications continues f, g: Y — X

celle- ci sont homotopes en particulier, si I'une d’elle est une application constante,

ainsi de la proposition précedente on déduit que X est contractile.

1.2.1 Homotopie relative

Soient X, Y € objrop, €t Morre, (X,Y) :
Définition 1.2.2. On dit que deux morphismes f, g € Mory,, (X,Y) sont homotopes rela-
tivement ¢ A C X ssi :
1) f(a)=g(a) YaeA

2) Il éxiste : F: X x [0,1] —'Y continue, avec :

4

F(2,0) = f(a)

y F(z,1) =g(2)

F(a,t) = f(a)=g(a) V¥(a,t)e Ax][0,1]

\

Proposition 1.2.4. La relation d’homotopie relative est une relation d’equivalence.
Soient X. Y € objre, et A C X on considére I'homotopie relative modulo A
(par rapport 4 A).
1) Reéfléxivité : Soit f: X — Y alors évidament f(a) = f(a) Vae A et
F:Xx[0,1] —Y on F(X,t)=f(r) montre que f est homotope & f modulo A.
2) Symeétrique : Soient f, g: X — Y oun f et homotope 4 g relativement & A donc :

(1) fla)=g(a) YaecA

12



Chapitre 1 Fonctions homotopiques

,

F(X,0) = f(z)

(2) IF: X x [0,1] — Y avec: A F(X,1) =g(x)

{ F(a,t) = f(a) ¥(a,t) € Ax][0,1]

(3) Considérons G: X x [0,1] — Y ou G (z,t)=F(z,1—1t) alors:
8
G(X,0) =F(z,1)=g¢g(2)

G est continue et : ¢ G (X,1) = F(z,0) = f (2)

| G(at) =F(a,1-t)=f(a)=g(a)

<= g est relativement homotope 4 f modulo A.

3) Transitivité : Soient f, g, h € Mory,, (X,Y) avec f(a)=g(a)=h(a) Vaec A

et supposons que :
(1) f relativement homotopie & g modulo A
(2) g relativement homotopie 4 i modulo A

ils éxistent alors :

F(X,0) = f(x)
(1) F: X x[0,1] — Y continue - F(X.,1) =g(x)

\F(a,t) = f(a) V(a,t)e Ax|[0,]1]

4

G(X,0) =g(z)

(2) G: X x[0,1] — Y continue ¢ G (X,1) =h(z)

LG(a,t) =g(a) V(a,t)eAx]|0,1]

(3) Considérons : H : X x [0,1] — Y continue

f(x,2t) 0<t<

B3 =

H(X,t)=

G(X,2t—1) <t<l1

1

2
2 1

H est continue (t = 5 on trouve g (x))

13
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i

H(X,0) =F(X,1)= f(x)

H(X,1) =G(X,1)=h(x)
q = [(a) =g (a) =h(a)
H(a,t) =f(a,2t) 0<t<

B2 =

=G (a,2t —1) 2y |

B3| =

.

ainsi H (a,t) = f(a) =g(a) =h(a) V(a,t) € Ax[0,1] donc f est relative-

ment homotopie & h modilo A.

Conséquence 1.2.2. La relation d’homotopie relative (modulo A) partitionne Mory,, (X,Y)
en classe d’equivalence appeléés classes d’homotopies relatives
ainsi on a : g € [f] ( homotopie relative modulo A) <= [ relativement homotopie d g

(moduloA) note :f ~ g (mod A).

1.2.2 Retract et déformation

Restruction d’une application
Soit f: X — Y une application continue donnée et X, C X.

Deéfinition 1.2.3. On appelle restruction de f d X application notée :

f/xo (xo) = f(xo) Vxog € Xy dans ce cas [ s’appelle la prololongée de f/x, sur X. Le
probléme inverse qui est le probléme de l'eristance d'une prolongée est un des problémes
tmportant en mathématique celut n'a pas de solution globale jusqu’da ce jour c.d.d qu'un n'a
pas de répense d’existance de prolongée pour tous les probléme posés.

Le probléme d’existance de prolongée s’enonce ainsi :

Soit f: X — Y une application continue ou Xy C X, éxiste-il application continue

f: X —Y telle que : f/x,=f?

Le probléme d’existance se raméne d existance du diagrame suivant :

14
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3?7 f: X — Y,/fo ? = f ot i est l'injection canonigue .
Une classe importante ow le probléme d’existance de prolongée continue admel une solution

(répence) est la classe des relations.

Caractérisation de la classes des retractes dans Top

Deéfinition 1.2.4. Une partie X d’une e.T. X est appelée un retract de X ssi : il éxiste
une application continue T : X — Xy telle que : T o 7 = ldyx, ou 1 x, i Xop — X
est l'injection canonique ( i cx )

Définition 1.2.5. (définition équivalent)

Xg est un retaract de X ssi il éxiste un diagrame commutatif dans Top :

Xy — 2

X
Idy, T7

Xo

On constate que le diagrame du retractile ressemble celui Uexistance d’une prolongée.

Théoréme 1.2.1. Un sous éspace dun éspace topologique X est un retract de X ssi toute

application continue [ : Xo — X admet une prolongée continue sur X.

1) Condition nécessaire : Supposons que X est un retract de X et sait [ : Xy — X

une application continue.
On sait qu’il éxiste une application continue 7 : X — X; avee T o 1 = Idy,.

Considérons alors :

fOT:X Xﬁ X
L iy

Celle- ci est une application continue et c’est une prolongée de f car : Xy — xg
alors : f(Xo)=fo T (Xo)=fo T o 1 (Xo) = foIdx, (Xo) = f(Xo)

2) Condition suffisante : Supposons que toute application on admet une prolongée

considérons Idy, : Xog — Xy C X celle- ci est continue donc elle admet une pro-
longée T : X — X, donc d’aprés le diagrame de 'existance de prolongée on déduit

T ol = Idy, donc X est une retracte de X.

Remarque 1.2.2. 5i X est un retracte de X alors Uapplication T : X — X, qui vérifie

T o 1 = Idx, s’appelle retraction.

15
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Deéfinition 1.2.6. On dit qu'un s.e.T Xy d'un e.T X est un famille retracte de X ssi il
éziste une application continue T : X — Xo avec T o 1 ~ ldx, (T oi homotope d

Idy,)

Remarque 1.2.3. Toule retracte est forcement une famille retracte Uegalité implique Uho-
motopie.

La notion ci- dessue est une généralisation de la notion de retracte ou Uegalité se transforme
on homotopie peul on obtenir d’autre concept mathémalique par généralisation des notions
ci- dessues.

On termine la généralisation en faisanl appelle d Uhomotopie relative.

Définition 1.2.7. Un sous €space topologique Xy d’ un €space topologique X est appelés
un retracte par déformation de X ssi il éxiste une retraction T : X — Xy telle que
i o ~1Idy et T o ) ~ Idy, (mod Xy) la propriété : T o ) ~ Idy, (mod X;) a

Une sens

fla)=g(a) _
(rappel : f ~ g (mod A)) < aensenscar : T o 1 (xg) = ldx, (xo) ,

Vzy € X

Homotopie dans 'T‘c_)ﬁ

Soit 'T‘Eﬁ catégories des e.T pointés et des applications continues.

Définition 1.2.8. Deux morphismes f, g € Morr.,[(X, xo), (Y, yo)] sont dit homotope : ssi
il éxiste une application continue :

'

F(X.0) =f(x)

F (X x[0,1],{zo} x [0,1]) — (Y,yo) telle que : § F(X,1) =g(z)

t F(zg,t) =y Yte]|0,]1]
cette derniére égalité signifier F (xo, [0, 1]) = yo.

Proposition 1.2.5. La relation d’homotopie dans Mor «_ [(X,xo), (Y, yo)| est une relation
Top
d’quivalence elle partitionne Mory,,[(X, xo) , (Y. )| en classe d’homotopie notation :
Mor_»_ [(X,z0),(Y.y0)]/ ~ [(X. o), (Y. y0)]
Top ) )
On peut penser d linverser T et 1 pour considérer : 1T o T

16
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= Idy (1)
c.d.d AT : X — X, continue telle que : § 6T <

~ Idx (2)
st on veut généraliser d partire du (1) c.a.d

done dire a Xy est opérateur ssi il éxiste T : X — Xy continue avec 10T = Tdx.
Ce cas est triviale on effet egalité : 1oT =Idy = 1 bijection = 1 =Idx = Xo=X.
Cette généralisation ne conduit pas d une classe importante particuliére d’objets de top.

Cependant la second considération notion mathématique qui est la classe des déformalions.
Définition 1.2.9. On dit qu'un s.e.T X d'un éspace topologique X est une déformation de
X ssi il éxiste une application continue d : X — X telle que 7 o d ~ Tdy.
Généralisation par combinair sur des déffirents notions

Définition 1.2.10. Un sous €space topologique Xy d’ un e.T X est appelé retracte par

déformation de X ssi il ériste une retraction T telle que :

T o 1 = Idy,
10T ~Idy < 3T ;X—>Xﬂ<
1o T ~Idy
Deéfinition 1.2.11. Un s.e.T Xy d'un e.T.X est appelé un faible retracte par déformation
( -
d o1 ~Idy,
ssi il éxiste une application continue d.x—s Xg telle que : < et

L 1 od ~Idy
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