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Chapitre 1

Théories des files d’attente : Objets

combinatoires

Introduction

Les objets combinatoires liés aux files d’attente se référent aux structures et concepts ma-
thématiques qui peuvent étre utilisés pour modéliser, analyser et résoudre des problemes de
files d’attente. Les files d’attente, qui apparaissent souvent dans des systémes tels que les
centres de service, les réseaux informatiques, les systemes de communication, ou les trans-
ports, peuvent étre analysées a 'aide de la théorie des files d’attente (ou queueing theory).
Cette théorie utilise divers outils et objets combinatoires pour mieux comprendre leur com-

portement.

1.1 wvariables aléatoires

Une variable aléatoire (souvent notée X, Y, etc.) est une fonction qui associe un nombre
réel a chaque résultat d’une expérience aléatoire. Elle permet de quantifier les résultats d’ex-
périences incertaines et de les analyser mathématiquement. Il existe deux principaux types
de variables aléatoires :

Variable aléatoire discréte : Elle prend un nombre fini ou dénombrable de valeurs. Exemple :
Le nombre de clients qui arrivent dans une file d’attente en une heure.
Variable aléatoire continue : Elle peut prendre un nombre infini de valeurs dans un certain

intervalle. Exemple : Le temps d’attente avant qu'un client soit servi.

1.2 Lafonction de distribution cumulative (répartition) (FDC)

La fonction de distribution cumulative (répartition)décrit la probabilité qu'une variable

aléatoire prenne une valeur inférieure ou égale a une certaine valeur donnée. Elle donne la
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probabilité cumulative jusqu’a un certain seuil et est un outil essentiel pour comprendre la

distribution d’une variable aléatoire.

Définition 1.2.1. Soit X une variable aléatoire. La fonction de distribution cumulative Fx (x)est
définie comme :
Fx(x) = P(X < x). (1.1)

Elle a les propriétés suivantes :

— 0 < Fx(x) <1 pour tout x,

— Fx(x) est une fonction croissante,

— limy—, o Fx(x) = 0 et limy_, 4o Fx(x) = 1.

La fonction de distribution fournit une représentation compleéte de la probabilité que la

variable aléatoire prenne des valeurs dans des intervalles donnés.

Exemple

Considérons une variable aléatoire X qui prend les valeurs 1,2,3 avec des probabilités
P(X=1)=02 P(X=2)=0,5,et P(X =3) = 0,3. La fonction de distribution cumulative
Fx(x) est:

(0 six <1,
02 sil<x<2,
0,7 si2<x<3,

1 six > 3.

\

1.3 Fonction de densité de probabilité (FDP)

Pour une variable aléatoire continue, la probabilité que X prenne une valeur dans un

petit intervalle autour de x est donnée par la fonction de densité de probabilité fx(x).

Définition 1.3.1. La fonction de densité de probabilité d"une variable aléatoire continue X est
une fonction fx(x) telle que :

Pa< X <b)= /abfx(x) dx. (1.2)

Cela signifie que la probabilité que X prenne une valeur dans 'intervalle (a,b) est égale a I'aire
sous la courbe de fx(x) entre a et b.

La densité de probabilité fx(x) est une fonction qui permet de décrire la répartition des

probabilités pour une variable aléatoire continue. La relation entre la fonction de densité et la
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fonction de distribution est la suivante :
X
Fe(@) = [ (bt (1.3)

Propriétés

— Non-négativité : Pour toute valeur x,

fx(x) > 0. (1.4)

Cela reflete le fait qu'une probabilité ne peut pas étre négative.
— Normalisation : L'intégrale de la fonction de densité de probabilité sur 'ensemble de
la ligne réelle doit étre égalea 1:

/0; Fx(x)dx = 1. (1.5)

Cette propriété assure que la somme des probabilités sur toutes les valeurs possibles
de la variable aléatoire est égale a 1.

Utilisation

En matiere de file d’attente, on utilise la FDP pour modéliser les temps d’attente ou les
intervalles entre les arrivées.

Exemple

Si X est une variable aléatoire suivant une loi normale avec une moyenne y = 0 et une

variance 02 = 1, alors sa fonction de densité est :

N

1 x
x) = e 2, x€eR.

La probabilité que X prenne une valeur entre —1 et 1 est donnée par :

11 g
P(-1<X<1)= / e~ dx ~ 0,6827.

—-1+/271
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FIGURE 1.1 - Loi Normale et Exponentielle.

Résumé des Lois de Probabilité

Loi Densité / Probabilité
(x—p)”
: : _ 1 -
Loi Normale (Gaussienne) fx(x) = wrraa
Loi Exponentielle fx(x) = Ae™™*, pourx >0
Loi Uniforme fx(x) = bklfai poura <x <b
Loi de Poisson P(X =k) = )%, pourk=0,1,2,...
Loi Binomiale P(X=k) ={pra-pr* pourk=01,...,n
Loi Gamma fx(x) = %, pour x > 0
Loi Géométrique P(X=k)=(1—-p),1p, pourk=1,23,...

— Loi de Poisson : Modélise le nombre d’événements dans un intervalle de temps donné.

— Loi Normale (Gaussienne) : Distribution continue caractérisée par sa moyenne y et sa
variance o.

— Loi Géométrique : Modélise le nombre d’essais nécessaires avant de réussir pour la
premiére fois.

— Loi Gamma : Modélise les sommes de variables aléatoires exponentielles.

— Loi Binomial : Modélise le nombre de succés dans n essais indépendants avec proba-
bilité de succes p.

— Loi Uniforme : Tous les résultats dans l'intervalle [a, b] ont la méme probabilité.

— Loi Exponentielle : Utilisée pour modéliser le temps d’attente entre des événements.

1.4 Espérance mathématique (moyenne)

L’espérance d’une variable aléatoire X, notée [E[X] ou E(X), est une mesure de la "valeur

moyenne" de X si l’expérience était répétée de nombreuses fois.
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— Pour une variable discréte X, 'espérance est donnée par :

E[X] =) x-P(X =1x),

ol la somme est prise sur toutes les valeurs possibles de X.

— Pour une variable continue, I'espérance est donnée par :

E[X] = /Jroox - fx(x)dx.

—00

Exemple

Si X est une variable aléatoire représentant le lancer d"un dé a six faces, ses valeurs pos-
sibles sont 1,2, 3,4, 5, 6 avec des probabilités égales P(X = k) = %. L’espérance de X est :

6
1 142 4
E[X) = } k- & - + +346r +5+6 _ 4
k=1

1.5 Variance et écart-type

La variance d’une variable aléatoire X, notée Var(X), mesure la dispersion des valeurs de
X par rapport a son espérance. Elle est définie comme l'espérance du carré de I'écart entre X

et son espérance :
Var(X) = E[(X — E[X])?].

Une formule équivalente souvent utilisée est :
Var(X) = E[X?] — (E[X])%

Exemple

Considérons une variable aléatoire X qui prend les valeurs 1 avec une probabilité 0,2 et 4
avec une probabilité 0,8. Son espérance est :

E[X]=1-02+4-0,8=34.
La variance de X est :

Var(X) = E[X?] — (E[X])? = (12-0,2 +4%-0,8) — 3,4 = 1,04.
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1.6 Loi uniforme

our une variable aléatoire continue X suivant une loi uniforme sur l'intervalle |a, b,
P ble aléat t X t 1 f I'int 11 b

chaque valeur dans cet intervalle a la méme probabilité d’occurrence. Sa densité de probabi-

lité est : 1
L'espérance est E[X] = %3? et la variance est Var(X) = (bIza £

1.7 Loi exponentielle

La loi exponentielle est utilisée pour modéliser le temps d’attente entre des événements
qui se produisent de maniere aléatoire et indépendante, a un taux constant. Si T représente
le temps d’attente entre deux événements, alors T suit une loi exponentielle de parametre A,

avec la fonction de densité de probabilité (f.d.p) donnée par :

fy=reM, t>0

ou A > 0 est le parametre de la loi exponentielle et représente le taux d’événements par unité

de temps.

Propriétés de la loi exponentielle

— Fonction de répartition (F.d.r) : La fonction de répartition F(t), qui donne la probabilité

que le temps d’attente soit inférieur ou égal a t, est :
Ft) =P(T<t)=1—-e™M, t>0

— Espérance (temps moyen d’attente) : L'espérance E(T), c’est-a-dire le temps moyen

d’attente entre deux événements, est donnée par :

— Mémoire sans mémoire : Une des propriétés essentielles de la loi exponentielle est
qu’elle est sans mémoire. Cela signifie que pour tout t > 0 et s > 0, la probabilité
que l'événement se produise apres un temps t + s sachant qu’il ne s’est pas produit
pendant f est donnée par :

P(T>t+s|T>t)=P(T>s)=e "

Cela montre que la probabilité ne dépend pas du temps écoulé, uniquement de la

durée restante s.
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Exemples d’application

1. Systémes de files d’attente : Dans un systeme M/M/1, les temps d’arrivée des clients

et les temps de service suivent souvent une loi exponentielle.

2. Temps entre les pannes : La loi exponentielle est couramment utilisée pour modéliser
le temps entre les pannes d"une machine, lorsque les pannes surviennent de maniere

aléatoire.

3. Télécommunications : En télécommunications, le temps entre l'arrivée de deux pa-

quets de données sur un serveur ou routeur suit souvent une loi exponentielle.

Exemple sur la Loi Exponentielle

Dans cet exercice, nous allons étudier le temps d’arrivée entre deux clients dans une
banque, modélisé par une loi exponentielle de paramétre A = 3 clients par heure. Cela si-

gnifie que le temps T entre deux arrivées suit une loi exponentielle de densité :
f(t)y=reM=3e3% t>0

ol t est le temps en heures.
1. Probabilité qu'un client arrive dans les 10 premieres minutes :

Les 10 premieres minutes correspondent a % = % d’heure. Nous cherchons donc la

probabilité que le temps d’attente T soit inférieur ou égal a %.

La fonction de répartition pour la loi exponentielle est donnée par :
F(t) =P(T<t)=1—¢M
Substituons A = 3 et t = % :

P(T<-)=1-—¢36=1-—¢"05 =03935

o\ =

2. Probabilité qu'un client arrive apres plus de 30 minutes :
Les 30 minutes correspondent & 25 = 0.5 heures. Nous cherchons donc la probabilité
que le temps d’attente T soit supérieur a 0.5.
Puisque P(T >t) =1—P(T <t),ona:

P(T > 0.5) = e 3%9% = o715 = 0.2231

3. Temps moyen d’attente entre deux arrivées :

L’espérance de la loi exponentielle est donnée par :

E(T) = — = 0.3333 heures

S,
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FIGURE 1.2 - La densité et la répartition de Loi exponentielle.

1.8 Loi de Poisson

La loi de Poisson est utilisée pour modéliser le nombre d’événements se produisant dans
un temps fixe f ou un espace fixe, a un taux moyen constant A. Ce parametre A représente le
nombre moyen d'événements se produisant pendant l'intervalle considéré.

Si N(t) représente le nombre d’événements se produisant dans l'intervalle de temps ¢,

alors la probabilité d’observer exactement n événements est donnée par :

At Yle—)tt
P(N(H =) = M
n!
— A est le taux d’occurrence moyen par unité de temps,
— n est le nombre d’événements observés,
— test l'intervalle de temps observé.

Preuve de la Loi de Poisson

— Soit A le taux moyen d’événements par unité de temps. Nous voulons prouver que le
nombre d’événements N(t) dans un intervalle de temps ¢ suit la loi de Poisson.

— Divisons l'intervalle de temps t en 1 sous-intervalles de longueur At = L. On suppose
que n est suffisamment grand et que At est suffisamment petit.

— La probabilité qu'un événement se produise dans un sous-intervalle At est approxi-

mativement AAfL.
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— La probabilité qu’aucun événement ne se produise dans cet intervalle est alors P(0) =
1— AAt.
— Pour de tres petits At (i.e., lorsque At — 0), nous pouvons utiliser 'approximation
suivante :
P(0) = e Mt~ 1 — AAL

— Pour un intervalle de temps t, la probabilité qu’il y ait k événements dans n sous-

intervalles peut étre modélisée comme suit :

P(N(t) = k) = (Z) P(1)kP(0)"*

ot P(1) est la probabilité qu'un événement se produise dans un sous-intervalle. En

utilisant notre approximation :
P(1) = AAt et P(0) = e M
— En substituant les valeurs dans 1’équation précédente :

|
n. '()LAt)k(e_AAt)n

PN() = k) = ™y

En prenant la limite lorsque n — oo (et donc At — 0 et nAt = t), on obtient :

ke—/\t
PIN(t) = k) ~ %

— La probabilité P(N(t) = k) suit donc la loi de Poisson :

ke—/\t
P(N(t) = k) = W)T

Interprétation

La loi de Poisson est donc obtenue en modélisant un processus d’événements indépen-
dants a un taux constant. Cette approche mathématique nous permet de caractériser les évé-
nements aléatoires dans des systemes tels que les files d’attente, les appels téléphoniques, et

d’autres domaines ot des événements se produisent dans un intervalle de temps donné.

1.8.1 Conditions d’application de la loi de Poisson

La loi de Poisson est utilisée lorsque les conditions suivantes sont respectées :
— Les événements sont indépendants les uns des autres (c’est-a-dire qu'un événement
n’influence pas 1’occurrence des autres).

— Le taux d’arrivée A est constant sur l'intervalle de temps ou d’espace observé.
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— Deux événements ne peuvent pas se produire exactement en méme temps (événements
discrets).
— L'occurrence d'un événement dans une petite période de temps est proportionnelle a

la longueur de cette période.

1.8.2 Propriétés de la loi de Poisson

1. La moyenne ou espérance mathématique d’une variable aléatoire suivant une loi de

Poisson est égale au parametre A :

E[X] = A.

2. La variance d’une variable suivant une loi de Poisson est également égale a A. Cela
signifie que la loi de Poisson présente une propriété particuliere ott la moyenne et la

variance sont égales :

Var(X) = A.

3. Si X; ~ Poisson(Aq) et X, ~ Poisson(A;) sont deux variables indépendantes suivant
des lois de Poisson, alors leur somme X; + X5 suit une loi de Poisson de parametre
A+ Ay

X1 + Xy ~ Poisson(Aq + Ay).

1.8.3 Exemple : Modélisation des appels téléphoniques

Un centre d’appel recoit en moyenne 10 appels par minute. Si I’'on veut savoir quelle est
la probabilité de recevoir exactement 8 appels dans la prochaine minute, on peut utiliser la
loi de Poisson avec A = 10 (nombre moyen d’appels par minute). La probabilité de recevoir
exactement 8 appels est donnée par :

86_10
P(N =8) = %.

1.8.4 Exemple : Modélisation des files d"attente

Dans les systemes de files d’attente (par exemple, dans un supermarché ou un centre de
service), le nombre de clients arrivant pendant une période fixe peut étre modélisé par une
loi de Poisson. Cela permet d’optimiser le nombre de serveurs nécessaires pour répondre a

la demande de maniére efficace.
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