Suites de composition

Dans ce chapitre, nous démontrons le théoréme de Jordan- Holder
et nous introduisons deux classes importantes de groupes : celle
des groupes résolubles et celle des groupes nilpotents. Toute cette étude
repose sur la notion de suite de composttion.

1 — Théoréme de Jordan-Holder

A | Suites de composition
Nous désignons par G un groupe quelconque.

Définition (7.1) : On appellera suite de composition de G toute
chaine finie de sous-groupes G, (0 <i<n, neN’), du type :
G=G>G;2>...2G,2G;;,2...2G, = () (1)

C

dans laquelle on a G,,, < G;, quel que soit i (0<i<n—1).
- = Gi.l-l - -
sition et n est sa longueur (n = nombre des quotients de la suite).

Si, dans (1), ona G, # G,,,, quel quesoiti (0<i<n—1),
on dit que la suite de composition est strictement décroissante.

Les groupes sont appelés quotients de la suite de compo-



Remarque (7.2) :

12 Une suite de composition, selon la définition (7.1), est
appelée par certains auteurs : « suite normale ». Nous avons
préféré réserver cette derniére appellation aux suites de compo-
sition telles que chaque G; est normal dans G (définition (7.24)).

20 Tout groupe G a au moins une suite de composition :

G = (e).

3¢ Une généralisation de la définition (7.1) est la suivante :

Définition (7.3) : H étant un sous-groupe de G, on appellera
suite de composition de G vers H toute chaine finie de sous-groupes H;
(0<ign neN’), de la forme :

G=H, 2 H, BERER.P..aH,=H i)
dans laquelle, pour tout 7 (0 <i<n—1), ona H,, < H,.
Les =
H; .y

Définitions (7.4) : Soient T et 2’ deux suites de composition de G :

sont les quotients de la suite et n est sa longueur.

X : G=G,2G,>...2G, = (¢)
x G=K,z2K,; > > K, = (2.

1 On dit que X’ est un raffinement de %, si p > n et sila suite X
est extraite de %'; clest-a-dire s'il existe » entiers positifs :
Jo< 1< oo < ju< p telsque,pourtoutz (0<i<n),GG=K
On pourra alors écrire : X = 2"

S’il existe un entier j €{0, 1, ..., p} tel que K;# G;, quel
que soit 7 (0 < ¢ < n), on dit quc ’ est un raffinement propre de X;
dans ce cas, on a nécessairement p > n et on écrira XCJX".

20 On dit que les suites de compositions X ct X’ sont équi-
valentes, si n = p et s’il existe une pcrmutation ¢ des entiers 0,

1, 2, ..., n—1, telle que, pour tout z (0<i<n—1) :
Gi ~ K‘am
Gis ™ K

i+ oli)+1

On exprimera 1’équivalence des deux suites de composition
par la notation : X ~ 2.



Remarque (7.5) : Toute suite extraite d’une suite de compo-
sition telle que X’ n’est pas, en général, une suite de composition;
car, pour [ >j -+ 1, on n’a pas nécessairement K, < K;.

Tutorime (7.6) (Schreier (V). Soient %, et Ty deux suifes de
composition d’un groupe G ; il existe alors deux suites de compositions x,
et X, de G telles que :

DX, el e I ~L.

La démonstration de ce théoréme s’appuie surle lemme suivant :
PP

Lemve (7.7) (Zassenhaus (2)). Soient H, H', K et K’ des
sous-groupes de G tels que H' <H et K’ <K; on a alors :

H'(HNnK')<H'(HNK), K(HnK)<K'HnK) (3)

; H'(HNnK) K'(HnK) g

‘ H'(H nK) = K (I nK) (%)

Preuve : Des propriétés des sous-groupes normaux (chap. IV)
on déduit les résultats suivants :

K'adK > HNK'<HNK
et H<H=>HnNnK<HnK,
dott H'(HNK')aH(HNEK) et K'(H' nK)<K'(HNK),

ainsi que :
(HnK)(H nK)<HnK.

Pour démontrer (4), on va prouver que chacun des quotients

de cette relation est i he 2 i I
e cette relation est 1ISomorpne (HnK)(H n K); pour cela,

considérons la correspondance :
HnNnK
(H n K')(H n K)
Xy
xeH’, ye H N K etyestlaclasse de ymodulo (HnK')(H' N K).

o: H'(H nK) -

(1) O. Schreier, mathématicien allemand (1901-1929).
(2) H.]J. Zassenhaus, mathématicien américain, d’origine allemande (lemme publié
en 1934 [77]).



Vérifions que ¢ est une application : supposons x' e H',

—1

Y eHNK tels que 'y = xy; on a alors ¥ *x" = ', donc
W leH NnK et par suite 3 =73"; dott ¢(x' ) = o(xp).

La définition de ¢ implique sa surjectivité. D’autre part, ¢ est
un morphisme de groupes :

Soient x, " dans H' et 3, 3 dans H N K,

'y =8y 'y et (H<H,yeH) =’y 'eH;
en posant x;, = a3~ ' on a ax' Yy = xx; p, dou
o(vx' y) = g(am ) =" =35

par suite, @(x2’y") = ¢(xy) @(x"y).
Déterminons Ker ¢ : soient x e H, y e H n K,

xpeKerg <« ye(HnK)H nK)

dou Kero =H'(HNK’), car H nK < H".
En appliquant le 1¢f théoréme d’isomorphisme, on obtient :

H'HNK) HNK .
H'(HNK') ~ (HnK)(H nK) (5)

De 1 ‘mbme & et il S
€ lJa meme lagon, on montrerait que K'(H' P K) est 1so-

morphe au second quotient de la relation (5), d’out le lemme.

Démonstration du théoréme (7.6) de Schreier
Soient :

2, G=0G,2 G 2 :.. 2 G, = (&)
H

Quels que soient 7 (1 <i<n) etj (1 <i<p), posons :
Gy =G(G_,nH,) e H;=H,H,;_,nG) (6)

Les Gy; sont des sous-groupes de G, car on a G;<G,_, et
G;_, nH; < G,_,; il en est de méme pour les H

i %"



Ona G, = G,, H,, = H; et quels que soient z (I < i < n)
etj (1<j<p)

G, _,2G,2G,2...2G, =G (7)

H;_,>H,>Hp> ... > H;, = H, (8)
on remarque que l'on peut écrire G;_, = G;, et H; , = Hy
et, compte tenu du lemme (7.7) de Zassenhaus, on a

Gy; <Gy ymry  Hu<Hg, (9)
et Ga:l = HI{'I;_—‘ (10)

Soit 3 la chaine décroissante de sous-groupes de G, obtenue
a partir de 3, en intercalant entre G;_, et G; les sous-groupes G,
(1 <j<p) comme dans (7), pour tout i tel que 1< t < n;
d’aprés (9), E; est une suite de composition de G, sa longueur
est np et c’est un raffinement de ;.

On construit de méme un raffinement X, de Z, en intercalant
entre H; _, et H, les sous-groupes Hy; (1 < ¢ < n), comme dans (8);
¥, est aussi de longueur np.

X! et 3 sont donc de méme longueur et, compte tenu de (10),
on a X, ~ X,.

B / Théoréme de Jordan-Holder (3)

Définition (7.8) : Une suite de composition d’un groupe G
sera appelée suite de Jordan-Hilder si tous les quotients de la suite
sont des groupes simples. Cette appellation sera justifiée par le
théoréme (7.12) de Jordan-Holder.

Proposrrion (7.9). Une suite de composition de G est une suite
de Jordan-Hilder si et seulement si elle est strictement décroissante et
n’admet aucun raffinement propre.

Preuve : Soit
% G=G,2G,2...2G2G,,>2 ... 2G, = (o).

(3) C.-M. Jordan, mathématicien frangais (1838-1922) ; O. Holder, mathématicien
allemand (1859-1937).



G,

é_;l simple < G, , # G; et G;,, normal maximal dans G,
i

d’aprés Ja proposition (4.52). Cette derniére condition est équi-
valente & : quel que soit ¢ (0 <7< n—1), il n'existe aucun
sous-groupe H tel que G; > H > G,_, et H < G;, d’ott le résultat

énoncé.

Remarques (7.10) :

10 Si X est une suite de Jordan-Hélder de G alors toute suite
de composition X’ équivalente 2 X est encore une suite de Jordan-
Holder de G.

En effet, tout quotient de X’ est isomorphe & un quotient
de %, donc il est simple.

20 Tout groupe n’admet pas nécessairement une suite de
Jordan-Hoélder. Par exemple, Z r’admet pas de suite de Jordan-
Holder. En eflet, si on considére une suite de composition stricte-
ment décroissante de Z :

Z>khZ>kZ>...>k Z> (0 (11)

on peut toujours construire un raffinement propre de (11) en
intercalant, par exemple, 2k, Z entre &, Z et (0).

Nous montrons que tout groupe fini a une suite de Jordan-
Holder, mais il existe des groupes infinis qui ont une suite de
Jordan-Holder (exercice 5, chap. VII).

Notons cependant qu’un groupe abélien n’a une suite de Jordan-
Hilder que s’tl est fini et diflérent de (e).

En effet, supposons qu’un groupc abélien G ait une suite de
Jordan-Hélder :

G =06, >G> . 6= [e].

Tous les quotients de la suite sont abéliens simples, donc ils
sont cycliques d’ordre premier (proposition (4.9)).

Pour tout ¢ (0<i<n—1) posons p, = [G;: G ], les p,
sont des nombres premiers et

[G:G,] = |GI =fPoby -+ Pn—r>

donc G est fini.

39 Tout groupe simple G admet une unique suite de compo-
sition strictement décroissante, qui est une suite de Jordan-Holder :
G =G; > Gy = (o).



ProrosrrioN (7.11). Tout groupe fini G # (¢) admet une suite
de [Jordan-Holder.

Preuve : Soit un groupe fini G # (¢). Un groupe simple ayant
une suite de Jordan-Holder, on suppose G non simple. Soit 3
Pensemble des sous-groupes propres normaux de G; cet ensemble
est non vide et fini, car G est fini. Toute chaine strictement crois-
sante de sous-groupes de G appartenant a 5 est donc finie, par

G

suite ¥ contient au moins un élément maximal H;; donc H
est simple. !

Si H, est simple, alors G > H; > (¢) est une suite de Jordan-
Holder de G.

Si H, n’cst pas simple, on considére ’ensemble non vide et
fini #; des sous-groupes propres et normaux de H;. Le raison-
nement vu plus haut montre que 2#; contient au moins un élément

H, B it
_1:[; est ssmple.

Si H, est simple, alors G > H; > Hy; > (¢) est une suite de
Jordan-Hélder, sinon on réitére la méthode précédente. Le nombre
des sous-groupes de G étant fini, nécessairement, au bout d’un
nombre fini, %k, d’opérations on obtient un sous-groupe H, simple

de G tel que :
G>H,.>H,>»...>»H,.,>H, > (g

maximal H,, donc

est une suite de Jordan-Hélder de G.

TuéoriME (7.12) (Jordan-Hélder). FEtant donné un groupe G
admelttant une suite de Jordan-Hilder, alors :

10 toute suite de composition strictement décroissante de G admet un raf-
finement qui est une suite de Jordan-Holder ;
29 deux suites de [ordan-Holder quelconques de G sont équivalentes.

Prevve :

lo Par hypothése, G admet une suite de Jordan-Holder que
nous notons X,.

Soit, d’autre part, X une suite de composition strictement décrois-
sante de G. D’aprés le théoréme de Schreier, X et X, admettant des



raffinements équivalents, 2’ et X, respectivement. Mais ,;, n’ayant
pas de raffinement propre, X, est identique 2 %,, d’ott T’ ~ 2,
et £’ est donc une suite de Jordan-Hélder (remarque (7.10) 1°).

20 Compte tenu des notations précédentes, si X est aussi une
suite de Jordan-Hélder de G, alors le raffinement X' de X est
identique a X, d’'ot X ~ Z,.

Remarques (7.13) :

10 Dans le cas des groupes finis, on peut démontrer directement
le théoréme de Jordan-Hélder, sans utiliser le lemme de Zassenhaus,
ni le théoréme de Schreier [41].

3¢ D’aprés le théoréme (7.12), pour un groupe G admettant
une suite de Jordan-Holder, deux telles suites quelconques ont la
méme longueur.

Définition (7.14)

a) un groupe G admettant une suite de Jordan-Hélder de lon-
gueur n est dit de longueur finie n;

b) un groupe G # (¢) n’admettant pas de suite de Jordan-Holder
est dit de longueur infinie;

¢) G = (¢) sera, par convention, de longueur 0.

Remarque (7.15) : Un groupe est simple si et sculement s’il est
de longucur 1.
Exemples (7.16) : Pour le groupe symétrique S,,
Sy > Ay > () (12)

est une suite de composition, mais ce n’est pas une suite de Jordan-
Holder, car A, n’est pas simple.

D’aprés les résultats des exercices 9 et 10 (chap. 1V),
K ={e (1,2)(3,4), (1, 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3)} est normal dans A,
et H=1{e¢ (1,2)(3,4)} est normal dans K, on en déduit un
raffinement de (12) :

Si> A, >K>H> (o) (13)
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Sy A, K )

tel que o (E) = 2, a(—g) = 3, o(—H) =2 et o(H) = 2;
donc (13) est une suite de Jordan-Holder et S est un groupe de

longueur 4.
Par contre, A, étant simple (exercice 6, chap. V), S5 > A; > (¢)
est une suite de Jordan-Hélder et Sy est un groupe de longueur 2.

ProrosiTioN (7.17). Seit H < G, alors :

G : .
(H el 0 sont de longueur ﬁme) = G est de longueur fime

_ G
el long(G) = long(H) 4 long (ﬁ)
Preuve : Soit
H=H,>H,> ... >H,_,>H, = (e

une suite de Jordan-Hélder de H

& 6, G G ; 6
E-B R > H Cu- @

et

G
une suite de Jordan-Holder de H

G G,
Eldﬁ < G;,,<G;, dans G.

D’autre part, pour tout 7 (0<i<s-—1), ona

G

0 ~ Gs , donc est simple;
Gi 1 G§+1 G-i+1

H

de plus G, = H, par suite,
G=G,>G,>...>G,_,>H>H,>... > H, = (¢

est une suite de Jordan-Hélder de G et sa longueur est 7 4 s.



Prorosirion (7.18). Quel que soit le nombre premier p, tout
p-groupe fini G, d’ordre p", est de longueur n et tous les quolients d’une suite
de Jordan-Hilder de G sont d’ordre p.

Preuve -

— s1 n=1, la propriété est vérifiée (voir remarques (7.10)
et (7.18));

— supposons n > I;

— sl le groupe G est abélien, d’apres le 1€T théoréme de Sylow, il
existe un sous-groupe G; de G, d’ordre p"?;

G
G abélien = G; <G et o (-——) =
Gy

De méme G; étant abélien d’ordre p" ', il existe un sous-

groupe G, de G,, d’ordre p"* et tel que o (gj) = p.
2

Ainsi, de proche en proche on construit une suite de composition
strictement décroissante de G, de longueur z (car o(G,) = p° = 1),
telle que chacun de ses quotients est d’ordre p, donc simple.

— Supposons G non abélien et raisonnons par récurrence sur z;
Z(G) étant lc centre de G, d’aprés le théoréme (5.27), on a
Z(G) # (¢), donc o(Z(G)) = p* avec 1 < k< n—1. Soit ¥ un
élément d’ordre p de Z(G); x existe d’apres le théoréeme de Sylow.
Posons H = {x).

H<Z(G) > H<G (exemple (4.12) 30)
G
ofH) =p =0 (ﬁ) =P,

G
Compte tenu de ’hypotheése de récurrence, 5 est un groupe de

longueur n—1 et tous les quotients d’une suite de Jordan-
G
Holder de g sont d’ordre p.
D’autre part, H est d’ordre p, donc H est de longueur 1;
d’aprés la proposition (7.17), G est de longueur n.
De plus, la démonstration de la proposition (7. 17) montre que,



.G _G Guos - Cuos _

s g>g > o > —i'_ll?‘ = 7] (¢) est une suite de Jordan-
G
Hoélder de 0 alors :
G Gy v 3G >H (e (14)

est une suite de Jordan-Hélder de G; on en déduit que tous les
quotients de cette suite sont d’ordre p.

CorOLLAIRE (7.19). Tout p-groupe fini d’ordre p* a au moins un
sous-groupe maximal normal d’ordre p"~'.

G
En effet, dans (14), on a G; <G ct 0(5) — p premicr,
1
donc G, est maximal dans G (proposition (4.54)).

Remarque (7.20) :

1o Si un groupe infini G est de longueur finie, alors un sous-
groupe de G n’est pas nécessairement de longueur finie (exer-
cice 5, chap. VII).

20 G et G’ étant deux groupes, on voit aisément que

G ~ G’ = long(G) = long(G"),

mais la réciproque est fausse.
Par exemple, d’aprés la proposition (7. 18), les groupes d’ordre 4,
C, et Cy X C; sont de longueur 2, mais ils ne sont pas isomorphes.



