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Introduction

Introduction

L'origine de la méthode remonte aux années 1940, pendant la Seconde Guerre
mondiale, lorsque des scientifiques travaillant sur le projet Manhattan(fabrication
de la bombe atomique), notamment Stanislaw Ulam et John von Neumann,
cherchaient des moyens de simuler le comportement des neutrons dans les
réactions en chaine des réacteurs nucléaires.
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Introduction

Introduction

L'origine de la méthode remonte aux années 1940, pendant la Seconde Guerre
mondiale, lorsque des scientifiques travaillant sur le projet Manhattan(fabrication
de la bombe atomique), notamment Stanislaw Ulam et John von Neumann,
cherchaient des moyens de simuler le comportement des neutrons dans les
réactions en chaine des réacteurs nucléaires.

Ils ont en particulier utilisé ces méthodes probabilistes pour résoudre des équations
aux dérivées partielles dans le cadre de la Monte-Carlo N-Particle transport.
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Introduction

Introduction

L'origine de la méthode remonte aux années 1940, pendant la Seconde Guerre
mondiale, lorsque des scientifiques travaillant sur le projet Manhattan(fabrication
de la bombe atomique), notamment Stanislaw Ulam et John von Neumann,
cherchaient des moyens de simuler le comportement des neutrons dans les
réactions en chaine des réacteurs nucléaires.

Ils ont en particulier utilisé ces méthodes probabilistes pour résoudre des équations
aux dérivées partielles dans le cadre de la Monte-Carlo N-Particle transport.

Cette approche a révélé des similitudes avec les jeux de hasard pratiqués au casino
Monte Carlo (Monaco), ol les résultats dépendent également du hasard. Le nom de
ces méthodes, a été inventé en 1947 par Nicholas Metropolis, et apparait pour la
premiére fois en 1949 dans un article coécrit avec Stanislaw Ulam.
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Introduction

Introduction

La méthode de Monte-Carlo est une technique de simulation et d’approximation
numeérique utilisée pour résoudre des probléme complexe en utilisant des procédés
aléatoires. Cette méthode est basée sur le principe de I'échantillonnage aléatoire et
de la répétition des simulations pour obtenir des estimations précises. Elle permet
de modéliser des phénomeéenes complexes en utilisant des calculs probabilistes, ce
qui la rend tres flexible et puissante pour résoudre une grande variété de problemes.
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Introduction

Introduction

La méthode de Monte-Carlo est une technique de simulation et d’approximation
numeérique utilisée pour résoudre des probléme complexe en utilisant des procédés
aléatoires. Cette méthode est basée sur le principe de I'échantillonnage aléatoire et
de la répétition des simulations pour obtenir des estimations précises. Elle permet
de modéliser des phénomeéenes complexes en utilisant des calculs probabilistes, ce
qui la rend tres flexible et puissante pour résoudre une grande variété de problemes.
Les méthodes de Monte-Carlo sont particulierement utilisées pour calculer des
intégrales en dimensions plus grandes que 1 (en particulier, pour calculer des
surfaces, des volumes, etc.) Elle est aussi utilisée dans de nombreux domaines tels
que la finance, la physique, la biologie, I'ingénierie, etc. Pour chacun de ces
probléme, on effectue un grand nombre de tirages aléatoires dans les distributions
de probabilité déterminées précédemment afin de calculer le résultat désiré.
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Estimer I'aire d’'une surface ou d’un volume

Une grande catégorie de problémes pouvant se résoudre par I'approche de
Monte-Carlo est celle de I'estimation de I'aire d’une surface ou plus généralement
d’un volume en dimension quelconque.
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Estimer I'aire d’'une surface ou d’un volume y\
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Estimer I'aire d’'une surface ou d’un volume

Une grande catégorie de problémes pouvant se résoudre par I'approche de
Monte-Carlo est celle de I'estimation de I'aire d’une surface ou plus généralement
d’un volume en dimension quelconque.

Le principe général consiste a générer des points uniformément au hasard dans une
zone bornée mais assez large pour contenir la surface ou le volume a estimer.
Ensuite, il suffit de compter le nombre de points tombant dans la surface ou le
volume et de diviser par le nombre total de points générés pour estimer l'aire ou le
volume. )
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Détermination de la superficie d'un lac

Détermination de la superficie d'un lac

Cet exemple est un classique en vulgarisation de la méthode de Monte-Carlo que en
trouve dans tous les manuelle.

Soit une terrain rectangulaire ou carrée dont la surface ST connue. Au sein de cette
aire se trouve un lac dont la superficie SL est inconnue. Grace aux mesures des cotés
de la zone, on connait I'aire du rectangle.

V.
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Détermination de la superficie d'un lac

Détermination de la superficie d'un lac

Cet exemple est un classique en vulgarisation de la méthode de Monte-Carlo que en
trouve dans tous les manuelle.

Soit une terrain rectangulaire ou carrée dont la surface ST connue. Au sein de cette
aire se trouve un lac dont la superficie SL est inconnue. Grace aux mesures des cotés
de la zone, on connait I'aire du rectangle.

Pour trouver l'aire du lac, on demande a une armée de tirer X coups de canon de
maniére aléatoire sur cette zone. On compte ensuite le nombre N de boulets qui
sont restés sur le terrain ; on peut ainsi déterminer le nombre de boulets qui sont
tombés dans le lac : X-N.
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Détermination de la superficie d'un lac

Détermination de la superficie d'un lac

Il suffit ensuite d'établir un rapport entre les valeurs :

ST X
== 0)
SL X—N

Alors:
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Détermination de la valeur der
» Soit un point M de coordonnées (x,y),ol0 < x < 1eto <y < 1.

On tire aléatoirement les valeurs de x et y entre [0, 1] suivant une loi uniforme.

4
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Détermination de la valeur der

Détermination de la valeur der
Soit un point M de coordonnées (x,y),0l0 < x < 1eto <y < 1.
On tire aléatoirement les valeurs de x et y entre [0, 1] suivant une loi uniforme.

» Le point M appartient au disque de centre (0, 0) de rayon R = 1si et
seulement si x* + y* < 1.

4
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Détermination de la valeur der

Détermination de la valeur der
Soit un point M de coordonnées (x,y),0l0 < x < 1eto <y < 1.
On tire aléatoirement les valeurs de x et y entre [0, 1] suivant une loi uniforme.

Le point M appartient au disque de centre (0, 0) de rayon R = 1si et
seulement si x*> + y* < 1.

» La probabilité que le point M appartienne au disque est %, puisque le quart

TR?

de disque est de surface 0 = o= %, et le carré qui le contient est de
surface S = R* = 1.

4
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Détermination de la valeur der

Détermination de la valeur der
Soit un point M de coordonnées (x,y),o0l 0 < x < 1eto <y < 1.
On tire aléatoirement les valeurs de x et y entre [0, 1] suivant une loi uniforme.

Le point M appartient au disque de centre (0, 0) de rayon R = 1si et
seulement si x*> + y* < 1.

La probabilité que le point M appartienne au disque est %, puisque le quart de
disque est de surface o = ’TTRZ = % et le carré qui le contient est de surface
S=R*=1.
» Sila loi de probabilité du tirage de points est uniforme, la probabilité de
tomber dans le quart de disque vaut :
o & ™

S Nr 4’

4
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Détermination de la valeur der

Détermination de la valeur der
Soit un point M de coordonnées (x,y),o0l0 < x < 1eto <y < 1.
On tire aléatoirement les valeurs de x et y entre [0, 1] suivant une loi uniforme.

Le point M appartient au disque de centre (0, 0) de rayon R = 1si et
seulement si x*> + y* < 1.

La probabilité que le point M appartienne au disque est % puisque le quart de
7R? ™

disque est de surface o = =5t le carré qui le contient est de surface
S=R*=1.

Si la loi de probabilité du tirage de points est uniforme, la probabilité de
tomber dans le quart de disque vaut :

o Ng g

S N 4
» En faisant le rapport du nombre de points dans le disque au nombre de

tirages, on obtient une approximation du nombre % si le nombre de tirages
est grand.

V.
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Détermination de la valeur der

Détermination de la valeur der
Le calcul de 7 par la méthode de Monte-Carlo est ilustré par la figure suivante :
L
Butimnion de = — JOUpIE d pobts e
. YoM | Aire du quart de disque : §
Yr------ el . OM =22 +4
X g
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

» L'intégration par Monte Carlo est une méthode utilisée pour estimer
numériquement la valeur d’une intégrale en utilisant la simulation.

V.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

L'intégration par Monte Carlo est une méthode utilisée pour estimer
numériquement la valeur d’'une intégrale en utilisant la simulation.

» Lintégrale d’une fonction correspond a l'aire algébrique sous sa courbe.
Estimer I'intégrale d’une fonction revient donc a estimer I'aire d’une surface.

V.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

L'intégration par Monte Carlo est une méthode utilisée pour estimer
numériquement la valeur d’'une intégrale en utilisant la simulation.

L'intégrale d’une fonction correspond a l'aire algébrique sous sa courbe.
Estimer I'intégrale d’une fonction revient donc a estimer I'aire d’'une surface.

» Par exemple supposons que I'on veuille estimer I'intégrale suivante:

| = /1 g(x)dx (3)

ol g : [0,1] — R est une fonction continue. Cette intégrale peut é&tre vue
comme une espérance.

V.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

L'intégration par Monte Carlo est une méthode utilisée pour estimer
numériquement la valeur d’une intégrale en utilisant la simulation.

L'intégrale d’une fonction correspond a l'aire algébrique sous sa courbe.
Estimer I'intégrale d’une fonction revient donc a estimer l'aire d’une surface.

Par exemple supposons que I'on veuille estimer I'intégrale suivante:

l:/g(x)dx (3)

ol g : [0,1] — R est une fonction continue. Cette intégrale peut étre vue
comme une espérance.

» En effet, soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], alors on
obtient(Formule de transfert):

= E(g(x) = / b (a)

V.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

On peut alors appliquer une méthode simple de Monte-Carlo et générer n variables

aléatoires xi, . . ., X, uniformément au hasard dans [0, 1] et approximer I'intégrale
par:
1 n
7 = — Xk ). (5)
= Zg( )
O T e
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

» Sion veut estimer I'intégrale sur [a, b]:

b
= / h(x)dx (6)




Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

Si on veut estimer I'intégrale sur [a, b]:
b
1= / h(x)dx (6)
a

» Nous exprimons la fonction h(x) sous la forme h(x) = g(x)f(x). ou f(x) est
une fonction densité sur [a, b] appelée échantillonneur d’importance.

N



Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

Si on veut estimer I'intégrale sur [a, b]:
b
1= / h(x)dx (6)
a

Nous exprimons la fonction h(x) sous la forme h(x) = g(x)f(x). ot f(x) est
une fonction densité sur [a, b] appelée échantillonneur d’importance.

» Ainsi, par définition de I'espérance :

1= Eg00) = | " 5001 (e )

a

ol X est la variable aléatoire avec fonction de densité de probabilité f(x). Par
la suite, si xi, ..., x, sont des observations simulées de la densité f(x),

——



Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

Si on veut estimer I'intégrale sur [a, b]:
b
1= / h(x)dx (6)
a

Nous exprimons la fonction h(x) sous la forme h(x) = g(x)f(x). ot f(x) est
une fonction densité sur [a, b] appelée échantillonneur d’importance.

Ainsi, par définition de I'espérance :

1= eg0) = | " S00f (e o)

ou X est la variable aléatoire avec fonction de densité de probabilité f(x). Par la
suite, si xi, ..., X» sont des observations simulées de la densité f(x),

» alors estimation de I'intégrale | est donnée par:

= %gg(xk). (8)




Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

» Par souci de simplicité et parce qu’il est facile d’obtenir un échantillon
aléatoire d’une loi uniforme, nous posons en général X est {(a, b).

V.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

Par souci de simplicité et parce qu'il est facile d’obtenir un échantillon aléatoire
d’une loi uniforme, nous posons en général X est U/(a, b).
» Soit 1
X)=-——, a<x<bh.
f)=4—5 (9)
v

AZI Mourad | Simulation et pratique de logiciels



Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

Par souci de simplicité et parce qu'il est facile d’obtenir un échantillon aléatoire
d’une loi uniforme, nous posons en général X est U/(a, b).

Soit ]
f()():m7 a<x<hb. (9)
» donc l'intégrale peut s’écrie comme suit:
I=(b— a)/ — a)E(h(X)) (10)
.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension
Par souci de simplicité et parce qu'il est facile d’obtenir un échantillon aléatoire
d’une loi uniforme, nous posons en général X est U/ (a, b).
Soit

f(x) = 1a,a<x<b. (9)

=

donc I'intégrale peut s’écrie comme suit:

I=(b—a) /b h(")a dx = (b — a)E(h(X)) (10)

» L'estimateur de I'intégrale devient alors

T = @ ; h(x). (11)

oll Xy, ..., X, est un échantillon aléatoire d’une loi L/(a, b).
.

AZI Mourad | Simulation et pratique de logiciels




Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

» Par changement de variable posons

X—a dx
u_b—a’ du—b_a. (12)

V.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

Par changement de variable posons

X—a dx
u_bfa’ du_bfa' (12)

» Nous obtenons la formule suivante

I=(b—a) /1 h(a+ (b — a)u)du = (b — a)E(h(a + (b — a)V)) (13)

ou u est U(o, 1).

V.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension

Par changement de variable posons

X—a dx
u_bfa’ du_bfa' (12)

Nous obtenons la formule suivante

I=(b—a) /1 h(a+ (b — a)u)du = (b — a)E(h(a + (b — a)V)) (13)

ou u est U(o, 1).
» Une estimation de I'intégrale est donc

I = @ ki: h(a + (b — a)u). (14)

ol Uj, ..., Un est un échantillon aléatoire d’une loi 2/(0, 1).

v
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a une dimension (Example)

Supposons que nous voulions déterminer la valeur de I'intégrale ci-dessous

I =E(3(X)) = /1 g(x)dx = [cos(50x) + sin(50x)]*dx, (15)

Ce probléme peut étre vu comme une intégration uniforme. Puisque I’évaluation de
cette intégrale est sur [0,1], alors choisissons I’échantillonneur d’'importance la loi
uniforme sur /[0, 1], c'est a dire f(x) = 1 pour tout x € [0, 1].
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a K dimensions

» L'objet essentiel de cette partie est I'utilisation des méthodes de simulation
pour l'estimation des intégrales de la forme :

I:/Qh(x)dx. (16)

ol h est intégrable sur Q de R¥, x est un vecteur de dimension K.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a K dimensions

L'objet essentiel de cette partie est I'utilisation des méthodes de simulation
pour l'estimation des intégrales de la forme :

I:/h(x)dx, (16)
Q

o h est intégrable sur Q de R, x est un vecteur de dimension K.

» Pour transformer ce probléme en une estimation d’espérance, on introduit
une densité de probabilité f(x) sur Q appelée échantillonneur d’importance :

/Qf(x) dx = 1.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a K dimensions

L'objet essentiel de cette partie est I'utilisation des méthodes de simulation
pour l'estimation des intégrales de la forme :

I:/h(x)dx, (16)
Q

o h est intégrable sur Q de R, x est un vecteur de dimension K.

Pour transformer ce probléme en une estimation d’espérance, on introduit une
densité de probabilité f(x) sur Q2 appelée échantillonneur d'importance :

/Qf(x) dx =1.

» Nous pouvons alors écrire

h(X) h(x)
=8 = f(x)dx. (17)
G00) = Ja 100"
ou X est une variable aléatoire suivant la loi de densité f(x).
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a K dimensions (Cas particulier : Loi uniforme)

» Si Q est un hypercube de volume V et que I'on choisit f(x) = 7, alors :

1= VE[h(X),
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a K dimensions (Cas particulier : Loi uniforme)

Si Q est un hypercube de volume V et que l'on choisit f(x) = 7, alors :

1
V!

I = VE[h(X),

» et |'estimation par Monte Carlo devient :

1 n
I=V.— h,’,
ng (x)

ou les x; sont des points générés uniformément dans .
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a K dimensions (Algorithme)

» Choix de la densité f(x) :
Sélectionner une loi de probabilité sur le domaine  C RX.
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a K dimensions (Algorithme)

Choix de la densité f(x) :
Sélectionner une loi de probabilité sur le domaine Q ¢ RX.

» Génération des échantillons :
Générer n points xi, X2, . . . , X» de maniére indépendante selon la densité f(x).
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Intégration par Monte Carlo

Intégrale a K dimensions (Algorithme)

Choix de la densité f(x) :
Sélectionner une loi de probabilité sur le domaine Q ¢ RX.

Génération des échantillons :
Générer n points X, Xa, . . . , X, de maniére indépendante selon la densité f(x).

» Calcul de la moyenne empirique :

qui estime I’espérance E[%]

AZI Mourad | Simulation et pratique de logiciels



Intégration par Monte Carlo

Intégrale a K dimensions (Algorithme)

Choix de la densité f(x) :
Sélectionner une loi de probabilité sur le domaine Q ¢ RX.

Génération des échantillons :
Générer n points X, Xa, . . . , X, de maniére indépendante selon la densité f(x).

Calcul de la moyenne empirique :

qui estime I'espérance E[%} g

» Multiplication par le volume (pour la loi uniforme) :
Sif(x) = &, alors I'estimation de I'intégrale est

’%V'TN.
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Convergence et intervalle de confiance
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Intégration par Monte Carlo »
2
=

Convergence et Analyse de I'Erreur

» D’aprés la Loi des Grands Nombres, la moyenne empirique converge vers
I'espérance mathématique lorsque n — oo :

1 = h(Xi) N— 0o w
N 2= T ”E{f( )}

v
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Intégration par Monte Carlo

Convergence et Analyse de I'Erreur

D’aprés la Loi des Grands Nombres, la moyenne empirique converge vers
|'espérance mathématique lorsque n — oo :

1 . h(Xi) N— 0o w
N 2= Fx) ”E{f( )}'

» Théoréme Convergence
Si la densité f est telle que o7 = Vart [h(X)] < oo, alors

1(h) — I(h)
oy —= N(0,1).

y
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Intégration par Monte Carlo

Convergence et Analyse de I'Erreur

D’aprés la Loi des Grands Nombres, la moyenne empirique converge vers
I'espérance mathématique lorsque n — oo :

N
1 h(Xi)) N—oo {h(x)}
- Moo, g| )|
N 2= Fx) )
Théoréme Convergence
Si la densité f est telle que o7 = Vart [h(X)] < oo, alors

i(h) — I(h)

-7 5 N(0,1).

gf\/ﬁ n— oo

» Donc:
i(h) = 1th) = o( 35 )
on dit que les estimations de Monte Carlo convergent avec une vitesse ﬁ
Cette vitesse, indépendant de K, malgré la convergence relativement lente.

V.
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Intégration par Monte Carlo

Convergence et Analyse de I'Erreur

» D’aprés le Théoréme Central Limite (TCL), lorsque le nombre d’échantillons N
est suffisamment grand, I'estimateur Iy suit approximativement une loi

normale :
1 N1 72
N ) N 3

ol la variance o est donnée par :

o® = Var(h(X)).
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Intégration par Monte Carlo

Convergence et Analyse de I'Erreur

D’aprées le Théoréme Central Limite (TCL), lorsque le nombre d’échantillons N
est suffisamment grand, I'estimateur Ty suit approximativement une loi

normale : .
= o
IN~ N (I, W) ,

ou la variance ¢ est donnée par :

o® = Var(h(X)).

» Ainsi, un intervalle de confiance (IC) & 95% pour l'intégrale réelle | est :

ICos% = TN_1«96L TN+1‘96L .

VN’ VN
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Intégration par Monte Carlo

Convergence et Analyse de I'Erreur
» En pratique, la variance réelle o> est inconnue. On utilise donc I'estimateur
empirique suivant :
1

Ve Z:;(h(Xf) —In)*.

L'intervalle de confiance pratique a 95% devient alors :

s? =

o S - S
’C95% = |:IN —1.96— IN +1.96——| .

VN’ VN
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Intégration par Monte Carlo

Example

» Supposons que nous voulions déterminer la valeur de I'intégrale:

I =E(g(X)) = /oo h(x)dx = /OOO xe ™ "dx. (18)

o
Choisissons I'’échantillonneur d’importance une densité exponentielle de
paramétre \ = 1 qui est définie sur le méme support que h, c’est a dire
f(x) = e~ pour tout x > o.
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Intégration par Monte Carlo

Example

Supposons que nous voulions déterminer la valeur de l'intégrale:

I =E(g(X)) = /oo h(x)dx = /Ooo xe™ “dx. (18)

o
Choisissons I'échantillonneur d’importance une densité exponentielle de
parametre A = 1 qui est définie sur le méme support que h, c'est a dire
f(x) = e~ pour tout x > o.
» Alors on prend un échantillon de nombres aléatoires xi, ..., X, issu de Exp(1).
ces xi sont calculées par la formule x, = log uy ot u ~ U(0,1), k=1,...,n.
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Intégration par Monte Carlo

Example

Supposons que nous voulions déterminer la valeur de l'intégrale:

I =E(g(X)) = /oo h(x)dx = /Ooo xe™ “dx. (18)

o

Choisissons I'échantillonneur d’importance une densité exponentielle de

parametre A = 1 qui est définie sur le méme support que h, c'est a dire

f(x) = e~ pour tout x > o.

Alors on prend un échantillon de nombres aléatoires x4, ..., x, issu de Exp(1).

ces xi sont calculées par la formule x, = log ux ot ux ~ U(0,1), k=1,...,n.
» Définissons maintenant la fonction g(x) = h(x)/f(x) = x. Finalement,

|'estimateur d’importance s’écrit:

n n n n
~ 1 1 1 1
= E k2_1 g(Xk) = E k£_1 Xk = —E k2_1 |0g Ug = —E |0g k|_|1 Ug. (19)

V.
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Plan de cours

Méthode de Monte Carlo par chaine de Markov
Rappels sur les chaines de Markov
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