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Exercice 1 :

1. Montrer I'inégalité de Holder pour p,q €]1, 4+00].

2. Cette inégalité est-elle vraie pour p =1 et ¢ = +00

3. Montrer I'inégalité de Minkouvski pour p € [1, +0o0].

Exercice 2 :

1. Montrer que si f € LP, g € L9 avec ]%4— é = %, alors fg € L" et

gl < 1/ 1l llgllq-

2. Soient p et g dans [1,+o0] avec ¢ < p ( pas nécessairement conjugués). Montrer que si
feLPNLY alors f € L" pour tout r € [¢,p], et on a :

LAl < 1A A
ou « € [0,1] est définit par = Tt 1_70‘.
3. Montrer que si p est une mesure finie alors

L>c () L7,

p>1

et pour tout f

i | £l = [[.flloo-

p—o0
Exercice 3 : Considérons ’espace mesuré (R, B(R), \).
1. Soit f: R — R une fonction définie par

(L, sizel0,+o0,
1) =4
L0, SInon.

Montrer que f € LP pour p > 1 et que f & L.
2. Soit

f:R — R
|z |7  sixzel[-1,1]

v = flz) =l |z |0= { 0 sinon.

Montrer que f € LP ssi ap < 1.
3. Soit f la fonction définie sur |0, +oo[ par
1

1@ = A Tma)?
Montrer que f € L'(]0,1]) et que f & LP(]0, 1]) pour tout p €]1, +o0.



Exercice 4 :
Montrer que la fonction (x,y) — e ¥sin2zy est intégrable pour la mesure de Lebesgue sur
[0,1]%]0, oo[; en déduire la valeur de

o ]
/ —(siny)?e Ydy
0y

Exercice 5 :
Soient f =11, et pour tout n > 2 la suite (fn)n qui définie par

(0 six € [0,]
fn(x):{n(x—%) ssz[%,%#—%}
(1 siz € [3+1,1]

1. Montrer que f, — f p.p.
2. Montrer que || fulloo = || flloo
3. Montrer que f, /4 f dans L™

Exercice 6 :(Produit L? — L9)
Soient (E,>, ) un espace mesuré, p € [1,+oo[ et ¢ le conjugué de p. Soient (f,)nen C
LP (gn)neny C LY, f € LP et g € L7 tels que f, — fdans LP et g, — gdans L9 Montrer
que

[ fugudu— [ 1gdn.

* On suppose maintenant que g, — ¢ p.p.. Montrer par un contre exemple que

/fngndu#/fgdu.

Exercice 7 :
Soient p, g € [1,400[(p # q) et soit (fy)nen € LP N L2 On suppose que (f,) converge vers 0
dans L? et que (f,) est une suite de Cauchy dans L. Montrer que (f,) converge vers 0 dans L4

Exercice 8 :
—alz|? —blz|?

Soient a, b > 0, et soit f et g les fonctions définies sur R"™ par f(z) = e 2 et g(z) =€ 2
Calculer f * g(x).




