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Série no 3 : Matrices

Exercice 1. 1. Ecrire les matrices des applications linéaire suivantes dans les bases canoniques :

f]Z IR3 — IR3
(x,y,2) — (x+2y+3z2y—z,x+2z).

fz: RZ[X] — IR3[X]
P +— XP—P +P(1).

2. Ecrire la matrice d’applications linéaire suivante

dans les bases {1,i, X,iX} et {(1,0), (,0),(0,1), (0,1) }.

Exercice 2. On consideére les matrices suivantes

210 5 2 40
A= , B= and C=10 -1
1 0 3 -1 0
5 1
1. Parmi les produits suivants AB, BC et CB, lesquels ont un sens?

2. Calculer AC, 'AB'C et B
3. Déterminer les coefficients manquants des matrices pour que les égalités sont vrai :

(9696

-5 2 . 2 —4 - 10 -3
-3 4 7 -5 -2 . =|1—-4 7
-1 - 6 1 - =5 39

Exercice 3. En utilisant deux méthodes différentes, calculer I'inverse des matrices suivantes :

1 -3 5 2 -1 2
A=11 -1 2|, B=]1 1 1
-1 2 -3 1 -1 2



Exercice 4. 1. Soit A € R et A(A) la matrice

2—-A 1 A
2A -1 A 1
A A+1 A

(a) Calculer le déterminant de A(M).
(b) Déterminer en fonction de A le rang de la matrice A(M).
2. Déterminer le nombre A tel que la matrice A — AI,, ne soit pas inversible, avec

42 4 20
A:( > et A=14 6 0

2 7
5 2 3

Exercice 5. (Supplémentaire)
Soit f I'application définie par :

f: M2(R) — Mz(IR)
M f(M)z(x_y t_z>
z—t y—x

Posons

1 1
M1: 0 , M2: 0 P M3: 00 et M4: 00 .
00 00 10 01

1. Montrer que f est un endomorphisme de M(R).

2. Trouver la matrice de f dans la base canonique B = { My, Ma, M3, M4} de Ma(R).

3. Donner une base de Ker(f) et une base B’ de Im(f).

4. Soit g € L(F) tel que g(M) = f(M), YM € My (R). Déterminer la matrice de g dans la base B’ de F.

Exercice 6. (Supplémentaire)
Soit A € My(R). Calculer le déterminant de 2A — 61y sachant que A? = 6A — 814 et que ce déterminant est positif.



0.1 Solutions

Solution d’Exercice 1 :
1. On sait que Bgs := {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est la base canonique de IR®. Puisque

£((1,0,0) = (1,0,1) = (1,0,0) + (0,0,1),
£((0,1,0) = (2,20 = 2(1,0,0) +2(0,1,0),
£((1,0,0) = (3,-1,1) = 3(1,0,0) - (0,1,0) + (0,0,1),
alors,
1 2 3
MatB]R3f31R3 (f1) =10 2 -1
1 0 1
Les familles By,(x := {1, X, X?} et Bg,[x] := {1, X, X?, X3} sont respectivement les bases canoniques
de Ry [X] et R3[X]. Le fait que
f2(1) = 1+ X,
LX) = X2,
H(X2) = 1-2X+X°,
implique
1 0 1
1 0 -2
MatB]Rz[X]’B]Ry,[X] (fZ) - 01 0
0 0 1
2.0na
g(1) = (1,Re(1)) = (1,1) = (1,0) +0 x (,0) + (0,1) + 0 x (0, 1),
giy = (i,Re(i)) = (=4,0)=0x(1,0) —1x(i,0) +0x (0,1) + 0 x (0,1),
gX) = (1A-iRe(i)) = (1+4,0)=(1,0)+(i,0) +0x (0,1) +0 x (0, 1),
¢(iX) = (i(1—i),Re(®®)) = (1—i,-1)=(1,0)—1x (i,0)—(0,1)+0x (0,i),
d’ou
1 0 1 1
0 -1 1 -1
Mat(g) =
"&=11 o 0 -1
0 0 0 O

Solution d’Exercice 2 :
1. Puisque A € My3(R), B € M32(R) et C € M3,(R), alors les produit AB et BC ne sont pas définis
par contre le produit CB est défini.
2.0na
AC — (—2><4+1><0+0><5 —2x0+1x (—1)+0><1> _ (—8 —1)
1x4+0x0+3x5 1x0+0x(-1)+3x1 ’




-2 1

-5 2\ (4 0 5
1 0

-1 0/\0 -1 1
0 3

—2x2+1x0
4 0 5
1x(=5)4+0x(-1) 1x24+0x0 (0 ] 1)
0x(=5)+3x(-1) 0x2+3x0
9 —4
(4 0 5)
= |-5 2
0 -1 1
-3 0
9x4—-4x0 I9x0—-4x1 I9x5—-4x1
= | -5%x442x0 —5x0+2x(-1) —5x5+2x1
—3x440x0 —3x04+0x(-1) -3x5+4+0x1

tABIC =

36 4 41
= -20 —2 =23
-12 0 -15
et
—1x
3.0na
i.e
d’ot

2x+z  3x+5)
2y+4z 3y+20

—5x2+2x0
—1x24+0x0

)-

2x+z=0
3x+5=t
2y +4z=2
3y +20= -1

on obtient alors (x,y,z,t) = (—2,—7,4,—1). Par conséquent

Ona
X1
-3
-1
i.e
xX1x3 + 27
—3X3 —13
—x3 —5x,+ 6

o € 9=

—4 X6
—4 7 X7
39 Xg Xog

=5 2 x3 2
4 7 =5
Xy 6 1 X5

2x1 + 2x5 4+ 10
7x5 — 14
—2x7 + 6x5 — 2

=7

X4 =
-5

—4X1 — SJC4 —10

4x4+ 23
XoXy4 — 26

(23
\5

-1
-1

10 -3

X6 10

39 X8

—10
=

) |

-3
X7
X9




ce qui donne le systéme

x1x3 + 27 = xg
2x1 +2x5 4+ 10 =10
—4X1 — 53(,‘4 —10= -3

—3X3 —13=-4
7x5 —14 =7
4x4 —23 = X7

—x3—5x+6 =39
—2Xp + 6x5 — 2 = x3
XoX4 — 26 = X9

on en déduit que (x1, X2, X3, X5, X5, X¢, X7, Xg, X9) = (—3,—6,—3,1,3,36, —19,28, —32). Alors on a

-3 -5 2 -3 2 -4 36 10 -3
-3 4 7 -5 -2 1 —4 7 =19
-1 -6 6 1 3 -5 39 28 -—-32
Solution d’Exercice 3 :
Premiere méthode :
1.0na
o -1 2
det(A)=|0 1 -1/ =1,
-1 2 -3
et
-1 2 1 2 1 -1
2 -3 -1 -3 |-1 2
-1 11
com(A):—_35 oo b Sy 2],
2 -3 -1 -3 -1 2
-1 3
-3 5 15 1 -3
‘—1 2 12 1 -1
donc
-1 1 -1
Al=[1 2 3
1 1 2
2. Calculons l'inverse de B. On a
0 -3 0
det(B)=1[1 1 1/=3
0 -2 1




et

1 1 1
-1 2 1 2
-1 2 2 2
com(B) = | —
-1 2 1 2
-1 2 12 2
1 1 11
donc
3 0 -3
Bl=-]1-12 o0
-2 1 3
Deuxiéme méthode : (pivot de Gauss)
1.0n a
1
L2 — L2 = L1 0
Lz — L3+ L 0
1
L3 +— L) 0
0
1
Ly +— —L, 0
0
1
Li — Ly + 3Ly 0
Ly — L3 —2Lp 0
1
Li— L1+ L3 0
L, — Ly +2I3 0

1
1

-1

2
1

1

-1

-1
-1

=7
-3

1

=7

—_

—_ O O

3 -1
0 2
-3 0

o

W= WIN

S O =
S = O
— O O

- o o O = O

o O = O

-1 1

-2 0
-1 0
1 1

-3
-1
2
-1 1 -1
1 2 3
1 1 2

=7




2. Calculons l'inverse de la matrice B.

2 -1 21100
1 1 17010
1 -1 20 01
1 1 17010
Li+— Ly 2 -1 2100
1 -1 2001

Ly — [, — 214
Lz — [3— 14

0

1 -2 0
0 -2 1|0 -1 1

0

WIN =
o O

Ly« —LL; 0 1 0| —3

o
|

N

—_
=

|
—_
—_

1 19
Li— L L 1ol ’ ’
' e 010|120
Ly — Ly + 213
00 1| 2 1 1
3 3
10 0 1 0 -1
Li —> Ly — L 010| -3 3 O
2 1
0 01 -2 1 1
Solution d’Exercice 4 :
1. (@) On a
A 1 2 -1 1 24 —1 A
AN = (2-4) -
A+1 A A A A A+1

= 2-AA2=-A-1)—2A2=22)+A(A2+A 1)
= 2A2-2=2(A-1)(A+1).
(b) SiA € R — {£1}, alors det(A(A)) # 0, par suite rg(A(A)) = 3. D’autre part, on a

111 3 -3 -1
Al)y=[1 1 2| e A-D)=]|1 -1 0
111 -1 1 -1

Comme la famille {(1,1,1),(1,1,2)} estlibre, doncrg(A(1)) = 2. Le faitque (3, -3, —1) = 4(1,—1,0) +
(=1,1,-1), implique rg(A(—1)) = 2.
2. On sait que A — A, est non inversible si et seulement si det(A — AI,) = 0. Puisque

4—-A 2

=24 —11A+A?=(8—A)(3— A7),
5 72 ( )( )




alors, A — AI, est non inversible si et seulement si A € {3,8}.
Le fait que

4 6-2 0 |=B-A(A-1)6-1)—8)=B-A)(8-A)(2-1),

implique que A — AI, est non inversible si et seulement si A € {2,3,8}.

Solution d’Exercice 5 : 1. Utiliser la définition
2.0na

f(Ml) = M — My, f(Mz) = —Mj + My, f(Mg) =—M, + M3 et f(M4) = My — Ms.

Alors
1 -1 0 0
0 0o -1 1
Mat(f,B) =
(f,B) 0 1 1
-1 1 0 0
3.0na

M= <ch z> eKer(f) & (x=y,z=1t) & M=x(M; + M) +y(M3 + My).

Donc, {M; + My, M3 + M4} est une partie génératrice de Ker(f). On vérifie qu’elle est libre.
D’autre part, on a

z t

f(( y)) = (x — ) (My — My) + (—z + ) (My — Ms).

Donc
B' = {M; — My, M — M3}

est une partie génératrice de F = Im(f). On vérifie qu’elle est libre.
4.0n a
§(My — My) = f(M1) — f(Mg) = (M1 — My) — (Mz — Ms)

et
§(Mp — M3) = f(M3) — f(M3) = (=M1 + My) — (—Ma + M3) = —(M; — My) + (Ma — M3).

Ce qui donne :

Solution d’Exercice 6 :
Ona2A —6ly =2(A —3l),donc

det(2A — 61,) = 2* - det(A — 313).




D’autre part, on a
(A —3L)% =A% —6A+9I, =21,

alors
(det(A —31;))* = det((A — 31,)%) = det(2Ly) = 2%

Comme det(A — 31y) > 0, on en déduit que det(A — 31y) = 2% et que

det(3A — 61y) = 25.




	Solutions

