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 Dual Problems المسائل الثنائية في البرمجة الخطية: المحور الخامس
 :تمهيد

(لتلذاتPrimal Problemsالمسااا التالتمتتلتالت إلتهل ف تامتالل اااالتالم عااا التتاإلتا لمسااا التا  ااا  ات 
ت problem Dual).(لتالكلتمسألاتأ   اتتاجدتمسألاتثن ا ات Primalاخت  إتلك ماتتP) Pإمزن تا لإمزت

المساا التالثن ا اتلف تنلاتالما   وتاالخ اا امتالم الاتا صتا  اا  اتكم ت مكاتا االتالثن ا اتا لتا  ات
لتكم تأنهتلكلتمسألاتMinتاجدتمساألاتما دلاتلف تا صت اإ تتMaxالت لملتلكلتمساألاتاإمجاتخ  اتا صت ااإ ت

ت. .Maxتاجدتمسألاتما دلاتلف تا صت اإ تتMinاإمجاتخ  اتا صت اإ ت
ه تالت ااااإتالت لمنتأاتالمساااألاتا  ااا  اتتا ل تالجاانبتاالت ااا د اتالكم ات مثلتؤتا  هبتإأ ن ت مكاتاحسااا

..تهلخ.(تا نم تالمسااااااااااااااألات.الخادما ولتحجلتالمخزاالتحجلتالنلالتالادخاللتحجلتحجلتاانتا ،لتحجلتال  ابلتحجل
لتنت جاتالما ل ااتالتمتتحد تا صتدالاتالفدث إاوتاالتغ إاوتأالثنا ا ااتتاا ل تالجاانابتالما ل االتح ا تتت إلتهلصتالتا

تالز  داوتالممكناتأاتالنلمتالممكاتامتالمااإدتالمت حا.
  :لة الثنائيةصياغة المسأ (1 

تالشكلتا س سمتلالالاتالثن ا ات مكاتالتاا إتانهتك لآتمن
تن𝑀𝑎𝑥لمس التا    اتا صتال اإ ت

𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 + 𝐶3𝑋3 
تنح  

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 ≤ 𝑏1 
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 ≤ 𝑏2 
𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 ≤ 𝑏3 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0 
تالشكلتالما  إيتل مسألاتا    اتهان

𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 + 𝐶3𝑋3 
تنح  

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 + 𝑆1 = 𝑏1 
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 + 𝑆2 = 𝑏2 
𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 + 𝑆3 = 𝑏3 

𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3  ≥ 0 
تنالثن ا اتتكااتك لت لم

𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑 = 𝑏1𝑢1 + 𝑏2𝑢2 + 𝑏3𝑢3 
تح  ن
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𝑎11𝑢1 + 𝑎21𝑢2 + 𝑎31𝑢3 ≥ 𝑐1 
𝑎12𝑢1 + 𝑎22𝑢2 + 𝑎32𝑢3 ≥ 𝑐2 
𝑎13𝑢1 + 𝑎23𝑢2 + 𝑎33𝑢3 ≥ 𝑐3 

𝑢1 , 𝑢2 , 𝑢3 ≥ 0 
, 𝑢1ح  ت  𝑢2 , 𝑢3ت(تتمثلتمتغ إاوتالثن ا ا

تالت ل انت لاحظتأاتاستنت ،تالثن ا اتماتا    اتك اتا ل إلماتهذاتالتحالت
 .ت𝑢𝑗امتغ إاوتثن ا اتتx𝑖متغ إاوتا    اتالتغ  إت .أ
 اععتما ملاوتالفدلتللأ   اتك إلتأ ماتلل ادتالثن ا ا. .ب
 اععتال إلتا  ماتلل ادتا    اتكما ملاوتهدلتل ثن ا ا. .،
 ثن ا ا.تل ل ادتللأ   اتكل اداععتمل ابتأاتمنلالتم لاااتال إلتا  سإت .د
 .التمتتحد تا اتا    اتاالثن ا اكم تأاتالجدالتالت لمت اعحتلن تااضتالتغ  إاوتا خإىت .ه

 الأصليــة الثنائيـــة
 هدف الأصلية في الشكل المعياري الهــدف القيــود المتغيــرات
تغ إتمل د
تغ إتمل د

≥ 
≤ 

𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑   
𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑑   

𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 
𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑝 

تلتاع حتذلكتنأخذتالمث لتالت ا لمتالت لمن
𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 = 5𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 

تنح  
𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 ≤ 10 
2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 = 8 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3  ≥ 0 
 لإ ج دتالثن ا التنحالتا    اتهلصتال اإ تالما  إ ا.

𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 = 5𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 + 0𝑠1 − 𝑀𝑡2 
تنح  

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑠1 = 10 
2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑡2 = 8 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑠1, 𝑡3 ≥ 0 
تنلإ ج دتالثن ا اتماتا    اتهن كتااضتالنل  ت جبتأاتتحلظ

 ددتالمتغ إاوتل ثن ا ات س ايتاددتالل ادتللأ   ا.ا .أ
 اددتل ادتالثن ا ات س ايتاددتمتغ إاوتا    ا.ت .ب
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 ال إلتا  ماتل ل ادتللأ   ات كااتما ملاوتالفدلتل ثن ا ا. .،
 اتال إلتا  ماتل ثن ا ا.الفدلتللأ   ات كا تما ملاوت .د
 ال إلتا  سإتلل ادتالثن ا ات تكااتماتمل ابتأاتمنلالتالم لاااتل  إلتا  سإتلل ادتا    ا. .ه
تثن ا اتالثن ا اتأ   ا. .ا

𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑تتتتتتتتتتتتتتالثن ا ان =  10𝑢1 + 8𝑢2ت
تح  ن

𝑢1 + 2𝑢2  ≥ 5 
2𝑢1 − 𝑢2 ≥ 12 
𝑢1 + 3𝑢2 ≥ 4 

𝑢1 ≥ 0 
𝑢2 ≥ −𝑀 

تغ إتمل د.تت𝑢2هذات ست زلتأات
 :العلاقة بين الأصلية الثنائية( 2

تهن كتمجماااتماتالالال وتالتمتتإا تا اتا    اتاالثن ا اتتتمثلتامن
تهذاتك ات اجدتحلتأمثلتللأ   اتاإنهتا لعإاإ ت اجدتحلتأمثلتل ثن ا ا.تأ.
تنالثن ا اتأيتأاتهدللتاإاتهدلتا    ات س ايت(ا    التالثن ا ا ماتخلالتحلت..ب

𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑝 = 𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑑 𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝    ا    = 𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑 
تلهلصتالحلتا مثلتللأ اااااا  اتتادأتل ماتالفدلتلف تامتتزا دتماتجدالتهلصتوخإتا اااااااااتت𝑀𝑎𝑥مساااااا الت،.ت

 لاتحتهلصتالحلتا مثلتاالاكاتامتلتل ماتالفدلتتادأتامتتن لمتماتجدالتهلصتوخإتا اااااااااااااااااتا نما تالثن ا اتلف 
𝑀𝑖𝑛ت
ت يتزا،تللأ   اتال ثن ا اتحلتام م.ت.د
 ج دتمتغ إاوتا  ااااااااااا  اتماتالحلتا مثلتل ثن ا اتما شاااااااااااإ تاالاكات اااااااااااح حلتاهذاتاات إ لته مكاتت.ه

تالالالاتالت ل ان
تاللإلتا اتال إلتا  سااااإتاا  ماتلل دتالثن ا ا

تللأ   االمش إكتمعتالمتغ إتا س سمت
ت=

لم ااااااااااااالاااتتZpان  ااااااااااااإتالسااااااااااااا إ
تا س س اتللأ   اتالمتغ إاو

تاتكااتهذهتالالالات  لحاتاتغ  إتم   ح وتالثن ا اتاا    اتلكلتح لا.
تالت لمنتكم ت مكاتاخت  إتااضتااختلاا وتا اتا    اتاالثن ا اتامتالجدالت.ا
تالثن ا اتا    ات
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ل ماتالاحد تل ماإد(تأات ها م تالل مااتل ماإدتتاحداوتمنتجاتنف ا اتالمتغ إاو
حا لااتهعاااااااااااااا ااتتملاداإتز ا د تدالااتالفادلتام

تاحد تااحد تماتالماإد
تتاخل ضتالتك لاااااااااتدالاتالفدل تأا تالاإااح تتاااظا ال

ت هااااا م ت(ااااااددتالاحاااااداوتالمنتجاااااا 
ت(الإاحتل احد تأاته م تالتك لا

تالاكات تأا ل مااااااات تخل ضتهاااااا م تالل مااااااا
ت الم د تالمستام ا(ت(الاحد تل ماإد

تلزالتلز  د تالإاحتلكلتمنت تل ادتا صتاستام لتالمااإدتالن دإ تالل اد
تاهذاتحسبتالجدالتالت لمنتكم ت مكاتها  ءتم خمتا لتحالتالالالاتا ات ا    التالثن ا ا(

تمتغ إاوتالاإن م تامادتال إلتا  ماتل ل اد
𝑥1           𝑥2      … . 𝑥𝑖       … . 𝑥𝑛 

تامادتا س ا

𝑏1 
𝑏2 
𝑏𝑖 
𝑏𝑛 

𝑎11           𝑎12      … . 𝑎1𝑖       … . 𝑎1𝑛 
𝑎21           𝑎22      … . 𝑎2𝑖       … . 𝑎2𝑛 
𝑎𝑗1           𝑎𝑗2      … . 𝑎𝑗𝑖       … . 𝑎𝑗𝑛 

𝑎𝑚1           𝑎𝑚2      … . 𝑎𝑚𝑖       … . 𝑎𝑚𝑛 

𝑆1 
𝑆2 
𝑆𝑖 
𝑆𝑚 

 𝑐1           𝑐2         ….    𝑐𝑙       ….    𝑐𝑛 𝑍𝑝 
ت

تال إلتا  ماتلل ادتالثن ا اتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتما ملاوتالفدلتل ثن ا ا
تمل ابتالم لاااتل  إلتا  سإتلل ادتالثن ا ا

تالنت ا تالت ل انماتالحلتا مثلتللأ   اتلدإاساتالح لاتامتالل لتا التاالث نمت مكاتاستخلامت
𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝ت(الحلتا مثل امتالجدالتالنف امت (أ = 𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑 =  46 4⁄ ت 
46تادأتامتتزا دتهلصتأاتت ااالتهلصتت𝑍𝑝ل مات (ب تتن لمتهلصتأاتت اااالتهلصالتادأتامتت𝑍𝑑ا نم تل ماتتل⁄4

46 لتهذهتالنت جاتتت  بتالا اااااالتهلصتنل اتالتا دللتاالا اااااالتهلصتنل اتالتا دلت كماتامتح لات⁄4
جت ات مكات تا دلتل ماتدالتمتالفدلتللأ ااااااااااا  اتاالثن ا التاح لاتالتا دلتتمثلتالحلتا مثل.ته ت اتالنت

 ن(الثن ا ات–ا    اتأاتتاملتا صتأيتزا،ت 
 يتزا،تحلتام متللأ   اتاالثن ا اتأيتأان  

(𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑 (ل ما دالا الفدل ام   ≥  (𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 ل ما دالا الفدل ام) 
 نللأ   اتاالثن ا اتاندتالحلتا مثل 
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(𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑑 (ل ما دالا الفدل ام  =  (𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 ل ما دالا الفدل ام) 
تMin Za(ت>تل ماتدالاتالفدلتامتتMaxل ماتدالاتالفدلتامت

 نه ج دتل لتالثن ا اتماتالحلتا مثلتللأ   اتاات إ لتالالالا 
 الفرق بين الطرف الأيسر والطرف الأيمن =معاملات دالة الهدف في الحل الأمثل للأصلية 

 لقيد الثنائية المشارك مع المتغير الأساسي للأصلية
 تناتكااتهذهتالالالات  لحاتلإ ج دتل لتا    اتماتالحلتا مثلتل ثن ا ا

لية لقيد الأص الفرق بين الطرف الأيسر والطرف الأيمن = معاملات دالة الهدف في الحل الأمثل للثنائية
 ك مع المتغير الأساسي للثنائيةالمشار 

,𝑠1امتجدالتا  ااااااااااا  اتالمتغ إاوتا سااااااااااا سااااااااااا اتهمت 𝑠2, 𝑠3اما ملاتف تامتالدالاتت𝑍𝑝تهمتا صتالتاالمنت
1 ا 0 2⁄ 1  ا   ت⁄2

,𝑠1أم تل ادتالثن ا اتالمش إكاتمعت 𝑠2, 𝑠3تهمتا صتالتاالمن𝑢1 ≥ 0 , 𝑢2 ≥ 0 , 𝑢3 ≥ ت  0
 𝑠3 𝑠2 𝑠1تالمتغ إاوتا س س اتللأ   ا

1تما داوتدالاتالفدلتامتالحلتا مثلتللأ   ا 2⁄  1 2⁄  0 

تدلل اااا اتال إلتا  سااااااااااااااإتاال إلتا  ماتاللإلت
تالثن ا اتالمش إكتمعتالمتغ إتا س سمتللأ   ا

𝑢3 − 0 𝑢2 − 0 𝑢1 − 0 

تتتهذاتاعان ن
𝑢1 − 0 = 0  ⇒ 𝑢1 = 0 

𝑢2 − 0 = 1 2⁄  ⇒ 𝑢2 = 1 2⁄   
𝑢3 − 0 = 1 2⁄  ⇒ 𝑢3 = 1 2⁄   

ت
اتكم تتموت الل لتا    اتماتالثن ا اتاهذاتااكاتالم   ح وتالستنلاتالشامت مكاتأات  التا صته ج د

ت.الإش إ تهل هتس ال 
 :نى الاقتصادي للمتغيرات الثنائيةالمع( 2

ماتاجفاااتنظإتالجاا ناابتالت ا لمتل اإمجاااتالخ  ااات لاحظتأاتأهم اااتالمساااااااااااااااألاااتالثناا ا اااتتكماتامتالمانصت
الاحد تل ماإدتأاتأسااااا إتالظلتامتح ات   لتاساااالتتك لاتالخساااا إ تاالت اااا ديتلمتغ إاتف تاالتمت   لتا  ف تل مات

ت.(تا صتمتغ إاوتال  لاتالا   اتامتالثن ا اOpportunity Cost تالاد  ا
Z𝑑تتناح  تأاتZ𝑑هذاتك نوتالل ماتالمث صتلدالاتالفدلتل ثن ا اتهمت = ∑ 𝑏𝑗  𝑢𝑗ت
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 جاابتأاتتمثاالتل ماااتنلااد اااتت𝑢𝑗اتهذاتتل𝑗تمثاالتاحااداوت الل مااا(تل ماإدتت𝑏𝑗تمثاالتل ماااتنلااد اااتاتتZ𝑝ماا تدامااوت
احد  الماإد 𝑗)تن ات𝑗ل احد تل ماإدت ⁄الل ما النلد ا ) (𝑗 مجماع الاحداو الماإد) =  (الإاح)

تالظلتكم تأشإن تس ال تاالتمتتسمصتاساإت𝑗اهذاتالمتغ إتالثن امتلم ت مثلتل ماتالاحد تل ماإدت
𝑢1ت تالس الاامتدإاساتالح لات = 0  , 𝑢2 = 1 2⁄  , 𝑢3 = 1 المث صلتتZ𝑝تلز  د تل ماتلتدلتا صتأنهت( ⁄2

 Z𝑝ا لز  د تلكمتتز دتالماإدتالث نمتاالث ل تهم تالمان  ات

ت𝑍𝑑افذات حد تتغ إاتامتل ماتت𝑏𝑗∆ تلدتتغ إوتاملداإت𝑢𝑖تهذاتااتإعاااان تالآاتأاتل ماتالمااإدتا لنسااااااتل ل د
𝑍𝑑∆   تتتتتتتتتملداإهن = 𝑢𝑗(∆𝑏𝑗)  ⇒  𝑢𝑗 = ∆𝑍𝑑 ∆𝑏𝑗⁄ت

𝑍𝑝تتاام تأنهتاندتالحلتا مثلتلكلتماتا    اتاالثن ا اتمتس ايتلكلن =  𝑍𝑑نتتاإات𝑢𝑗 = ∆𝑍𝑑 ∆𝑏𝑗⁄ت
أيتأاتالل ماتالمث صتل متغ إتامتالثن ا اتهمتاا إ تااتنساااااااااتالتغ  إتالذيت حد تامتل ماتدالاتالفدلتهذات

 .املداإتاحد تااحد تمعتااحتل ظتا لما   وتا خإىتكم تهمتت𝑢𝑗اغ إن تكم اتالمااإدتا لنسااتل
𝑍𝑝تنالمث ل ات اجدتاتاهمتأنهتل ح التالام  اتغ إهذاتالتح  لت لادن تهلصتملاحظاته ماتجدات < 𝑍𝑑ت

(ا اد الماإد)تتنااتاا إتالت  ديتاإا  > ت(الإاح)
 تلتا مث  اتن اااااالتهل ف تاندمالحلتات كااتأمثلااتتلالتساااااا ايت ا اتأنهتم تدالتالإاحتأللتماتا ادتالماإدادلت

إدتتمثلتالمااتلاهن ت مكاتالتلك إتامتالاإمجاتالخ  اتكنظ لتمدخلاوتامخإج وتل تسااااااا اىتالإاحتمعتا ادتالماإد
 تحللتتالتاازاتلالنظ لت الصتغ إتمتاازاتهذاتك نوتالمدخلاوتتلالتالمخإج وتلالمدخلاوتاالإاحت مثلتالمخإج و

تااتالإاحت س ايتا ادتالماإد.اندم ت ك
𝑢2 امتدإاسااتالح لاتالسا الات = 1 أنهتهذاتاسات  اوتالمؤسساتز  د تاحد تااحد تماتتلمان هتالت ا د  ت⁄2

تت𝑢3نلاتالشمءت مكاتأات ل لتااتت.احد تنلد ات1/2تال ماتالفدلتاتالماإدتالث نمتاإنهتاإمك نف تز  د تالإاحتأا
امتدإاساااااااااااااااتالح لاتت𝑢1 ل 𝑢2 ل 𝑢3 هاتالتاا إتاالت اااااااااااااا ديتلمتغ إاوتالثنا ا ااتلاهتا اد تكا إ تا لنظإتهلصت

ا اتإاضتأاتالام  اتتمثلتسااا ا وتاملتا صتواو(تأاتسااا اات هذاتمان هتتل1/2 سااا ايتت𝑢2السااا الاتاحظن تأا
تل1احد تنلد التاإذاتك نوتالمؤسااااااساااااااتاتتم كتساااااا ا وتهعاااااا ا اتا صتالآلاتت1/2ل متف تت1هعاااااا ا اتا صتالآلات

1تح  تت𝛽تاالتك لاتاللا  اتاسااااااااتاج إتساااااااا ااتااحد تهم 2⁄ ≥ 𝛽اإاتالمؤسااااااااساااااااااتسااااااااتز دتماتإاحف تاملداإتت
 𝛽 − 1ح  تت𝛽(تالكاتهذاتك نوتا سااااااااااا إتامتسااااااااااالت1/2 2⁄ ≤ 𝛽المؤسااااااااااساااااااااااتأاتتلكإتامته ج دتتاا صت

تح  تماتالممكاتأاتهذهتالام  اتستعماتلف تأإا حتهع ا اتأكاإتماتا إا حتالتمتتحللف تهذاتلمستأجإ اتلآاتف 
تستام وتت كتالس ااتامتالإنت ،.ا

 :المعنى الاقتصادي لقيود الثنائية-4
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هاتاللإلتا اتال إلتتX𝑖هدلتما ملتمتغ إتا  ااااااا  اتتلكم تأشاااااااإن تسااااااا ال تاإنهتامتأيتجدالتساااااااما كا
تنهذات انمتأات.𝑗دتالثن ا اتا  سإتاا  ماتلل 

𝑥𝑖 (هدل ما مل) =  ∑ 𝑎𝑗𝑖  . 𝑢𝑗 − 𝑐𝑖 
تلهتلدإتالل ماتالنلد اتل احد تام تدالت𝑐𝑖هذات انمتأاتتل𝑥𝑖هاتإاحتالاحد تلمخإج وتالنشااااا  تت𝑐𝑖تاح  تأا

𝑐𝑖مثالتإاحتالاحاد تل مخإجا وتااإاتت ∑ 𝑎𝑗𝑖  . 𝑢𝑗ام تداموتتلتمثالتتك لاتت𝑎𝑗𝑖تمثلتملداإتالماإدتت𝑗المسااااااااااااااتاملتت
∑اافذاتتكااتتلت𝑗 جبتأاتتمثلتتك لاتمنسااااااااااااااتلاحد تالماإدتت𝑢𝑗ات.تهذات𝑖ااحد تااحد تل نشاااااااااااا  ت 𝑎𝑗𝑖  . 𝑢𝑗تك لاتت

تiلكلتالمااإدتالمستام اتماتأجلتهنت ،تاحد تااحد تماتالنش  تتساا من
تهذاتالتح  لت ؤديتهلصتالمس اا تالت ل ان

ت الإاح(تل احد تت– التك لا(تل احد تت=ل احد تت(التك لا الإاحتأات
ماتهذهتالمسااااااا اا ت مكاتملاحظاتأاتال إلتا  مات مكاتأات مثلتإاحتأاتتك لاتاهذاتمتاللتا صتهشااااااا إ ت

ت.ال إلتا  سإتماجااتأاتس لاا
اندتمستاىتتهامتح لاتالتاظ لتلمسا التالاإمجاتالخ  اتاإاتشاإ تا مث  اتامت إ لاتالساما كاتتلاحظتأنت
تتنأاتس لبتالت  د  تهذات انمت𝑍𝑝الذيت ظفإتغ إتأس سمت كاات س ايت لإت اتما م هتامتالس إتت𝑖تالنش  

∑ 𝑎𝑗𝑖  . 𝑢𝑗 − 𝑐𝑖 < ت0
تتأيتأان

(𝑖  التك لا المنساا ل مااإد المستام ا ل احد) − (𝑖  الإاح ل احد) < 0 
تهذات انمتأان

(𝑖  التك لا المنساا ل مااإد المستام ا ل احد) < (𝑖  الإاح ل احد) 
ت جهتمستاىتالنش  ت جبتأات لالتال لإ.تاهذات مكاتاستنتلاا لت لمتاح  تأاتالإاحت لالتالتك لاتالمنساا

تأيتجا هتلال االإتىا ساا ساامتماتمسااتاىتساا لبتهلصتمسااتاتتح  ت تلتز  د تما ملتالنشاا  تغ إتZ𝑝ماتالساا إت
ت.امتالجدالتاللاحلتنش  تأس سم

تالان  إتا س س اتالت ل انتتمعتنماذ،تالاإمجاتالخ  اتكم تأشإن تس ال ت مثلتنظ لتمدخلاوتامخإج و
تالمااإدتالمت حا.ت=المدخلاوت
تمس هماتالنش  تلفدلتالدالا.ت=المخإج وت
تتحا لتالمااإدتالمحداد تلنش   و.ت=النماذ،ت

ت مكاتأات ؤديتهلصنت𝑀𝑎𝑥نظ لتالمدخلاوتاالمخإج وتلمس الت
تز  د تامتمس هماتالنش  تلدالاتالفدل. -
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تز  د تامتهت حاتالمااإدتالمحداد . -
تتخل ضتامتاستفلاكتالنش  تل مااإدتالمحداد . -

هتناندم تات ظفإتأحدتالنشا   وتامتامادتا سا اتهذات انمتأاتل متهتتس ايت لإتكم ت انمتالت  د  تأ
ت دلتا صتأاتالتك لاتالمنسااتلفذاتالنش  تأكاإتماتاحد تالإاح.تاهذاتلغ إتمإاحتلذاتللت تلتهنت جه

 لتاع حتذلكتنأخذتالمث لتالت لمن
𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝نتتالإاحتال امم =  3𝑥1 + 2𝑥2 + 5𝑥3ت

ت نح  
𝑥1نتتت1الام  ات + 2𝑥2 + 𝑥3 ≤ ت   340
3𝑥1   تتن 2 الام  ا + 0𝑥2 + 2𝑥3 ≤ ت460
𝑥1نتتتت3الام  ات + 4𝑥2 + 0𝑥3 ≤ ت420

,𝑥1تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت 𝑥2, 𝑥3 ≥ تت0
تنالحلتا مثلتل اإن م تما صتا لجدالتالت لم

الحلت
تا مثل

𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋3 𝑋2 𝑋1 
امادت
تا س ا

− 0ت111 1 4⁄  1 2⁄  0 1 − 1 4⁄  𝑋2 
1 0ت031 2⁄  0 1 0 3 2⁄  𝑋3 
20 1 1 −2 0 0 2 𝑋3 

1350 0 2 1 0 0 4 𝑍𝑝 
 

𝑥1 ماتخلالتالحلتل اإن م تنلاحظتأات = هذات انمتأنهتغ إتمإاحتا انمتكذلكتأاتالتك لاتالمنساااااتلهتت0
𝑢1تنأكاإتماتاحد تالإاحتأيتأا + 3𝑢2 + 𝑢3 >  𝑐1ت

𝑢1مإاحتاهذاتاتخل ضتل ماتما ملاوت ت𝑥1 مكاتاععت + 3𝑢2 + 𝑢3تأيتاتخل ضتاستام اوتالمنت ت)
ت(𝑢3 ل 𝑢2 ل 𝑢1ما   تاما ملاوت تهذهتااستام اوتلا التل ام   وتالثلاثا

𝑢3تلجدالتالحلتا مثلتأا صتلن  = 𝑢2  ا 0 = 𝑢1 ا 2 = تت1
تأاتاا لتم تداموتالتك لاتالمنسااااااااتل احد تتساااااا ايتالتخل ضتامتااسااااااتام لتل ام  اتالث لثات كااتغ إتمجد ت

𝑢3 لإت  = تاتالتخل ضت كااتل ام  اتالث ن اتاالث لثا.هذات.ت(0
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التحا ل التالساااااااااااااا الااتنجدتأاتا الا اتتا صتل ام  اتالث ن ات اتل ماتالاحد تل ماإدتلف تأكاإتماتالام  اتتما
 ا الص.

تا اتإاضتأنن تمفتم اتاتحد دتملداإتالتخل ضتامتااستام لتل ام  اتالث ن اتالتمتتجالتالمنت تا التمإاح.
δهذاتاعااااااااااااان ت

1
الث ن اتاح  تأاتالمنت تا الت كااتمإاحتال تتمثلتالتخل ضتل منت تا التا صتالام  اتت

𝑢1اندم تتكاات + 3𝑢2 + 𝑢3 <  𝑐1تناهذاتت  𝑢1 + (3 − δ
2

)𝑢2 + 𝑢3 <  𝑐1ت
ا لتاا ضتال لتالمتغ إاوتالثن ا اتال ماتما ملتالفدلتا  ا  اتأاتال إلتا  ماتلل دتالثن ا اتالمشا إكتمعت

X1تنجدتأانت
(1). 1 + (3 − δ

2
). 2 + (1). 0 < 3  

7 − 2δ
2

< 3  
δ

2
> 2 

تلكمت كااتالمنت تا التأيتاحد ت2اهذات انمتأاتااسااااااااااااتام لتل ام  اتالث ن ات جبتأات خلضتاأكاإتمات
X1تمإاح.ت
 ت:للثنائية Simplexطريقة الـ ( 5

𝑍𝑖)امتا جزاءتالسا الاتاعحن تأنهتاندتأيتجدالتللأ   ات − 𝑐𝑖)تنما ملتالفدلتلاااااااااااااااتX𝑖س ايتاللإلتت 
جدالتا    اتتل𝑀𝑎𝑥امتح لاتتلا اتالجفاتال سإىتاال منصتلل دتالثن ا اتالمش إكتمعتالمتغ إتا س سمتللأ   ا

𝑍𝑖ات كااتمثاا لمتامتحاا لااات − 𝑐𝑖 < 𝑍𝑖اتامتالحاا لاااتالمث صت كااتهتللمتغ إتااحاادتا صتا لاالت0 − 𝑐𝑖 ≥ ت0
ت.لكلتالمتغ إاو

تننظإتالثن ا ات كااتلد ن هذاتنظإن تل ح لاتهذهتماتاجفات

𝑍𝑖 − 𝑐𝑖 = ∑ 𝑎𝑗𝑖𝑢𝑗 − 𝑐𝑖

𝑚

𝑗=1

 

𝑍𝑗تتنامتح لاتم تتكاا − 𝑐𝑗 < ∑تتناإاتت  0 𝑎𝑗𝑖𝑢𝑗 < 𝑐𝑖
𝑚
𝑗=1ت

تمث ل ا.تاهذاتمان هتأاتجدالتالثن ا اتل اتام متامتح لاتم تا    اتغ إ
ت𝑐𝑖تأكاإتماتأات ساا اياامتح لاتم تال إلتا  سااإتأكاإتماتأات ساا ايتال ااالإتاإاتال إلتا  مات كاات

ت.هذات انمتأاتالثن ا اتتكااتام  اتاندم تتكااتا    اتمث ل ا
هذهتالح لاتتسااااااتاجبت إ لاتجد د تل حلتل اإمجاتالخ  اتالتمتتادأتا لجدالتغ إتام مت لكاتأحساااااااا(تمات

تأات كااتمث لم.
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تلل ثن ا اتSimplexهذهتال إ لاتالجد د تامتالحلتسااءتل اإام تا    اتأاتالاإام تالثن ا اتتسمصتا إ لاتالات
تاانحإاا و.تأيتت ح حتSensitivity Analysisاأنف تمفماتجداتامتتح  لتالحس س اتتلاتمثلت إ لاتحل

تنمث لتت ا لمتا صت إ لاتالسما كاتل ثن ا ا
𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑝 = 2𝑥1 + 𝑥2 

تح  ن
3𝑥1 + 𝑥2 ≥ 3 

4𝑥1 + 3𝑥2 ≥ 6 
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 3 

𝑥1 , 𝑥2 ≥ 0 
دخ لتالمتغ إاوتا ساا ساا اتأيتاعااعتالاإن م تا صتالشااكلتت≥الخ ا تاااتداا اتتت  بتتحا لتالل ادتهلصت اا 

𝑀𝑖𝑛 𝑍𝑝نتتالما  إي =  2𝑥1 + 𝑥2 
تح  نت

−3𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑠1 = −3 
−4𝑥1 − 3𝑥2 + 𝑠2 = −6  

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑠3 = 3 
 𝑥1, 𝑥2 , 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ≥ 0 

,𝑠1المتغ إاوت  𝑠2, 𝑠3 تتمثلتالمتغ إاوتا س س اتامتجدالت)Simplexت𝑇0هذاتالجدالتل اتجدالتأالتتل
ام مت اتامادتالمااإدتتاجدتاهتل لتساااااااا لاالتأيتأاتشااااااااإ تالام  اتغ إتمحللتا نم تشااااااااإ تا مث  اتمحللتمم ت

تن ت  بتالحلتا إ لاتالسما كاتل ثن ا ا
𝑇0 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 ت
 𝑆1 3− 1− 1 0 0ت-3
 𝑆2 4− 3− 0 1 0ت-6

3 1 0 0 2 1 𝑆3 
0 0 0 0 −1 −2 𝑍𝑝 

 إ لاااتالحاالتتكااتما ناااتا صتتحل لتشااااااااااااااإ تالام  اااتاتتحللتا مث  اااتاناادتتلSimplexماتأهلتأسااااااااااااااات
 الا التل حلتا مثل.

تحددتالمتغ إتا سا سامتالخ إ،لتأيتتحددتسا إتالداإاالتح  تالمتغ إتا س سمتالخ إ،تهاتتنحالة العملية
تالمتغ إتالذيتلهتأكاإتل ماتمتااااتاإش إ تس لاالتهذاتك نوتكلتان  إتالامادتماجاالتالحلتام م.

 خت إتماتدتامادتالداإاالتالمتغ إتغ إتا سااااااااا سااااااااامتالداخلتدأيتتحتلتحددتالمتغ إتالداخلت:حالة الأمثلية
تالت ل انتعماتالمتغ إاوتغ إتا س س اتا ل إ لا
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ات تلتالتا ملتمعتان  ااإتساا إتالداإااتا كاإتتلZpلسااماتان  ااإتساا إتالداإااتا صتان  ااإتالساا إت
اتهاتالذيتلهتأللتن ت تلسااماتماجااتامتح لاتم تهذاتك اتالاإن م تا صتماتأاتتساا ايتال االإلتالمتغ إتالداخلتهذات

أاتأللتل ماتم  لاتل نساااابتأيتأكاإتنسااااااتمتااااتاإشاااا إ تساااا لاالتهذاتك اتالاإن م تا صتال اااااإ تلت𝑀𝑖𝑛الشااااكلت
𝑀𝑎𝑥.ت

تلهذاتك نوتكلتان  اااإتالسااا إت ااالإتأاتماجاالت تلتاخت  إتسااا إتوخإتاامتح لاتادلتاجادتسااا إتوخإ
ت اجدتلهتحلتأمثل.تالاإن م تات اجدتلهتحلتام متاا لت لمتا

 (ت6−م دالتالماإدت س ايت تت𝑠2المتغ إتالخ إ،تهن ت
تنلإ ج دتالمتغ إتالداخلتنععتالجدالتالت لم

𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 تالمتغ إاو
ت𝑍𝑝الس إ 2− 1− 0 0 0
ت𝑆2الس إت 4− 3− 0 1 0
− − − 1 3⁄  1 2⁄  ن ت تاللسما 

1تم تداموتأللتنسااتهم ت.𝑋2اإاتالمتغ إتالداخلتهات⁄3
ت.دلداخللت تلتهتا عت إ لاتالسم كاتالا د اتلحس بتالجدالتالجد االآاتاادتتا  اتالمتغ إتالخ إ،تاالمتغ إت

𝑇1 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 ت
1− 0ت1- 3⁄  1 0 −5 3⁄  𝑆1 
1− 0ت2 3⁄  0 1 4 3⁄  𝑋2 

−1 1 2 3⁄  0 0 5 3⁄  𝑆3 
2 0 −1 3⁄  0 0 −2 3⁄  𝑍𝑝 

ت.𝑠3أاتت𝑠1ا س س اتهم تتااحدتماتالمتغ إاوهن تظفإوتح لاتانحإالتاا لت لمت مكاتاخت  إتأيت
اتتاجدتاف تل لتسااااااا لااتافذات انمتاخت  إتت𝑠3 اجدتاف تل لتسااااااا لااتا نم تان  اااااااإتت𝑠1تاح  تأاتان  اااااااإ
تنالس إتا التكس إتداإاا

𝑇2 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 ت
3 5⁄  0 1 5⁄  −3 5⁄  0 1 𝑋1 
6 5⁄  0 −3 5⁄  4 5⁄  1 0 𝑋2 

0 1 1 −1 0 0 𝑆3 
12 5⁄  0 −1 5⁄  −2 5⁄  0 0 𝑍𝑝 
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لتمث  اتمحلللتمم ت انمتأنهتجدالتحالام  اتاامتنلاتالالوتلهتشاااإ تا الجدالتا خ إتتحللتا هتشاااإ ت
تأمثللتح  ن

𝑥1 = 3 5⁄  
𝑥2 = 6 5⁄  

𝑍𝑝 = 12 5⁄  
نت مكاتاانتلا لتماتالحالتا إ لااتالسااااااااااااااما كاتل ثنا ا ااتهلصت إ لااتالسااااااااااااااما كاتالا د اتامتنلاتحظـةملا

لا.تكم تأات إ لاتالسااااااما كاتل ثن ا اتا د تم تتسااااااتاملتامتتح  لتالحساااااا ساااااا اتاندتاسااااااتام لتالثن ا اتامتأالمساااااا
تالتح  ل.ت

 الثنائية -حسابات مهمة للأصلية  (6
التمتتالثن ا التاح تأاتالمتغ إاوت- مكاتاستام لتالم لاا وتاستخإا،تااضتالحس ا وتالمفماتللأ   ا

تالجدالتالت لمنتتدخلتعماتالم لاااتتكااتحسب
𝑇 𝑆1    𝑆2    𝑆3   …. 𝑋1    𝑋2     𝑋3 ت .…  

تامادتالمااإد
م لاااتالمتغ إاوت

تا س س ا
ما ملاوتالمتغ إاوت
تل ل ادتل  إلتا  سإ

𝑆1 
𝑆3 
𝑆3 

 𝑍𝑝تان  إتس إتدالاتالفدلت
تسنلسلتالحس ا وتهلصتلسم ان

المإاحلتلجدالتالساااام  كات أ اااا متأاتثن ام(تامتأيتمإح اتمات حســـابات تخن صناصـــر المصـــفوفة:-أ
تان  إتالل ادتاامادتدالاتالفدلتل جدالتتحسبتكم ت  من

(𝑇𝑖 (م لااا المتغ إاو ا س س ا اند  (اماد النماذ، ا   م) =  𝑇𝑖  اماد اند 
𝑖لكلت = 1,2, … . , 𝑛 

امتس إتدالاتالفدلتتi يتجدالتماتجداالتالساما كاتالان إت حسابات تخن سطر دالة الهدف: (ب
ت حسبتكم ت  منتل متغ إ

(ال إل ا  ما لل د الثن ا ا المم ثل) − (ال إل ا  سإ لل د الثن ا ا المم ثل) = 𝑥𝑖 ام دالا الفدل  الان إ 
تانل دتا لمم ثلتامتنلاتإتااتالجدال.

ت.لتنحت ،تلل لتادد اتلمتغ إاوتالثن ا الحس بتالما ملاوتادد  
الفادلتتخت لتماتجدالتهلصتوخإلت مكاتاسااااااااااااااتام لتالما دلاتالت ل اتالتمتتا متما تداماوتماا ملاوتدالاات
تمتغ إاوتالثن ا اتاندتأيتجدالن
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(𝑇𝑖ما ملاو المتغ إاو ا س س ا للأ   ا اند) (𝑇𝑖 م لااا المتغ إاو ا س س ا للأ   ا اند) = 𝑇𝑖متغ إاو ل ل الثن ا ا اند 

 :تحليل الحساسية( 7
ت مكاتاععتالخ ااوتالت ل انتلفذاتالل لتSensitivity Analysisجلتماا  اتتح  لتالحس س اتأمات
ته ج دتالحلتا مثلتل اإن م تا   م. .1
ماتأجلتأيتالتإاحتل تغ  إتامتالاإن م تا   ملتااادتها د تالحس بتل ان  إتالجد د تل جدالتا مثلت .0

الثن ا التأاتالحسااااااا ا وتالا د اتتاجهتهلصتت-(تا ساااااااتام لتحسااااااا ا وتا  ااااااا  ات1المساااااااجلتامتالخ ا ت 
 (3الخ ا ت 

(.تأماا تهذاتكا اتغ إتام متتاجااهتهلصتالخ ا ت4هذاتكا اتالجادالتالجاد اادتغ إتأمثاللتتاجاهتهلصتالخ ا ت  .3
ات تلتتسج لتالجدالتكجدالتحل5  تأمثللتلل.ت(تاا 

الحلتا مثلتالجد دلتهلصتجدالتتاسااااااتاملت إ لاتالسااااااما كاتالا د اتل جدالتالجد دتماتأجلتالا ااااااال .4
 .لل

تهلصتجدالتالحلتا مثلتالجد دلتأاتاساتاملت إ لاتالساما كاتل ثن ا اتل جدالتالجد دتماتأجلتالا ال .5
تلل.

تالل لتا التاإاتالحلتا مثلتالمسجلتهانتمإجاا تهلصتدإاساتالح لاتا
𝑇2 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 ت

29 4⁄  19 4⁄  −7 4⁄  1 0 0 𝑆1 
5 4⁄  −5 4⁄  −1 4⁄  0 0 1 𝑋1 

3 1 0 0 1 0 𝑋2 
64 4⁄  1 2⁄  1 2⁄  0 0 0 𝑍𝑝 

 :تغيرات لها تأثير صلى العملية .7-1
تنالح لمتهن كتناا اتماتالتغ إاوتالتمت مكنف تأاتتؤثإتا صتالام  اتل حلتا مثل

هلصتت01اتإضتأنهتحد تتغ إتامتالنماذ،تا  اااا متامتالماإدتالث نمتماتات:أ( تغيرات في الموارد المتاحة
أاتالتغ إاوتامتالمااإدتالمت حاتتؤثإتال تا صتالجفاتال منصتل جدالتت(الثن ا ات-ا  ااااااااااا  ا .تماتحسااااااااااا ا وت00

 ا مثلت امادتالمااإد(تأيتأاتالتغ إت ؤثإتال تا صتالام  ا.
تحس بتالجفاتال منصتا صتأس اتالتغ  إتالجد دتتتلتك لت لمن

7 4⁄  
15 4⁄

= 
3 

22 28 × 3 
− 7 4⁄    19 4⁄   

0   1 4⁄      −5 4⁄   
 0        1 

1 
  𝑋1  = 

0 
𝑠1 
𝑋2 

تنك ل اتحس بتان  إتالاماد
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1 ∗ 28 − 7 4⁄ ∗ 22 + 19 4⁄ ∗ 3 = 15 4⁄  
0 ∗ 28 + 1 4⁄ ∗ 22 − 5 4⁄ ∗ 3 = 7 4⁄  

0 ∗ 28 + 0 ∗ 22 + 1 ∗ 3 = 3 
المتغ إاوتا سااا سااا اتالح ل اتتالصتث اتاتم تادىتالتغ  إتالذيتتلم داموتان  اااإتالجفاتال منصتال وتماجاا

تال .ت حد ت كااتا صتأس اتالنت ا تالجد د 
𝑠1 = 15 4⁄  
𝑥2 = 7 4⁄  

𝑥3 = 3 
𝑍𝑝 = 77 4⁄  

تت5تهلصت3اماتت00تهلصت01تالآاتااتإضتأنهتحد تتغ إتامتالماإدتالث نمتاالث ل تا صتالتاالمتما

53 4⁄   
−3 4⁄  

= 
5 

28 
22 × 5 

1   − 7 4⁄    19 4⁄   
0   1 4⁄      −5 4⁄   

ت1        0      0
= 

𝑠1 
𝑋1 
𝑋2 

ل ثناا ا اااتتSimplexالآات مكاتاسااااااااااااااتاماا لت إ لاااتتلالتغ إاوتالتمتحاادثااوتجا ااوتالجاادالتالجااد اادتغ إتام م
تلإ ج دتالحلتالجد د.

𝑇3 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 ت
53 4⁄  19 4⁄  −7 4⁄  1 0 0 𝑆1 
−3 4⁄  −5 4⁄  +1 4⁄  0 0 1 𝑋1 

5 1 0 0 1 0 𝑋2 
54 4⁄  1 2⁄  1 2⁄  0 0 0 𝑍𝑝 

ت
𝑇4 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 ت

52 5⁄  0 −4 5⁄  1 0 19 5⁄  𝑆1 
3 5⁄  0 +1 5⁄  0 0 −4 5⁄  𝑆3 

22 5⁄  1 1 5⁄  0 1 4 5⁄  𝑋2 
66 5⁄  0 3 5⁄  0 0 0 𝑍𝑝 

تاهذاتهاتجدالتالحلتا مثلتح  ن
𝑠1 = 52 5⁄  
𝑠3 = 3 5⁄  

𝑥2 = 22 5⁄  
𝑧𝑝 = 66 5⁄  

تهع ااتل دتجد دت مكاتأاتتنت تانف تح لت انت.ب
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الل دت كااتمشااااااااااعتا لحلتالح لمتأيت حللتالشاااااااااإ تأيتأاتالل دت كااتمتااإتح  تات ؤثإتا صتالحلت*(ت
ت.ا مثل

ت ا لحلتالح لمتأيتات حللتالشاااااااااااإ تأيتأنهت كااتغ إتمتااإت ن دإ(تاهن ت تلتت مشااااااااااااااتالل دتات كاات**(
تاستام لت إ لاتالسما كاتل ثن ا ا.

ت(لإ ج دتالحلتامتالح لات *(تهذاتااتإعااااان تأنهتأعااااا لتل دتجد دتل اإن م تا  ااااا مت دإاسااااااتالح لاتالسااااا الا
𝑥2 ح  ت ≤ 𝑥2.تم دالتامتالحلتا مثلت4 = تلل دت حللتالشإ تاالحلتالح لمتات تغ إ.افذات انصتأاتات3
𝑥2*(تاإذاتااتإعااااااااان تأاتالل دتالجد دتك ات*أم تاندتالح لات ت ≤ امتهذهتالح لاتالل دتات حللتالشاااااااااإ تت2

 سااتام لتاتالما  إ اتلهتاهذاتاإعاا ااتمتغ إتأساا ساامتأاتهعاا امتهذاتاسااتداصتاا لت لمت تلتتحا لتالل دتهلصتال اااإ 
𝑠4تكمتغ إتأس سمتنجدتالشكلتالما  إيتل ل دنت𝑥2 + 𝑠4 = 𝑠4ح  نتت2 ≤ ت 0

𝑥2تات كااتلد ن نامتالحلتالح لمتمتغ إتأس سمتهذاتت𝑥2م دالت + 0𝑠1 + 0𝑠2 + 𝑠3 = 3 
𝑥2 = 3 − 𝑠3 

 ا س س اتك لت لمن
تنلمحالتهلصتالشكلتالما  إيتنجدتأاا لتاا ضتامتالل دتالس التا

3 − 𝑠3 + 𝑠4 = 2  
−𝑠3 + 𝑠4 = −1 

تأس اتهذاتالتغ  إت  احتالجدالتك لت لمناا صت
𝑇2 𝑆4 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1 ت

53 4⁄  0 19 4⁄  −7 4⁄  1 0 0 𝑆1 
−3 4⁄  0 −5 4⁄  +1 4⁄  0 0 1 𝑋1 

5 0 1 0 0 1 0 𝑋2 
−1 1 −1 0 0 0 0 𝑆4 

54 4⁄  0 +1 2⁄  +1 2⁄  0 0 0 𝑍𝑝 
ت
ت 𝑆4 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑋2 𝑋1ت

10 4⁄  19 4⁄  0 −7 4⁄  1 0 0 𝑆1 
10 4⁄  −5 4⁄  0 +1 4⁄  0 0 1 𝑋1 

2 1 0 0 0 1 0 𝑋2 
1 −1 1 0 0 0 0 𝑆3 

11 1 2⁄  0 +1 2⁄  0 0 0 𝑍𝑝 
تالجدالت مثلتجدالتحلتأمثلتا كااتا هن

𝑥1 = 10 4⁄  
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𝑥2 = 2 
𝑍𝑝 = 11 

 :تغييرات لها تأثير صلى الأمثلية .7-2
تنهن كتح لت اتأس س ت اتكذلكت مكاتأاتتؤثإتا صتا مث  التل حلتالح لم

تغ  إاوتامتدالاتالفدلنتهذاتك نوتالتغ إاوتتشاااملتما ملاوتالمتغ إاوتا سااا ساااا اتل حلتا مثلتالح لمت .1
ت𝑍𝑝 تلتتحد دتالل لتالجد د تل ثن ا اتثلتتستاملتهذهتالل لتلحس بتان  إتالس إت

لح لمتاتأم تهذاتك اتالتغ إت شاااااااملتالمتغ إاوتغ إتا سااااااا سااااااا اتال لت تلتاساااااااتام لتل لتالثن ا اتل حلتا مثل
تل متغ إاوتغ إتا س س اتال لتاتتظفإتأيتتغ إاوتامتالجدالتالح لم.ت𝑍𝑝لحس بتان  إتالس إت

𝑍𝑝نا اتإاضتأنهتحد تتغ  إتامتدالاتالفدلتل اإن م تا   متك لت لم = 3𝑥1 + 5𝑥2 
تاا لت لمت جبتتحد دتلالح لمتالتمتظفإوتكمتغ إاوتأسااا سااا اتامتالحلتا مثلت𝑥2اتت𝑥1تغ  إتهن تشاااملتال

تنل لتالثن ا اتالجد د 

0  , 3 4⁄  , 5 4⁄ ت= 
1 − 7 4⁄    19 تت⁄4
0   1 4⁄    −5 4⁄  

تت1      0        0
0  , 3   , ,𝑢1ت= 5 𝑢2, 𝑢3 

تك ل اتان  إتالس إن
(1 ∗ 0 + 0 ∗ 3 + 0 ∗ 5), (−7 4⁄ ∗ 0 + 1 4⁄ ∗ 3 + 0 ∗ 5), (19 4⁄ ∗ 0 − 5 4⁄ ∗ 3 + 1

∗ 5) = (0, 3 4⁄  , 5 4⁄ ) 
𝑢1تهذاتل لتكلتمان = 0  , 𝑢2 = 3 4⁄  , 𝑢3 =  5 4⁄ ت  

اأخذتاللإلتا اتالجفاتال سااإىتاال منصتلل ادتالثن ا التالمشاا إكاتمعتالمتغ إاوتت𝑍الآات تلتحساا بتما ملاوت
تللأ   ا.

𝑥1:  7𝑢1  ما مل + 4𝑢2 − 3 = 7.0 + 4. 3 4⁄ − 3 = 12 4⁄ − 3 = 0 
𝑥2:  4𝑢1  ما مل + 5𝑢2 + 𝑢3 − 5 = 20 4⁄ − 5 = 0 

𝑠1 ما مل  ∶  𝑢1 − 0 = 0 − 0 = 0 
𝑠2 ما مل  ∶  𝑢2 − 0 = 3 4⁄  
𝑠3 ما مل  ∶  𝑢3 − 0 = 5 4⁄  

أكاإتماتأاتتسااااا اىت ااااالإتاإاتالتغ إاوتاصتت𝑍𝑝اأاتان  اااااإتالسااااا إتت𝑀𝑎𝑥م دالتالاإن م تا صتشاااااكلت
,𝑥1الما ملاوت 𝑥2تأيتتغ إتامتأمث  اتالمتغ إاوتال مف .تتدلتا صتأنهتللت حد ت

تنح  تت احتZ𝑝اتالتغ إتالاح دتالذيت حد تهاتامتل ماتهذات
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𝑍𝑝  =  3. 5/4 +  5.3 =  15/4 +  15 =  75/4 
هعا ااتنش  تجد دتمك ا تلإحدا تتغ إاوتامتدالاتالفدلتتنإضـافة نشـاط جديد أي متغير قراري جديد (ب

 اامتالمااإد.
تأنهتحد تتغ  إتل اإن م تك لت لمنتااتإض

𝑀𝑎𝑥 𝑍𝑝 = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 
تح  ن

7𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥3 ≤ 28  
4𝑥1 + 5𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 20   

𝑥2 − 𝑥3 ≤ 3 
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3  ≥ 0 

اإاتل دتالثن ا اتت𝑥3لتح  تحسااااااااابتالمتغ إتالجد دت𝑥3امتالادا ات تلتالتحللتمعتل دتالثن ا اتالمشااااااااا إكتمعت
𝑢1  احنتتتت + 2𝑢2 − 𝑢3  ≥ ت   2
متغ إتغ إتأساااااااااااااا اتامتالحلتا مثلتالح لملتا تلتاسااااااااااااااتام لتل لتالثن ا اتل حلتا مثلتالح لملتت𝑥3م دالت

تامتالجدالتا مثلتالح لمنت𝑥3اا لت لمت كااتما ملت
1.0 + 2. 1 2⁄ − 1 2⁄ − 2 = 1 − 1 2⁄ − 2 = 3 2⁄  

تك لت لمنت𝑥3كم ت مكاتحس بتامادت

− 29 4⁄  
7 4⁄  
−1 

ت=
ت1
ت0
ت-1

ت
1    − 7 4⁄     19 4⁄  
0     1 4⁄     − 5 4⁄  

0          0        1 
ت=

𝑥1 
𝑥2 
𝑥3 

تافذاتالتغ  إتاالحس ا وت  احتالجدالتالجد دتك لت لمن
𝑇3 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑥3 𝑋2 𝑋1 ت

19 4⁄  29 4⁄  −7 4⁄  1 − 29 4⁄  0 0 𝑆1 
5 4⁄  −5 4⁄  1 4⁄  0 −7 4⁄  0 1 𝑋1 

3 1 0 0 −1 1 0 𝑋2 
64 4⁄  1 2⁄  1 2⁄  0 −3 2⁄  0 0 𝑍𝑝 

تشإ تا مث  اتغ إتمحللتمم ت ت  بتالاح تااتالحلتا مثلتالجد دتا ستام لت إ لاتالسم كاتالا د ان
𝑇4 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑥3 𝑋2 𝑋1 ت

97 7⁄  −1 7⁄  −5 7⁄  1 0 0 29 7⁄  𝑆1 
5 7⁄  −5 7⁄  1 7⁄  0 1 0 4 7⁄  𝑋3 

26 7⁄  2 7⁄  1 7⁄  0 0 1 4 7⁄  𝑋2 
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88 7⁄  −4 7⁄  5 7⁄  0 0 0 6 7⁄  𝑍𝑝 
ت

𝑇5 𝑆3 𝑆2 𝑆1 𝑥3 𝑋2 𝑋1 ت
136 7⁄  1 −1 1 0 3 2⁄  5 𝑆1 
70 7⁄  0 1 0 1 5 2⁄  2 𝑋3 

13 1 1 2⁄  0 0 7 2⁄  2 𝑋2 
140 7⁄  0 1 0 0 2 6 2⁄  𝑍𝑝 

ت  نححلتأمثلت
𝑠1 = 136 7⁄  
𝑥3 = 70 7⁄  

𝑠3 = 13 
𝑍𝑝 = 130 7⁄  

ت


