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Chapitre 1

Optimisation multidimensionnelle

1.1 introduction

Dans tout le chapitre, on va étudier le probleme d’optimisation sans contraintes qui consiste

a minimiser la fonction f : R” — R. On considere donc le probleme formulé comme suit,

(Pr) { minf (x) (1.1)

x € R”

Définition 1.1.1. Soit S une partie de R" et B,(x) une boule ouverte centrée en x .

1. x € R" est un point intérieur de S s'il existe r > 0 tel que B,(x) € S.

2. L'intérieur de X est I'ensemble de tous les points intérieurs de X. On note intX C S.
3. V(x) est un voisinage de x s'il existe r > 0 tel que B,(x) C V(x).
4

. A est un ensemble ouvert de R" pour tout x € A, s’il existe un voisinage V (x) de x tel
que V(x) C A.

S

x € R" est un point d’accumulation de S si, pour tout r > 0,B,(x) NS = @.

6. F est un ensemble fermé s’il contient tous ses points d’accumulation (si son compliment
est ouvert).

7. E est compacte si et seulement si E est fermée et bornée.

Théoréme 1.1.1. (Bolzano—Weierstrass). Soit un espace métrique (S, d) et un sous-ensemble E
de S. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. E est compact.

2. E est séquentiellement compact, c’est-a-dire, toute suite {x, } dans E posséde une sous-
suite {x,, } qui converge vers un élément x € E.
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Définition 1.1.2. On dit quef : R" — R est coercive si

lim f(x) = 400 (1.2)

(]| —=+e0

||.|| désigne une norme quelconque de R".

Exemple 1.1.1. Soit la fonction f(x1,x3) = (x1 + x2)2. Alors f n’est pas croissante a l'infini dans
R2. 11 suffit de prendre la suite (n, —n),n > 1,

f(n,—n) = (n—n)?> =0 -» 4oo.

Remarque 1.1.1. A une matrice symétrique carrée, Alors la fonction f(x) = xT Ax + bTx + c est
coercive, ssi A est une matrice définie positive.
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FIGURE 1.2 - Fonction

FIGURE 1.1 - Fonction non coercive

coercive

Définition 1.1.3. Le gradient d’une fonction f : R" — IR, différentiable est un vecteur de R"

s’écrivant, 9f of of
f— — — DY T n
vf(x)_(axl'axz' 'axn) r xR

Si les dérivées secondes existent et sont continues, alors la matrice Hessienne s’écrit,

92 92 92

O = ORI o1 C)

92 92 92

gon () 520 e ()
Vi f(x) =

2 2 2

() (%) - G

Exemple 1.1.2. Soit f(x) = e*2 — (x3 — 3x2)?. Le gradient et la matrice Hessienne sont :

Vix)= (—4x1(x% —3xp),e"2 + 6(x% —3x))7,
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—1222 4+ 12x, 12y )

2 _
Vi) = ( 12x1 elxy) — 18

1.1.1 Développement de Taylor

Premier ordre :

fly) = fx)+Vf(x)d+o(|d]). (1.3)
fly) = f(x)+Vf(§)d telque ¢ € [x,y]. (1.4)
Deuxiéme ordre :
fly) = f(x)+Vf(x)d+ %dTVZf(x)d +o(ll 4 [1?). (1.5)
) = F)+ VA + 2d PR tel que € € [x,y). (1.6

Définition 1.1.4. Pour tout x € R", on appelle la dérivée directionnelle de f en x de direction
h,

dy = % =< Vf(x),h>;heR"
Et on note g(t) = f(x + th) tel que, g(0) = f(x).

Définition 1.1.5. la courbe de niveau k d’une fonction f de deux variables (x,y) — f(x,y),
est I'ensemble des points du plan (x,y) qui vérifient 'équation f(x,y) = c.

FIGURE 1.4 — Courbes de
niveau

FIGURE 1.3 — courbes de
niveau

Proposition 1.1.1. Le vecteur gradient V f(xo,yo) est orthogonal a la ligne de niveau de f
passant au point (xo,yo). Il indique la direction de plus forte pente a partir de ce point.
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FIGURE 1.5 - Le gradient est orthogonale aux courbes de niveau
1.2 Convexité
Définition 1.2.1. Un ensemble S C R" est convexe si x,y € X = [x,y] C X, c-a-d,

Ax+ (1 —=A)y € S pour tout x,y € SetA € [0,1]. (1.7)

FIGURE 1.6 — Ensemble convexe et non convexe

Définition 1.2.2. Une fonction f : S C R" — R définie sur un ensemble convexe S est

convexe sur S ssi
fAx+ (1 =A)y) <Af(x)+(1—=A)f(y), Vx,y € SYA € (0,1). (1.8)

Et dite strictement (fortement) convexe ssi,
1
fAx+(1=Ay) M)+ A =Df(y) = 5eAA =M [[x =y | c>0. (19

Théoreme 1.2.1. Soit S C R" un ensemble convexe ouvert non vide et soit f : S C R" — R
soit une fonction différentiable. Alors f est convexe si et seulement si

fy) > f(x) +Vf(x)(y—x), Vx,y €S (1.10)

Démonstration. 1 :=) Soit f(x) une fonction convexe, alors pour tout 0 < a < 1

flay+ (1 —a)x) <af(y) + (1 —-a)f(x).
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Dong,

Posons &« — 0, se résulte

Vi) (y—x) < fly) — f(x).

2 :<) Soient xq,x3 € Xetx =ax; + (1 —a)xy, 0 < a <1, alors

fla) = fx) + V()T (01— x),
flx2) = f(x) + Vf(x)" (x2 = x).

Donc,
af (x1) 4+ (1&) f(x2) > f(x) + VF(x)T (ax; + (1 — a)xo — x) = fax; + (1 —a)xz),
Ce qui fait de f convexe. O

Théoreme 1.2.2. Si f est différentiable sur I'ensemble convexe S, alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes,

fly) > f(x)+ Vf(x)(y—x), Vx,y €S, (inégalité du gradient)

(Vf(x)=Vf(y),(x—y)) >0, Vx,y € S, (monotonie)

Remarque 1.2.1. Si l'inégalité est stricte (monotonie stricte), la fonction f est strictement convexe.
On écrit
(VF(x) =V ) (x—y)>a| x—y|*Vx,y €S, (monotonic forte)

Théoreme 1.2.3. Une fonction deux fois différentiable est convexe, ssi

dTV2f(x)d >0 Vx,y € X.
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FIGURE 1.8 - courbes FIGURE 1.9 — Courbes
de niveau d’une fonction de niveau d’une fonction
convexe non convexe

Démonstration. 1 :=) Suppose que f est convexe x € X. Dans un voisinage de X,
flx+Ad) > f(x) +AVf(x)"d.
Et comme f est de classe C2, alors
flx4+Ad) = f(x) + AV f(x)Td + %AZdTVZ f(x)d.
Des deux équations au dessus, on trouve
%AszVZ f(x)d > 0.

Comme A > 0, alors
dTV2f(x)d > 0.

2 :<) Considerant x,y € X, on a
1
f) = f(x) + AVF()'d + A% V2 f(x)d.

Mais, d”V2f(x)d > 0 donc
fly) > f(x) + AV f(x)Td.

Ce la fait que f est convexe.
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Définition 1.2.3. Soit f une fonction définie sur un ensemble S a valeurs dans R U
{—00, +0co}. L'épigraphe de f, notée epif, est I'ensemble défini par,

epif ={(x,a) € SXxR | f(x) < a}.

Autrement dit, I'ensemble des points situés au-dessus du graphe de la fonction dans I'espace
R

FIGURE 1.10 — L'épigraphe d'une fonction f

Théoréme 1.2.4. Soit S C R" un ensemble convexe non vide. Soit f : S C R" — R. Alors f
est convexe si et seulement si epif est un ensemble convexe.

Démonstration. Supposons que f soit convexe. Soit x1,x, € S et (x1,a1), (xp,ap) sont dans
epif. Alors, il résulte de la définition (1.2.2) et de la définition (1.2.3) que

fAx1+(1—=A)xp) < Af(xq) +(1—=A)f(x2) < Aag + (1 — A)ay.

pour tout A € (0,1). Puisque S est un ensemble convexe, Ax; + (1 — A)x; € S. Donc (Axq +
(1 —A)xp, Aag + (1 — A)ay) € epif, ce qui signifie que epif est convexe.

réciproquement, supposons que epif est convexe, et que x1,xp € Set (x1, f(x1)), (x2, f(x2)) €
epif.On a alors par la convexité de epif que

(Ax1+ (1= A)xp, Af(x1) + (1= A)f(x2)) € epif, A €(0,1).

Cela signifie que
fAx+ (1 =2A)x) < Af(x1) + (1= A)f(x2),

pour chaque A € (0,1). Par conséquent, f est convexe. O

Théoréme 1.2.5. Soit S C IR" un ensemble convexe non videet f : S C R" — R. Soit x* € S
un minimum de f. Si f est convexe, alors x* est aussi un minimum global.
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Théoreme 1.2.6. Soit f : S C R" — R une fonction convexe différentiable. Alors x* est un
minimum global si et seulement si V f(x*) = 0.

Démonstration. 1. =) : Soit f une fonction convexe différentiable dans R" et Vf(x*) = 0,
alors

f(x) = f(x) + V() (x =) = f(x7), Vx e R

ce qui indique que x* est un minimum global de f.

2. <) : C’est évident car le minimum global est aussi un minimum local, il est aussi un
point stationnaire. [

1.3 Fonction quadratique

Dans cette section, on étudie une classe particuliére des fonctions. En général, une fonction
quadratique f : R" — R peut s’écrire comme suit

f(x) =xTAx +bTx +¢, (1.11)

Avec A est une matrice symétrique d’ordre n et b un vecteur de R". explicitement, le terme
xT Ax peut s’écrire

xTAx = i i AjjX;X;j.

i=1j=1

2 -1
A ), alors xT Ax = 2x3 — 2x1xp + 4x3.

Exemple 1.3.1. Soit A = (

Définition 1.3.1. Soit A une matrice symétrique d’ordre n,

1. SixTAx > 0 (resp. > 0) alors, A est définie positive et f admet un min local unique
(resp. semi-défini),

2. SixTAx <0 (resp. <0),alors A est définie négative et f admet un max local unique
(resp. semi-défini),

3. Six] Axy > 0et x] Axy < 0 Vxy,x2 € R", alors A est indéfini et f admet un point
sell.

Théoreme 1.3.1. Soit A une matrice symétrique d’ordre n,
Aest défini positive < toutes les valeurs propres de A sont positives. (1.12)

Remarque 1.3.1. Les vecteurs propres correspondants au valeurs propres sont orthogonaux aux
courbes de niveaux de f(x).
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-10 Vi1

FIGURE 1.11 — Courbes de niveaux de f = 3x% — 3x% + 8x1x7.

Exemple 1.3.2. Soit f(x) = 3x% — 3x3 + 8x1x,.

Les valeur propres de A sont Ay = 5 et Ay = =5, alors f n’admet pas de minimum.
Les vecteurs qui correspond sont Vi = \%
(1.11),

— Dans la direction de V; les courbes de niveaux sont positives et f admet un min,

(2,1) et V] = \%(1, —2). Comme elle montre la figure

— Dans la direction de V; les courbes de niveaux sont négative et f admet un max,
— Dans la direction (3,1) les courbes de niveaux sont constantes.
— Donc f admet au point d’intersection de Vy et Vo un point sell.

Remarque 1.3.2. Si la fonction quadratique contient le terme b x, alors le centre des courbes de

niveaux va se déplacer vers la droite, et la fonction s’écrite

-1
* —A_lb,
YT

flx) =xTAx +bTx +c = (x — x")TA(x — x*) +cst,
1
t =c— bl Ab.
est=c— ¢
Exemple 1.3.3. Si on ajoute b = (1,1) a la fonction f(x) = 3x3 — 3x3 + 8x1xy, alors le centre des

courbe de niveaux devient,

—1 -1

x Al &
X = 5 AD 50 (7/1)/
cst =2, et f(x)= ;—g(x—7)A(x—1)—|-2.

Exercice 1.3.1. Ecrire un programme en Python qui transforme la forme quadratique f(x) = xT Ax +

bTx + c a la forme suivante,

flx) = (x —x)TA(x — x*) +cst, x,x* € R".
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1.3.1 Dérivation d’une forme quadratique

1. Le Gradient et le Hessien de la forme f(x) = x” Ax + bTx + ¢, sont
Vf(x) =2Ax +b et V2f(x) = 2A.
2. Le Gradient et le Hessien de la forme f(x) = (b”x)?, sont
Vf(x)=2bTxb et V*f(x) =2b7b.
3. Le Gradient et le Hessien de la forme f(x) = (xT Ax)?, sont
Vf(x) =4(xTAx)Ax et V*f(x) = 8(xT Ax).
4. Le Gradient et le Hessien de la forme f(x) = (bx)(xT Ax)?, sont
Vi(x) = (xTAx)b +2(bTx)Ax et V2f(x) = 2Ax + 4bT Ax.

Forme hyperbolique : sa figure de courbes de niveau au voisinage de 'origine (point critique)
présente un point selle.
Forme d’ellipses : sa figure de courbes de niveau centrées a l'origine.

NS
i

3\\\\ S 7 /r

||I |I||‘ I || Il'lll |I || "ll ",l \
| |
)

I I| .',-l Illlll
.
7

FIGURE 1.12 - Courbes
de niveau d’une forme
définie FIGURE 1.13 - Courbes
de niveau d’une forme in-

définie

1.4 Existence et unicité

Théoreme 1.4.1. (Existence)
Soit f : R" — R, continue et coercive. Alors le probleme (Pr) admet au moins une solution.
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Théoreme 1.4.2. (Unicité)
Soit f : R" — R de classe C'. On suppose qu'il existe a > 0 tel que

Vx,y €ERUVf(x) = Viy),x—y) >allx—y|>. (1.13)

Alors f est strictement convexe et coercive et (Pr) admet une solution unique .

Définition 1.4.1. Soit f : R" — IR une fonction différentiable en x € R". S’il existe un
vecteur d € R" tel que
Vf(x)d <0, (1.14)

alors d est appelé une direction de descente de f en x.

Utilisant le développement de Taylor,
fxe+Ad) = f(x) + 1V ()" +o(A),

il est alors facile de voir que 39 > 0 telle que f(xx + Ad) < f(xg), VA € (0,9) si et seulement
si d est une direction de descente de f a xy.

Théoreme 1.4.3. (conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre : Euler)
Soit f : R" — R une fonction différentiable sur R". Si x* un minimum (global ou local) de
falors

Vf(x*)=0 (1.15)

Remarque 1.4.1. Un point x* vérifiant V f(x*) = 0 est appelé point critique ou point station-

naire.

Démonstration. (Par contradiction). Supposons que V f(x*) # 0.
En prenantd = —V f(x*), on obtient

d'Vf(x) ==V | f(x") |*<0.
Ainsi, d est une direction de descente et il existe > 0 tel que
f(x* +ad) < f(x*),Va € (0,6),

ce qui est contradictoire avec I'hypothese : x* est un minimum local. O
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Théoréme 1.4.4. (conditions nécessaires d'optimalité du deuxieme ordre)
Soit f : R" — R une fonction différentiable sur R". Si x* un minimum (resp. maximum) de
f,alors

Vf(x*) =0, V2f(x*) >0, (resp. <0) (1.16)

Démonstration. Exercice. ]

Théoreéme 1.4.5. (conditions suffisante du deuxieme ordre)
Soit f : R" — R une fonction différentiable sur R". Si

Vi(x*) =0, V2f(x*) >0, (resp. <0),
alors x* est un minimum (resp. maximumy) de f.

Démonstration. Supposons que V f(x*) = 0 et que V2f(x*) est définie positive. Par le déve-
loppement de Taylor, pour tout vecteur d € IR” tel que x* + d se trouve dans un voisinage de

x* dans lequel V2f(x* + d) est définie positive, on a
1
flx* +d) = f(x*) + EdTvzf(x* +td)d, t € (0,1).
On peut alors choisir r > 0 tel que x* +d € B,(x*) et dTV2f(x* +td)d > 0. Donc,

[ +d) > f(x7).

Exemple 1.4.1. Considérons la fonction f : R? — R définie comme suit,
flry) =x*+2xy + 9%
On calcul le gradient et le Hessien,
2x+2 0
Vi(x,y)=0= Y :
2x + 2y 0

Le point (0,0) est un point critique.

Vi f(xy) = (2 2) ,

2 2

Les valeurs propre de V> f sont tous positifs (A, = 0, Ay = 4)), alors (0,0) est un min local.
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1.4.1 Critere de Sylvester

Le critere de Sylvester et les mineurs principaux sont en analyse matricielle pour détermi-

ner les propriétés des matrices symétriques et leur définitivité.

Définition 1.4.2. Soit A, une matrice symétrique réelle de taille n. On appelle mineurs prin-

cipaux successifs les déterminants des n matrices Ap = (a;j) (1< j<p), pour p =1,...,n.

Théoreme 1.4.6. (Critere de Sylvester)

1. Une forme quadratique A est définie positive (semi-définie positive) si et seulement si

tous les mineurs principaux successifs de la matrice A sont positifs (> 0).

2. Une forme quadratique A est définie négative (semi-définie négative) si et seulement si
tous les mineurs principaux successifs de la matrice A alternent en signe, le premier
étant négatif (< 0).

3. Sinon. La forme quadratique change de signe.

Exemple 1.4.2. Considérons la matrice symétrique suivante :

4 2 -1
A= 2 5 3
-1 3 6
On calcul les mineurs principaux :
40 4 2 -1
dy = |4| =4, dp = det (2 5) =12etds=det| 2 5 3 | =113
-1 3 6

Puisque tous les mineurs principaux de la matrice sont strictement positifs, selon le critére de Sylvester,

la matrice A est définie positive.

Définition 1.4.3. (Convergence d'un algorithme) On dit que I'algorithme Aconverge si la suite
(xx)keN engendrée par 'algorithme converge vers une limite x*.

1.4.2 Taux de convergence d’un algorithme

Le taux de convergence mesure la rapidité a laquelle I'algorithme, suivant une suite (xy)ren,
converge vers la solution optimale x*.

On dit que la convergence est (e =|| xx — x* ||),
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— Linéaire si la distance entre la solution x* et la solution optimale diminue d’une quan-

tité constante a chaque itération :
IC € (0,1, ko, Yk > ko, exi1 < Cer, (C estune constante).

— Super-linéaire si la distance entre la solution actuelle et la solution optimale diminue

plus rapidement qu'une convergence linéaire :
1 < agek,

ol &y est une suite positive convergente vers 0. Si aj est une suite géométrique, la
convergence de l'algorithme est dite géométrique.

— D’ordre p sil’erreur ¢, décroit de la maniére suivante :
aC € [0,1[, dko, Vk > ko, 1 < C || ek ||p .

Si p = 2, la convergence de 1'algorithme est dite quadratique.

Remarque 1.4.2. Parfois, le taux de convergence n’est pas mesuré en termes de distance entre la
solution x* et la solution optimale, mais en termes du nombre d’itérations nécessaires pour atteindre
une certaine précision. Ce taux peut dépendre de,

— Choix de la méthode d’optimisation,

— Parametres de I'algorithme,

— La fonction objectif,

— La condition initiale.

1.5 Meéthodes de résolution

Soient xy, di la direction et le pas ay. La k-ieme itération est alors
Xpy1 = x* + apdy. (1.17)

Les différentes longueurs de pas «j et les différentes directions dj construisent les différentes
méthodes.

Critere d’arrét : En général les critére d’arrét les plus utilisées sont
k
IVFOO) < e

||xk+1 . ka <e.

FEE) — fF) <e
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Dans le premier teste 1’algorithme converge moins rapidement, alors que dans les autre
converge rapidement.

Cette section traite des différentes méthodes de résolution du probléme de minimisation

multidimensionnelle.

1.5.1 Méthode de descente de gradient

L'une des méthodes les plus anciennes et les plus connues pour minimiser une fonction
de plusieurs variables est la méthode de descente de gradient. Le principe général de la mé-
thode est basée sur le procédé suivant.

D’une part, On sait auparavant que les itérations sont générées par,
X = X + apdy.

Cela fait que,

x—xk = o dy.

D’autre part, 'approximation de la fonction déffirentiable f au voisinage de x* est le déve-
loppement de Taylor,

f2) = ) 4 (0 = )V F(F) +o(|lx — x))

Par consequent,
f(x) = F(5) + eV £ () + o]l — 2.

Cependant, le probléme est de minimisation, ce qui fait f(x) — f(x¥) < 0, alors dj est une
direction de descente.

Finalement, pour un pas aj fixe, on prend
de = =V f(xb).
Les itérations de la méthode de descente de gradient s’effectuent par le principe suivant,
K = ok VF(5), (1.18)

Le pas «y est un scalaire non négatif qui minimise f(x* —aV f(x¥)). En d’autres termes, nous
cherchons la suite (x¥) le long de la direction du gradient —V f(x*) jusqu’a le point minimum.
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Proposition 1.5.1. Si a™ est le pas optimal, alors
~V(E)V(* — eV f(5)) =0

Démonstration. En exercice. O

Remarque 1.5.1. Au point x+1, le gradient de f est orthogonal aux courbes de niveau de f, donc on

peut en quelque sorte dire que la direction dy est « tangente » a I'hypersurface de niveau de f passant

par xk+1,

FIGURE 1.14 - "zigzag" de la méthode du gradient a pas optimal.

Théoréme 1.5.1. (Convergence cas : fonctions quadratiques)
Soit A symétrique et définie positive et x* une solution du probleme quadratique,

o1
min E(x, Ax) + (b, x).

Soit Ay et Ay les valeurs propres les plus grandes et les plus petites de A respectivement. La
convergence est au moins linéaire, et les limites sont

FEE) = F(x%) (A = Ag)?

&) @) = at A (L.15)
I = A A,
ka — x*H % +/\n. (1.20)

Dans ce cas, la formule du pas optimal est donnée par,
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Proposition 1.5.2. (Convergence cas : fonctions non quadratiques).
Soit f(x) une fonction deux fois continfiment différentiable et bornée. Soit également sa matrice

hessienne bornée et pour tout x € R",

M—m
[|x| 2.

xTV2f(x)x < i

Alors, la suite {x*} converge et vérifie,

k+1 _ ok MA;me(xk).

Avec M et m satisfont,
O<m<A, <A <M.

L'inconvénient majeur de cette méthode réside dans la détermination de la constante M.
Méme si on peut déterminer le pas « = M~!(M — m), la convergence serait lente car le pas

n’est pas parfait.

Définition 1.5.1. (Critéres de Armijo : recherche linéaire)
D a Armijo (1966). La condition de Armijo ou condition de décroissance linéaire est donnée

par,
flx+ad) < f(x)+ca(Vf(x)d), 0<c<1. (1.21)

En pratique la constante c est choisie tres petite, typiquement : ¢ = 1074,

Algorithme de descente de gradient dans IR”

1. Initialisation
k =0 : choix de x° € R" dans un voisinage de x*.
2. Itération k

XL = ok V().

3. Trouver le pas ay

F et = 8V £(2) = min f (V£ (x4))

4. Critere d’arrét
Si || Vf(xF) ||< e, stop
Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.
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1.5.2 Méthode de Newton

La méthode de Newton pour l'optimisation dans IR" est une extension de la méthode
de Newton pour |'optimisation unidimensionnelle a des problemes multivariés. La méthode
utilise des pas optimaux dans la direction de descente pour minimiser une fonction sur R"

en se basant sur le gradient et la hessienne de la fonction.

Algorithme de Newton dans IR”
1. Initialisation
k = 0 : choix de x* € R" dans un voisinage de x*.

2. Itération k

xk+1 — xk . [sz(xk)]_1Vf(xk).

3. Critere d’arrét
Si || Vf(x) ||< e, Stop
Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.

Les propriétés remarquables de cet algorithme sont,

1. Sa convergence quadratique (le nombre de décimales exactes est multiplié par 2 a
chaque itération).

2. les difficultés et le cotit de calcul de la hessienne V2 f(x¥) : 'expression analytique des
dérivées secondes est rarement disponible dans les applications.

3. le cotit de résolution du systeme linéaire V2 f(x*) (21 — xk) = V £(x¥).

4. I'absence de convergence si le premier itéré est trop loin de la solution, ou si la hes-
sienne est singuliere.

5. Pas de distinction entre minima, maxima et points stationnaires.

Théoréme 1.5.2. (Convergence de la Méthode de Newton)
Soit f € C2 et supposons que x* soit suffisamment proche de la solution x* du probleme de
minimisation oit V f(x*) = 0. Si la hessienne V2 f(x*) est définie positive et que V?f(x*)

satisfait la condition de Lipschitz :
V2 (") — V2 () || < L||x* — x¥||, pour un certain L. (1.22)
Alors, la suite générée {xy } converge vers x* avec un taux quadratique.

Exemple 1.5.1. On étudie la convergence de la méthode de Newton pour la fonction

flx,y) =2 +3xy +y° — 3x

entre les points (1,1) et (3,3)
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Apres des calculs, on a

6 3 18 3
V2f(1,1) = (3 6) et V?f(3,3) = (3 18)

IV2£((1L,1) = V2FB,3)I _
11,1) = ((3,3)]]

Donc, la méthode de Newton devrait converger vers un minimum local dans la région entourant ces

On obtient,

points.

1.5.2.1 Comparaison des deux méthodes

f(x)

La figure (a) compare la convergence de la méthode de descente de gradient (ligne rouge)
avec la méthode de Newton (ligne verte) sur I'ellipsoide quadratique f(x,y) = 1/2x> + 2y2.
L'optimisation démarre en (—7, —5). Dans cet exemple, la méthode de descente de gradient
nécessite théoriquement un nombre infini d’itérations pour atteindre 'optimum en (0,0). En
pratique, la solution est trouvée apres 5 itérations. En revanche, I'étape de Newton conduit
instantanément a la solution exacte.

La figure (b) illustre comment le prochain itéré est trouvé dans la méthode de Newton : au
point courant x¥, un modéle quadratique (vert) de la fonction objectif (bleu) est construit. La

position de son minimum définit le prochain itéré xF+1.
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