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Exercice n°1 : Soit
i Ry[X] — R; [X]
P — f(P)=P+(1-X)P.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E = R3 [X].
2. Déterminer une base de ker(f) et Im(f).

Exercice n°2 : Soient E, F, G trois K—espaces vectoriels. Montrer que

1.Vf e &(E,F),Vg € 8(F,G) : go f € L&(E,G).

2.Yfi, fo € &(E,F),Vg € &(F,G) :go(fi+ f2) =go fi+go fo

3.Vfe(E,F),Vg1,0.€ k(F,G): (r+q)of=qrof+ga0 f.

4. Va e K Vf e (EF),Vgek(FG):(ag)of=go(af)=a(gof).

Exercice n°3 : Soient E, F deux K—espaces vectoriels, f € x(E,F), L = {x1,x2, ..., x,} une
famille des vecteurs de E et S C E. Montrer que

1. Si S est un sous espace vectoriel de E, alors f(S) est un sous espace vectoriel de F.

2. SiL est libre et f est injective, alors f(L) est libre.

3. Si f estsurjective et sila famille L est génératrice de E, alors la famille f(L) est génératrice
de F.

Exercice n°4 : Soient Ry[X] = {P € R[X] : deg(P) < 2} et f une application définie sur
R,[X] par
(X +1)?
2
1. Montrer que f est un endomorphisme de IR;[X]. En déduire que f o f = f.

VP € Ro[X] : f(P) = — P’ + (X + 1P’

2. Construire une base pour chacun des sous espaces vectoriels Ker(f) et Im(f). En déduire
le rang de f.

3. Montrer que R;[X] = ker(f) & Im(f)
Exercice n°5 : (Supplémentaire) Soient R;[X] = {P € R[X] : deg(P) < 2} et f une appli-
cation définie de R,[X] — R par
VP =aX?+bX +ceRy[X]: f(P) =a+bV2

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Déterminer le noyau de f. En déduire que L = {P1 =1,P, = V2X2 - X} forme une base

de ker (f)
3. Montrer que B’ = {Pl =1,P,= V2X2 - X, P; = %X} est une base de IR,[X].
4. On consideére une application linéaire g : Ry[X] — R,[X] telle que

g(P1) =g (P2) =0,9(P3) =Ps
(a) Montrer quegog=g.
(b) Déterminer ker(g).

Exercice n°2 : (Supplémentaire) Soit E un K—espace vectoriel. Soit un f endomorphisme
de E tel que f? = Idg. On pose F; = ker(f — Idg) et F, = ker(f + Idg).

1. Calculer f(x;) et f(x) pour tout x; € F; et pour tout x, € F,.
2. Montrer que E = F; ® F».



