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Exercice n°1 :

1. Soit E un espace vectoriel sur K. Supposons que les vecteurs v;,v,,v3,v4 de E sont
linéairement indépendants. Montrer que les vecteurs u; = vy, u, = v1 + 0y, U3 = U1 +
Uy + U3, Uy = U1 + U2 + U3 + 4 sont linéairement indépendants aussi.

2. Soit E = ¥ (R, R), 'espace des applications de R dans IR. On pose F =< B = {f;, fo} >
ol f; et f, sont des applications définies par Vx € R: f1(x) = cosx, fo(x) = sinx.

(a) Montrer que B = {fj, f} est une famille libre de E.
(b) Soient a, f deux réels fixés. Soient f, g les applications définies par

Vx € R : f(x) = cos(x + ), g(x) = sin(x + p)

(c) Montrer que f, g appartiennent a F, et expliciter leurs coordonnées dans la base B
deF.

3. Soient R;[X] = {P € R[X] : deg(P) < 2} le sous espace vectoriel de R[X] des polyndmes
de degré inférieure ou égal a 2 sur Ret B = {P = 1, P; = X, P, = X?} sa base canonique.

(a) Montrer que la famille B = {Q; =1+ X, Q; = 2X?, Q3 = X + X?} est une base de
Ry[X].

(b) Déterminer les coordonnées de P = 2 + 3X — X? € R,[X] dans cette base.

Exercice n°2 : Soit E un K—espace vectoriel, F; et F, deux sous espaces vectoriels de E. On
définit la partie F; + F, de E par

P1+F2:{XEEZJC=X1+X2,X1 eFletxzer}

Montrer que F; + F; est un sous espace vectoriel de E.
Exercice n°3 : On considere les sous espaces vectoriels de R* suivants

F

{(y,zt) eR* : 2x+y =0 et —x+3z—t=0]

{(x,y,z,t)elR4:x+2y+3z+t:0}

1. Construire une base pour chacun des sous espaces vectoriels F et G.
2. Déterminer F N G et en déduire une base de F N G.
3. Trouver dimF, dimG, dimF + G.
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Exercice 04 : On note ¥ (IR, R) I'espace vectoriel sur R des applications de R dans R. On
note £ (R, R) et J (R, R) les sous espaces vectoriels de ¥ (R, R) des applications paires et
impaires de R dans IR définis par

P (R, R)
J (R, R)

{feF(RR),VxeR: f(-x)=f(x)}
{feF RR),VxeR: f(-x)=—f(x)}

Montrer que ¥ (R,R) = P(R,R) & J (R, R).
Exercice n°1 : (Supplémentaire) Soient Q) = 1(X—1)(X-2), Q1 = -X(X-2), Q> = 1X(X-1)
trois polyndmes de IR,[X].
1. Montrer que B’ = {Qo, Q1, Q2} est une base de R,[X] et exprimer P = 2X? — 3X dans
cette base .




2. Pour tout A, B et C réels montrer qu’il existe un polynome P € R;[X], tel que P(0) =
A,P(1)=BetP(2) =C.

Exercice n°2 : (Supplémentaire) Soit F; et F, les sous espaces vectoriels de R® en-
gendrés respectivement par L; = {2 = (0,-1,1),a, = (1,1,1)} (e:F; = vect{a;, a,}) et L, =
{bl = (1/ _1/ 1) s bZ = (1/ _1/ _]-)} (i,e . FZ = UeCt{blle})'

1. Déterminer une famille génératrice L3 de F; + F».

2. Trouver les dimensions de Fy, F,,F1 + F, et F; N F,.

Exercice n°3 : (Supplémentaire) On considere dans E = R4[X] les sous-ensembles P =
{P € E:Pestpair}et ={P € E : P est impair}

1. Soit P € E. Montrer que P € P si et seulement si les coefficients de ses termes de degré
impair sont nuls.

2. Soit P € E. Montrer que P € T si et seulement si les coefficients de ses termes de degré
pair sont nuls.

3. Montrer que P et 1 sont des sous-espaces vectoriels de E sur IR.
4. Montrer que E=P ® 1.



