2.1 Définitions et résultats généraux
Définition 2.1.1 Une équation de la forme

Xk + P1(M)Xpk—1+ ...+ pr(n)x, = g(n) 2.1
avec, po(n) = 1,pi(n), p2(n),...,g(n) sont des fonctions définies sur N, , s’appelle équation
aux différences linéaire d’ordre k dés que py(n) # 0.

p) En générale on associe k conditions initiales avec I’équation (2.1)
Xny = ClyXng+1 = €2y -+« s Xng+k—1 = Ch, (2.2)
avec ¢, i = 1,...,k sont des constantes réelles ou complexes.

Rp) Onales notations suivants
e N={1,2,3,...}.
e Nyp={0}UN.
o N,, = {n>ng,n entier}.

= Example 2.1
1. L’équation

n?+1

2 2
Xptd — N Xpi2 + Xpt1—Sxp, =2n

est une équation aux différences linéaire d’ordre 4 .
2. L’équation

n —n
Xn2 = 2" Xpp1+ x5 —€

est une équation aux différences linéaire d’ordre 2 .
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8 Chapter 2. Equations aux différences linéaires

3. L’équation
1

Xn+1 =
Xn + Xn—1

est une équation aux différences non linéaire .

m Example 2.2 On consédere 1’équation aux differnces linéaire d’ordre 3

n
Xp3 — ——Xpy2 +NXy01 — 3%, =1 (2.3)
n+1

oux; =0,xy = —1etxz = 1. Trouver les terms x4, x5,x¢ €t x7.
On écrit (2.3) sous la forme

n
Xn43 = ——Xpt2 — MXyp1 +3X,+0 (2.4)
n+1

On pose n =1 dans (2.4), On a

1
X4ZEX3—)C2—|—3X1+1 =

2

Pourn =2,
_2 2x3+3x)+2 = 4
x5—3x4 x3 -+ 3x7 =3

Pourn =23
_3 3x4+3x3+3= 2
x6—4x5 X4 + 3x3 =-3

Pourn =4

4
X7 = gx(, —4xs5+3x4 +4 =20.9.

Définition 2.1.2 L’équation aux différences (2.1) avec g(n) = 0, Vn > ny est dite équation aux
différences linéaire homogeéne et elle s’écrit comme suit

Xntk + P1(0)Xnpi—1+ ...+ pe(n)x, = 0. (2.5

= Example 2.3
1. L’équation
2
n-+1
Xn+3 — enxn+2 + T

+1

Xpa1 — X, =0.

est une équation aux différences linéaire homogene d’ordre 3 .
2. L’équation

n

Xn+2 = mxn-l—l +x, — logn

est une équation aux différences linéaire non homogene d’ordre 2.

I Définition 2.1.3 Une suite {x, },>n, est dite solution de I’équation (2.1) avec les conditions
initiales (2.2) si elle satisfait la relation (2.1).
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2.1 Définitions et résultats généraux %

Théoréeme 2.1.1 L’équation (2.1) avec les conditions initiales (2.2) admet une et une seul
solution.

Proof. Soit {x, } >, une solution de I’équation (2.1) avec les conditions initilaes (2.2), alors

Xnik = =P1(0)Xntk—1— . — pr(n)x, + g(n)
et
xno =C] ,Xn0+1 =C2y... ,Xn0+k,1 = C,

Supposons que {X, },>», une autre solution de 1I’équation (2.1) avec les conditions initilaes (2.2),
alors

fno = C];.’)Zn(r‘rl = C27 e ,.’x\/n0+k71 — Cka
donc
Xp =X, pourn=g,no+1,....n9+k—1.
Et comme
3CVn+k =—D (n)}(vn+k,1 — ... —pk(n)fn +g(n)

on obtient que
Xp =X, pourn>ng—+k.

Alors
Xy =X, pourn>n.

Par conséquent on a I'unisité de solution de 1’équation (2.1) avec les conditions initiales (2.2). W

Théoreme 2.1.2 L’ensemmble S des solutions de 1’équation aux différences (2.5) est un espace
vectoriel sur K de dimension k.

Proof. Soit S = {x = (xn)x>ng,%i € K: Xk + p1(n)xy1k—1 + ...+ pr(n)x, = 0.} ensemble de toutes
les solutions de 1’équation aux différences (2.5). On a

SCKN:{(uo,ul,-u,u,,,'--), u; € K}.

n,n nn

Sur I’espace vectoriel K, on a les deux opérations "+" et "." définies par
L4 (xn)nzno + (yn)nZno = (xn +Yn)n2nos

o A.(Xp)nzng = (Axn)n>ny, A €K

S = ¢ car la suite a éléments tous nuls satisfait I’équation (2.5).

Soient (X )n=ngs Vn)nsn, €Set o, f €K, ona

Xtk + BYnik = Q(=p1(n)Xpik—1 — p2(M)Xnsk—2 — .. — pr(n)xn)
+  B(=p1(M)ynik—1 — P2()Ynik—2 — - — P()yn)
= —p1(n)(Oxpgi—1 + BYnti—1) — P2(n) (OXpgk—2 + BYntk—2) — - .. — pr(n) (00X + Byn)-

Donc 0(xn)n=ny + B (Yn)n=n, € S. Rest a montrer quedim(S) = k, pour cela on va montrer que S
est isomorphe au sous espace vectoriel de KN, K¥ définit par

Kk = {(V(),VlV...,Vk,]),Vi S K},

posons
p: § — Kt

X > Q(x) = (Xng, Xngt15- - - Xngk—1)
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10 Chapter 2. Equations aux différences linéaires

Il est claire que ¢ est une application bien définie, montrons qu’elle est linéaire:
Soitx,y € S,eta,f € K

(p(ax+ﬁy) = ((Xxn() +ﬁynoaaxno+l+Byn0+1a"'>axno+k—1+Byn0+k—1)
- a(xnoaxn0+17 L) 5xl1()+k71) +ﬁ(yn07yn0+17 oo 7)7n0+k71)
= ag(x)+Bo(y).

Donc ¢ est un homomorphisme d’espaces vectoriel.
On va montrer que @ est bijectif, commengons par I’injectivité. On a

ker(p) = {xeS:@(x) =0k}

= {xeS: (XngsXngt1s-- s Xngrk—1) = (0,0,...,0)}
= {xeS:x,=0,x41=0,..., X441 =0}

et comme les x,,,n > ng + k s’écrivent au fonction de X, x—1,Xng+k—2; - - - ,Xn,» alors
ker(p) = {xe€S:x,=0,Yn>np}
= {(0,0,...,0)}
= {0}
d’ou ¢ est injectif.

On va montrer que @ est surjectif. Soit (c1,ca,...,c;) € KK, définissons la suite (x,)n>n, € S

Xng = ClyXng+1 = €2y -+« s Xng+k—1 = Cky Xn+k = —pl(n)xmk_l — - — pe(n)xy,n > ng
alors,
(P((xn)nzno) = (‘317627 e 7Ck)

donc @ est surjectif.
Comme dim(K¥) = k, on déduit que S est un espace vectoriel de dimension k. |

Définition 2.1.4 Le Casoratien W (n) des solutions (x}),ng, (X2)ungs - - - » (X5 )=, de I’équation
aux différences (2.5) est donné par

1 2
X X ka’,i
X X
n+1 n+1 n+1
W(n) = det . . ]
1 2 k
Xptk—1 Xntk—1 - Kpgr—i

m Example 2.4 Soit I’équation aux différences linéaire d’odre 2 suivante

3n—2 2
Xn+2—n7xn+1+7nxn:0, n=273,...
n—1 n—1

qui admette les solutions n et 2", alors le Casoratien de ces solutions est donné par

n 2"
Wn) = det( n+1 2! >

n2" 2" (n+1)
2"(n—1).

Dr. Y Halim



2.1 Définitions et résultats généraux 11

Définition 2.1.5 Les fonctions fi(n), f2(n),..., fi(n) sont linéaires dépendants pour n > ny si
existe des constants aj,an,...,a; non nuls tels que

aifi(n)+axfo(n)+...+afi(n) =0, n=np.

On dit que la famille des fonctions {f;(n)}*_,, sont linéairement indépendantes si pour tout

n € Ny,

k
Y aifi(n)=0=0;=0,i=1,2,....k, oGeR.
i=1

Lemme 2.1.3 (Lemme d’Abel) Soient (x}l)nzno, (x,z,)nzno, R (x’,‘l)nzno sont des solutions de I’équation
homogene (2.5), et soit W (n) leur Casoratien alors, pour tout n > ng

n—1
W(n) = (—l)k(""°)< I1 PG )W(no). (2.6)

i=ny

Proof. On démontre le lemme pour k = 3, le cas générale se démontre de la méme facon. On a On

X XX
W(n)=det | x'. , x2., x2
n+1 n+1 n+1
xn+2 xn+2 xn+2
Donc 1 ) ;
xrllJrl ngrl XEH_I
W(n+1)=det x’f” x,21+2 xg+2
X3 X3 Xnys3
De I’équation (1), on pouri=1,2,3
i i i i
Xn43 = —P1 (n)xn-I—Z — P2 (n)xn-‘rl — P3Xy,-
Ainsi
1 2 3
A Ty a
W(l’l + 1) = xn+2 xn+2 xn+2

—P1 (”)x:;—s-z - p2(”)x3;+1 - p3xrlz Al (”)xiu - pZ(”)xﬁ-s-l - p3xﬁ Al (n)x2+2 — P2 (n)x,3+1 - p3x2

On fait I’operation L3 = L3z + p1 Lo + p»L1, on obtien

1 2 3
xll1+1 xg+1 x3+1
W(l’l—i—l) = Xntr2 X2 xn+23
—p3X, —p3xX, —p3x,
1 2 3
x:11+1 x;21+1 xg+1
= D3| X2 Xpy2 Kug2
ST
aoooxox
_ 1 2 2
= D3 xr]H-l xg+l x131+1
X3 X3 Xp43
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12 Chapter 2. Equations aux différences linéaires

Donc
W) = (~ 1) ( jli)ps(i) ) W(0).
Car
Yui1 = () = o = [H a<i>] o
(Voir exercice (??)). [ |

Corollaire 2.1.4
Supposons que pi(n) # 0,Yn > ng. Alors le Casoratien W (n) # 0 pour chaque n > ng si et
seulement si W (ng) # 0.

Proof. 11 découle directement de la formule (2.6). |
Proposition 2.1.5

Soit B = {(x}))n=ngs (X2)n=ns - --» (X5 )n=n, } une ensemble des solutions de 1’équation aux dif-
férences (2.5), alors B est libre si et seulment si W (n) # 0,Vn > ny.

Proof. Soient a1, 0, ...,04 € K tels que
Otlxrll+a2x,21+---+akxﬁ =0, Vn>ng
donc

alx,11+a2x,21+---+akxlfl=0,

1 2 k
a]xn_;,_] + Otzxn+2 + e + akxn+1 = 0,

1 2 k
O Xy T 00X gt OX g = 0,

ce systeme sécrit

X(n)b=0
avec
x! x2 x (071
X(n) = x:l.-i-l x31.+1 . x?ﬂ . (0753
x,11+k—1 x;%+k71 e xl:l-l—k—] Ot

Donc le systeme admet le vecteur nul comme solution si et seulement si X (n) est inversible, c’est a
dire
detX(n) =W(n) #0, Vn> ny.

Définition 2.1.6
Un ensemble de k solutions libres de 1’équation aux différences (2.5) dit ensemble fondamentale
des solutions.
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2.1 Définitions et résultats généraux 13

= Example 2.5
Vérifier que {n,2"} est un ensemble fondamentale des solutions de I’équation aux différences

3n—2 2n
Xn+2 — Xn+1+
n—1

X, =0, n>2.
n—1

11 facile de voir que n et 2" son des solutions de catte equation. Maintenat la Casoratien des solution
n et 2" est donner par

n 2"
W(”) - det( n+1 2n+1 >

W) = det<§ 3)247&0

Alors d’aprés la proposition (2.1.5) n et 2" sont libres, et donc forme un ensemble fondamentale. m

Le théoreme suvant montre que I’équation aux différences linéaire homogene (2.5) admet
toujours un ensemble fondamentale des solutions ( ¢’est-a-dire une base des solutions).

Théoreme 2.1.6 (Théoréme fondamental)
Si pi(n) # 0,Yn > ng, I’équation aux différences linéaire homogene (2.5) admet un ensemble
fondamentale de solutions.

Proof. Soit 1’équation aux différences linéaire homogene (2.5) qui admet les solutions (x}) =m0, (62 )nzngs - - - » (X ) n>no»
qui obtenues en associant k valeurs initiales comme suit

1 . 1 _ 1 _ 1 _ _ .1 _
(xg)nzno . ‘§n0 - 17';Cn0+1 _'xno2+2 - _xn()l+k—l - 07
(xn)nzno DXy = 07xn0+1 - 1’xn0+2 = = Xgak—1 0,
. k _ _ Lk _ k _
(xﬁ)ﬂzﬂo - A _xﬁo+l = T Xgrk—2 = O7xno+k71 =1
Ainsi
1 0 - 0
W(I’lo) = . . . . =1 7& 0.
00 0 1

Donc d’aprés la proposition (2.1.5) et le corroliare (2.1.4) I’ensemble
{(xrlz)nznov (x%)nznoa R (xﬁ)nzno}
forme une base pour I’espace des solutions de I’équation (2.5). |
Proposition 2.1.7 Six},x2,...,x* sont des solutions de 1’équation (2.5). Alors
Xy, = alxrll—}—azx,% +...+akx],‘l

est aussi est un solution de I’équation (2.5), avec a; sont des constants arbitraires.
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14 Chapter 2. Equations aux différences linéaires

Proof. On a
Xn+k + P1 (n)xn-i-k—l + ...+ Dk (n)xn = alxy]prk + 02x3+k +...+ akxﬁJrk
+ pi(Waix, g +a g @
1 2 k

+ pr(n)aix, +axx, + ... +apx,
= o (xrlHrk + 1 (”)Xi+k71 +...t Pk(”)xrlz)
+ @ (et pr(n)x g+t pr(n)xg)
(b Pkt pun))
= 0.

Donc

Xp = alx,ll+a2x,21—|—...+akxﬁ
est un solution de I’équation (2.5). |

Corollaire 2.1.8 Soit { (x})n=ngs (X2)n=ngs - - - » (X5 )u=n, } un ensemble fondamentale de solutions

de I’équation (2.5). Alors la solution génélale de (2.5) est donné par

k .
T = Z a;x,,
i=1

avec a; sont des constants arbitraires.

Lemme 2.1.9 Soient (x,)n>ny, (Vn)n>n, deux solutions de 1’équation (2.1), alors (z,)n>n, = (%, —
Yn)n>n, €st une solution de I’équation (2.5).

Proof.
On a (Xn)n>ny, (Vn)n>n, sont des solutions de 1’équation (2.1), alors

Xtk + P1(0)Xnpi—1 + ...+ pe(n)x, = g(n)

et
Ytk + P1(M)Ynsk—1+ ...+ pe(n)y, = g(n)
donc
Xtk = Ytk +P1(0) Xntk—1 = Ynrk—1) -+ pr(n) (Xn —X,) =0
Par conséquent, (z,)n>n, = (Xn — Yn)n>n, €St une solution de 1’équation (2.5). [ |
Théoréme 2.1.10 Soient {(x})nsny, (¥2)n>ngs - - - (% )uzno } un ensemble fondamental de solu-

tions de I’équation (2.5) et (x} )n>n, une solution particuliere de I’équation (2.1), alors toute
solutions générale de 1’équation (2.1) prend la forme

k
Xp =) aix,+xb n>ny.
i=1
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Proof.
Si (X1 )n>n, est la solution générale de (2.1), et (x}),>,, une solution particuliere de cette équation,
alors d’apres le lemme (2.1.9), (x, — x}/ )n>n, €st une solution de 1’équation (2.5), ainsi

k
Xy —xb = Zaix;, a;c K\Vi=1,...,k,n > nyg.

Les équations aux différences linéaires a coefficients constants

Dans toute la suite, on s’intéresse aux équations aux différences a coefficients constants homogenes,
c’est-a-dire

Xntk + P1Xngk—1 + P2Xppk—2 + -+ pix, = 0. 2.7

Les p; sont des constantes réels ou complexes.

Résolution de I'’équation homogéne

Notre but et trouver un ensemble fondamentale de solutions et, par conséquent la solution générale
de I’équation (2.7).

Théoreme 2.2.1 L’équation (2.7) a des solutions de la forme
x(n) =A"
avec A € C*et vérifie
k .
P(A)=Y piA* =o0. (2.8)
i=0

Proof. En remplagant par x(n) = A" dans I’équation (2.7), on trouve

k
A" Z pi),k_l =0
i=0
puisque
k .

Z pi/’Lkil =0.

i=0
AlorsA” est une solutions de I’équation (2.7). |

Définition 2.2.1 Le polyndme
k
P(A) = Y pidt
i=0
s’appelle le polyndome caractéristique associé a I’équation (2.7).

= Example 2.6
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16 Chapter 2. Equations aux différences linéaires

1. Le polyndme caractéristique associé a I’équation
Xnta+2X%p43 — Xpy2 + TXp01 — 3%, =0

est
P(A) =A% 4+21° =A% +71 —3.

2. Le polyndme caractéristique associé a I’équation
Xp+3 +5xp41 —12x, =0

est
P(A) =A% +50—12.

Théoréme 2.2.2
Siles racines A, Az, . .., 4 du polyndme caractéristique P(A ) sont distinctes, alors {)LI”, A AL
est un ensemble fondamental des solutions pour I’équation (2.7) .

Proof. Si Ai,..., A sont des racines distinctes du P(A) alors {A[',..., A"} sont k solutions de
I’équation (2.7). Montrons qu’ils sont linéairement indépendantes. Il suffit de trouver un n tel que

W(ng) # 0.
Le Casoratient des donné par
¥
;Lln+1 AZ'HI A’]:l+1
W(n) = det
)’er:k_l )Léa-i:k—l . k]:z-&:k—l
choisissons ny = 0, on obtient
1 1 .. 1
)Ll 12 ce. Ak
W(0)=det | . o . = JI @i-a)
k: 1 k : T k . i>ji,j=1,..k
/11 - xz— e /’Lk—
Ainsi
W(0) £0,
alors {2,1”, AL ,A,:’} est libre donc forme un ensemble fondamental des solutions pour 1’équation
2.7). |
R
1 1 1

Py Lo N A/f_l

est appelé le déterminant de Vandermonde generalise.
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Corollaire 2.2.3 Du théoreme précédent, il résulte que toute solution de 1’équation (2.7) s’écrit
comme combinaison linéaire de /",i = 1,...,k, i.e,

k
x(n) =) ciAl',c;eR
i=1

avec Aj,..., A sont des racines distinctes du polyndme caractéristique P(A).

Théoréme 2.2.4 Supposons que A1, Az, ..., A, r < k sont les racines du polyndme caractéristique
associé a I’équation (2.7) avec les multiplicitée mj,my,...,m, respectivement ( Y.;_; m; = k).
alors

{()Lln)n>no7 ("M)nznoa coog (nml_lﬂ‘ln)nan (A’Zn)nznoa (”Ml)nznm coog (nmz_l)"ln)nznm e

(2’;1)”2"07 (nkrn)nzno’ °oog (nmr_lz’;?)nznov }

est un ensemmble fondamental pour 1’équation (2.7).

Corollaire 2.2.5 La solution générale de 1’équation (2.7)s’écrit :

s mi—1

y(n) = Z Z ci,jnjli",cid eR

i=1 j=0

N

ou
Le parametre s < k désigne le nombre de racines distinctes de 1’équation caractéristique (2.8).
Le paramétre A; désigne une racine de 1’équation caractéristique (2.8).

Le parametre m; désigne la multiplicité de la racine A;.

Les coefficients c; ; sont des constantes qui sont déterminées a partir des conditions initiales.

m Example 2.7 (Racines réelles simples)
On considere 1’équation

1
Xn+2 — Xn+1 — Zx,, =0,avecxg=0 et x3=1. (2.9)

L’ équation caractéristique de (2.9) est

PRI P

Ainsi, les racines sont

1+2 1-V2
2 2
La solution générale de I’équation (2.9) s’écrit

x"_cl< 1+2ﬁ >"+cz< 1_2\6 )

A=

Utilisons les conditions initiales, on obtient
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18 Chapter 2. Equations aux différences linéaires

D’ou
Xpn —

Al ) (R

s Example 2.8 (Racines réelles multiples)
Considérons I’équation aux différences linéaires d’ordre 3.
13 3
X3 — X2+ —Xpr1— X, =0, n>0
4 4
avecxo =0,x1 =1, x, = 1.
Son polyndme caractéristique associé est

43 a2, B, 3
pA) =2 —a22+ A

qui admet deux racines

1
M=3L== 3 (racine double) .

La solution générale de(2.10) s’écrit

xn = c1(3)" + (c2+c3n) (;)"

Pour trouver les constantes c1, ¢ et ¢3 on résoudre le systeme

X0 = c1+ao =0
x1 = 3¢ +%C2+%C3 =1
X2 = 9c¢; +%C2+%C3 =1
alors
c1=0,c0=0 et c3=2.
D’ou

1 n
X, =2n (2> .
= Example 2.9 (Racines complexes conjuguées)
Considérons 1’équation aux différences linéaire d’ordre 2.

Xny2 = 2Xp41+2x, =0, n>0,

avec xo = 1,x; = 2.
Son polyndme caractéristique associé est

p(A) = AT =2 +2.
L’équation (2.11) admet deux racines complexes
M=1+ih=1—i

la solution générale est alors
Xp=c1(14+0)"+cr(1—10)".

)

(2.10)

2.11)
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Pour trouver les constantes ¢ et ¢; on résoudre le systeme

X0 = c1+ao =1
xi= ca(l+i)+ec(l—i) =2

alors

D’ou

- e

1
_ n+1 _ a\n+l
= 2(1—|— i) 2(1 0"

En cordonnés polaires:

o =rcos@,B =rsin@,r=+2,0 :arctan(

donc

N
_l_
N =
N———
S
=
|
=
S

)-

NI

o= 3 (vaeos () rivaan (1)) 3 (vaeos () -vaan (1))
2

= 2 (o (B (211

- (DY)

= Example 2.10 (Suite de Fibonacci)

(o (*57) o (57))

En 1202, Fibonacci s’intéresse au probleme de croissance d’une population de lapins dans des
circonstances idéales. Le probleme est le suivant:
e On commence avec un nouveau né couple de lapins,
e Un lapin 4gé d’un mois est capable de se reproduire,
e Un couple de lapins (en dge de se reproduire) donne naissance a un autre couple de lapins tous

les mois,

e Les lapins ne meurent pas.

Fibonacci se posa la question suivante : combien y aura-t-il de couples de lapins apres une
année ? La figure (2.1) illustre I’évolution du nombre de couples de lapins au fur et a mesure des

mois.

On remarque que la suite formée par les nombres de couples aprés chaque mois est la suivante :

1,1,2,3,5,8,13,21,34, - -

Cette suite de nombres est appelée suite de Fibonacci.

Définition 2.2.2 La suite de Fibonacci est la suite {F, } .- telle que Fy =0, F; = 1 et

Fn+2 :Fn+l+Fna

pour tout n > 0.
- Les termes de cette suite sont appelés nombres de Fibonacci.

(2.12)
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Figure 2.1:

v;

p) La suite de Fibonacci est une équation aux différences linéaire a coefficients constantes
homogene d’ordre 2.

Soit la suite de Fibonacci
Foo—F 1 —F,=0,avec Fp=0et F| = 1. (2.13)

L’ équation caractéristique de (2.13) est

AT —2—1=0.
Ainsi, les racines caractéristiques sont
1 5 1—+/5
= +2\f’ o 2f

La solution générale de I’équation (2.13) s’écrit

(152 ()

utilisons les conditions initiales, on obtient

1 -1
cl=—=,00= ——
VAV
d’ou

Définition 2.2.3 La formule (2.14) est dite La formule de Binet.
Autrement dit:
a — B
F, = B
a—p

,neN, (2.15)

avec

Dr. Y Halim
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1 5
I o= +2f s’appelle le nombre d’or.
|
Résolution de I'’équation non homogéne
Soit I’équation aux différences linéares non homogene a coefficients constants
Xtk + P1Xntk—1 + P2Xpk—2 + + prxn = g(n). (2.16)

Le principe de résolution consiste a éliminer d’abord la fonction g(n), et ensuite résoudre
I’équation homogene. Une technique permettant d’éliminer plusieurs types de fonctions g(n), est

I’utilisation de 1’opérateur d’avancement E.

Opérateur d’avancement

Définition 2.2.4 Etant donnée une suite de nombres entiers f(n), I’opérateur d’avancement E

est défini comme suit

f(n) = ¢ (une constante) = E(f(n)) =c,

f(n) # constante = E(f(n)) = f(n+1).

fn) = 2=E(f(n)=2.
fln) = (n+1)*=E(f(n) = (n+2)%

D’autres opérateurs peuvent aussi étre crées en combinant I’opérateur £ a lui-méme ou a des
constantes. Pour ce faire, on définit pour la constante ¢ 1’opérateur de méme nom ¢ comme suit.

c(f(n)) = ex f(n).
La multiplication et I’addition d’opérateurs sont définies comme suit:

(E\xEx)f(n) = Ei(Ex(f(n))),
(Ev+Ey)f(n) = Ei(f(n)+Ex(f(n))

p) Ilestfacile de vérifier que :

1. L’addition et la multiplication d’opérateurs sont commutatives
(E1 +E2)f(n) = (E1 + E2) f(n),

(E1 X E3) f(n) = (E1 X E2) f(n).
2. L’addition et la multiplication d’opérateurs sont associatives
(Ev+Ey)+E3)f(n) = (Ei+(Ex+E3))f(n),

((E1 X E2E3))f(n) = (E1(E2 X E3))f(n).

m Example 2.12 Soit I’équation aux différences suivante:

Xptl —Xp=n, xo=1.
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On applique I’opérateur E, on obtient

(E—1)(n) = E(n)—n=1
(E-1)(1) = 0

par conséquent
(E=1)* (61 —2,) =0

développant cette relation, on obtient
Xnt3 — 3xp42 +3x,41 —x, =0
alors I’équation caractéristique s’écrit comme
AP=302+31—1=0

les racines caractéristiques sont
A1 = 1(triple)

la solution est de la forme
Xp = Ao +a1n+a2n2

pour trouver les constants ag,a;,as on va calculer x;,x, on obtient

X0 = aop = 1
X1 = atar+a =
Xy = ap+2a+4a, = 4

alorsag =1leta; = %,az = % donc la solution est:

1 1
Xp = 1—|—§n—|— Enz.

= Example 2.13 Soit I’équation aus différences suivante :
Xpi1 —hy =nx 2" avec xo = 0.
On applique I’opérateur E, on obtient
(E—-2)*(nx2")=0

par conséquent
(E=2)*(tp1 —2,) =0

développant cette relation on obtient
Xpt3 — SXpao + 88Xy — 4x, = 0.
alors I’équation caractéristique s’écrit comme
AP =517 +81—4=0
les racines caractéristiques sont

A = 1(simple), A, = 2(double)
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la solution est de la forme
Xp = (ap+an)2" +ap

pour trouver les constants ag,aj,az, on va calculer x,x, on obtient

X0 = ap+ap =0

X1 = 2ap+2a1+a; =2

xy = 4dap+8a;+a, =10
alors ag = —2 et a; = 2, ap = 2, donc la solution est:

X, = (n—1)2""1 2.
n

Le tableau ci-dessous résume 1’expression a employer pour éliminer quelques fonctions g(n)
dans les équations non homogenes. Dans le tableau qui suit, P;(n) et a représentent un polyndme
en n de degré k et une valeur entiere respectivement.

Fonction g(n) Eliminateur correspondant
g(n) = constante | (E—1)

g(n) = pi(n) (E— 1)<t

g(n) =a” (E—a)

g(n) =a"pi(n) | (E—a)*t!

2.2.3 Analyse de la stabilité des solutions
Définition 2.2.5 On dit que’une solution (X,),>n,, de I’équation (2.7) est stable, si pour toute
autre solution (x,),>,, de la méme équation

en =X, —Xy, N>nNg
est borné.

Définition 2.2.6 On dit qu’une solution (X,),>n,, de I’équation (2.7) est asymptotiquement
stable, si (X, ),>y, est stable et pour toute autre solution (x,),>,, de la méme équation

lim ¢, = lim x,—x, =0.
n—-oo n——+oo

| Définition 2.2.7 Une solution (X;,),>n, de I’équation (2.7) est dite instable si elle est non stable.

Théoreme 2.2.6
Une solution (X,),>n, de I’équation (2.7) est asymptotiquement stable si et seule- ment si les
racines du npolundéme caractéristique sont a I’intérieur du dusc unité, ¢’est-a-dir

(%n)n>n, est asymptotiquement stable < |A;| < 1,i=1,...,s.

Proof. Soient A1,A;,...,A, les racines du polyndme caractéristique avec les multiplicités respec-
tives my,my, ..., mg, telque my +my+---+my;=k. On a

s mi—1

jiqn
=Y % i

i=1 j=0
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et
s m—
% Z Z ¢ n/ Al

donc

s mi—1

=) Z cij =G’ Al 2.17)

i=1 j=0
i) Si|A| < 1,i=1,...,s, le membre de droite dans (2.17) tend vers zero quand n — oo, ¢’est-a-dire

lim x, —Xx,=0.
n—y+-oo
ii) Inversement si
lim x,—X,=0.
n——+oo
en supposant qu’il existe une racine A.. de module > 1, le(s) terme(s) nA ne tend(s) pas
vers zero. Contradiction
[ |

Théoreme 2.2.7 Une solution (X,),>,, de 1’équation (2.7) est stable si et seulement si les
modules des racines du polyndéme caractéristique sont inférieures ou égales a 1 avec ceux du
module 1 sont des racines simples.

Proof. Soient A1, A,,...,A, les racines du polyndme caractéristique avec les multiplicités respec-
tives my,my, ..., mg. Soit (X,)n>n, une autre solution de I’équation (2.7), alors

s mi—1

Z Z cij—Ci AT, (2.18)

Il est clair que si n est finie la quantite (2.18) est bornee. Il nous reste a etudier le comportement de

cette quantite quand n — +-oo.

i) les termes qui correspondent a des racines de modules inférieur a 1 tends vers zéro et ceux qui
correspondent a des racines de module 1 (donc simples) donnent une quantité bornée.

ii Inversement supposons que la quantité (2.18) est bornée. S’il existe une racine de P(1) de
module supérieur a 1, alors (2.18) tend vers I'infini. Contradiction.

|
= Example 2.14
Considérons 1’équation suivant
5 1
Xnt2 = Xt + = 0 (2.19)

Son polyndme caractéristique est donné par

P = (A= 3)(A ).

Les racines de P(1) % et % sont des modules inferiur a 1. donc les solution de (2.19) sont

asymptotiquement stable. =
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= Example 2.15
Considérons I’équation suivant

7
Xn43 = 3Xn+2 + s Xl —Xp = 0 (2.20)
2 2
Son polyndme caractéristique est donné par

a3 T Ty
P() =23 A+ 1A -1

Les racines de P(A) sont 1, 2 et 1. On a [2| > 1 donc les solution de (2.20) n’est pas stable. .
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