1. Cours 2: Ensembles et Applications.

1.1. Ensembles
1.1.1. Notion d’ensemble

Un ensemble A est une collection d’objets appelés éléments de A.
On écrit x € A pour dire que x est un élement de A
et on écrit x ¢ A pour dire que T n’est pas un élement de A.

On d “écrit un ensemble A en donnant la liste de tous ses éléments.

C.a.d:A ={ay,aq,...,a,} (Appelée description en extension),

ou en caractérisant ses éléments parmi ceux d’un ensemble E déja connu au moyen
d’un prédicat P (x).

C.a.d:A={x € E:P(x)} (Appelée description en compréhension).

Remarque: = € A se lit  appartient a A.

Exemples:
1) L’ensemble des chiffres du systéme décimal F' = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}( Déscrit en extension )
2) L’ensembles des entiers naturels pairs 2N = {z € N : 2 divise 2 }( Déscrit en compréhension )
3) L’ensemble des réels positifs R* = {x € R: x > 0}( Déscrit en compréhension )
4) A={a €Z:|a|=-1} ( Déscrit en compréhension )

Iciona3 e F,7¢2N, 182N, —-4¢ Rt et 1¢ A.

1.1.2. Définitions:

Soient E, A et B des ensembles.

D1) On dit que B est un sous-ensemble de A, si tout élément de B est un élément de A.

Dans ce cas on écrit B C A et dans le cas contraire on écrit B ¢ A.

D2) La différence de A puis B est l’ensemble des éléments de A qui ne sont pas des éléments de B.
Cet ensemble est noté A\B. C.a.d: AA\B={x€ A:x ¢ B}.

D3) Si A C E, alors le complémentaire de A dans E est [’'ensemble E\ A.

Cet ensemble est noté CpA. C.a.d: CgkA={x € E:x ¢ A}.

D) L’ensemble qui ne contient aucun élément est appelé ’ensemble vide et est noté &.

On a par convention: & C E

D5) L’intersection de A et B est l'ensemble des éléments qui sont de A et de B en méme temps.
Cet ensemble est noté ANB. C.a.d: ANB={x:x€ Aetz € B}.

D6) L’union de A et B est l'ensemble des éléments qui sont de A ou de B.

Cet ensemble est noté AUB. C.a.d: AUB={x:x€ Aouz € B}.



D7) Le produit cartésien de A puis B est l’ensemble des couples (a,b) tels que a € A et b € B.
Cet ensemble est noté A x B. C.a.d: Ax B={(a,b):a€ Aetbe B}.

Exemples: Soit F' = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
1) On a F' C N mais F' ¢ 2N.

)
2) F\2N = {1,3,5,7,9} , 2N)\F = {z € 2N : 2 > 10} = {10,12, 14, 16, ...}
3) OnF ={x € N: 2> 10} = {10,11,12, ...}, Cx (2N) = 2N + 1 (les nombres impairs), C7,@ = Z.
4) FN2N = {0,2,4,6,8}, R* N\R~ = {0}, (CuF) N {1,2,4} = @.
5) {0,2,4,6,8}U{1,2,4} = {0,1,2,4,6,8}, FN2N = {0,2,4,6,8}, RTUR~ = R.
6) {0,2,4} x {1,2} = {(0,1),(0,2),(2.1), (2.2), (4, 1), (4,2)}

1.1.3. Ensembles et prédicats

Soient E, A et B des ensembles, et soient P (x) et Q) (x) des prédicats sur E.
Si A={reFE:P(x)} et B={x € E:Q(x)}, alors:

D’1) BC A& [Vxe E,Q(z)= P(x)]

D’2) A\B = {m € E:P(z) /\Q(:p)}

D’3) CEA:{er:P(x}

’4)@—{er Pz )/\P(J;)}

D5)ANB={zec E:P(x)AQ(z)}
D'6) AUB={z e E:P(z)VQ(x)}
D7) Ax B={(x,y): P(x) NQ(y)}

Exemples:
Soient A={z€R: 2? >z}, B={reR:z>1}et C={zeR:|z| <1}

1)OnaVreR: (z>1= 22> ) (En multipliant z > 1 par = qui est positif ),
donc B C A.

2) AB={zeR: (22 >x)A(x<1)} et on ales équivalences
(22 > 2) A (x < 1) <:>[(x<0)v(x>1)]/\(x§1)
Sl(z<0)A(z<D]V[(z>1)A(x<1)
& [z <0)A(z < 1)]
S x <0
Alors AAB={z e R:z <0}

) CpRA={zeR:2?<z}={reR:0<x <1}



4) ANB = B, car B C A.

ANC={zeR: (z>>2)A(Jz| <1)}

(2>a2)A (2] <1) ©(z<0)V(z>1)|A(-1<x<])
Slz<A(-1<z<D]V[z>1)A(-1<z<1)]
& (-1<x<0)

Alors ANC={zreR:-1<z<0}

4) AUB = A, car B C A.

5) AUC ={r eR: (22> 2z)V (2| <1)}
(2>2)V(z|<1) ©[(z<0)V(z>1)]|V(-1<z<1)
S relR
Alors AUC={zeR:ze€R} =R
Remarques:
R1) Si B C A, on dit aussi que B est une partie de A ou B est contenu ou inclus dans A.
R2) A\ B est aussi noté A — B
R3) CpA est aussi noté A ou A,
R4) (a,b) # (b,a) si a # b.
R5) L’ensemble de toutes les parties d’ un ensemble A est noté P(A).
Exemples: Soit A = {0, 1,2}, alors

P(A) = {2,{0}, {1}, {2},{0,1},{0, 2}, {1,2}, A}

1.1.4. Propriétés

Soient A, B,C et E des ensembles. On a:

1) AnNA=Aet AUA=A.

2) ANB=BNAet AUB=BUA.

3) (ANB)NC=ANn(BNC)et (AUB)UC =AU (BUC(C).

4) (ANB)UC =(AuC)Nn(BUC) et (AUB)NC =(ANC)u(BNC).
5) AN =g et AUD = A.

6) Si ACE, alors ANCgA=2 et AUCEA=F.

7) Si AC E et BCE, alors Cg(ANB)=(CgA)U(CgB) et Cr(AUB) = (CgA)N(CpB).
8) Si A C B, alors CgB C CgA.

1.1.5. Partition d’un ensemble

Définition: On appelle On appelle partition d’un ensemble E, toute famille F de
parties non vides de E, telle que :



1) Les éléments de F sont disjoints deux & deuz, c.a.d: ¥ A, B € F, ANB = @.
2) F est un recouvrement de E, c.d.d: AUFA = L.
€

Exemples: Soit B = {0,1,2,3,4}, alors
F ={{0,2},{1,4},{3}} est une partition de B.
Mais F' = {{0,1},{3,4},{1,2}} n’est pas une partition de B.

1.2. Applications
1.2.1. Notion d’application

Définition: On appelle application d’un ensemble A dans un ensemble B, toute
correpondance f, qui associe & chaque élément x de A un et un seul élément y
de B.
*On dit que A est l’ensemble de départ ou la source et que B est l’ensemble d’arrivée ou le but.
*L’élément y associé a x par f s’appelle 'image de x et se note souvent f(x) (C.a.d: y= f(x)).
Remarques:
R1) Siy = f (), alors x s’appelle antécédent de y
R2) Une image y peut avoir deux antécédents, mais un antécédent ne peut jamais
avoir deux images par une application.
R3) Pour dire que f est une application de A dans B et y est I'image de = par f
on écrit: f: A— B
Ty
Exemples:
1) La correspodance f :Z — N telle que f (n) = n? est une application de Z dans N.
Ona f(1)=1, f(-2)=4et f(3)=9.
2) La correspodance h : R — R définie par h (x) = ﬁ n’est pas une application,
car 1 n’a pas d’image par h.
3) La correspondance qui associe a chaque mois le nombre possible de jours du
mois n’est pas une application de I’ensemble M des mois dans N, car elle associe
a février les deux éléments 28 et 29.

4) La correspondance Idy : A — A définie par Ids (x) = x est une application
particuliere appelée application identique de A.

1.2.2. Graphe, Image directe et Image réciproque d’un ensemble

Soit f une application de A dans B.
1) On appelle graphe de f Uensemble -noté Gy - défini par Gy = {(z, f (z)) : x € A}

4



2) Si Ay C A, on appelle image directe de Ay l’ensemble -noté f (Aoy)- défini par
f(Ao) ={f(z): 2 € Ao}
*f(A) est appelé image de f et est noté Imf. ( c’est le cas Ag = A)
3) Si By C B, on appelle image réciproque de By l’ensemble -noté f~'(By) -
défini par f~1(By) ={x € A: f(z) € By}
Remarque:
Gy CAx B, f(A) CBet f71(By) CA
Exemples :
1) Soit l'application f : Z — N telle que f (n) = n?.
Gy ={(n,n*) /nel}
f({-3,-1,0,3,5}) ={0,1,9,25}
f_l ({47 5, 6}) = {_27 2}
2) Soit Dapplication g : R\ {1} — R définie par g (z) = —=
Gy={(z,755) : z e R\ {1}}
9([=2.1) =] —o00, 3]

Propriétés Soient f : A — B une application, Ay, Ay des parties de A et By, By
des parties de B. On a les propriétés suivantes:

1) f(A1UAy) = f (A1) U f(Ag)

2) f(A1NAy) C f(A)N f(A)
3) fFH(B1UBy) = f~H(B1) U f' (By)
4) fTH(BiNBy) = fH(By) N f1 (By)

Preuve: (exercice)

1.2.3. Représentations des applications

La représentation d’une application f: A — B dépend de la nature des ensem-
bles A et B. Les représentations les plus utilisées sont les suivantes
1) Représentation au moyen d’une formule.

Exemple: Soit la fonction f : Z — N telle que f (n) = n?.

2) Représentation au moyen d’une table de valeurs (utile dans le cas o
A est fini).

Exemple: Soit la fonction g; : {—2,—-1,0,1,2,3} — N telle que:



n 221-110]112)3
gi(n) |4 |1 ]0[1]4]9

3) Représentation au moyen d’un graphe.

Exemple: Soit la fonction g, : R\ {1} — R donnée par le graphe suivant:

1.2.4. Composition des applications

Soient f: A— B, g: B — C deux applications.
La composée des applications f puis g est l'application notée go f et définie par:

gof:A—CetVx €A gof(x)=g(f(z)).
Exemples:
1) Soient les applications f : Z — Z et g : Z — N définies par f (n) = n+(—1)"
et g(n) = n?.

La composée de f puis g est la fonction go f : Z — N telle que:
VneZ, gof(n)=(n+(-1)"7".

2) Soient f; et f les applications données par les tables suivantes

Y

1

2

3

4

5

6

11213

4

56

fi(n) |5

1

3

1

4

4

6

412

alors les applications f; o fo et fy o fi sont données par les tables suivantes

1

2

3

4

5

1

2

4

n
fio fa(n)

3

5

4

1

6 n
L| | faofi(n)

1

111

6




3) Soient f et g les applications de R dans R données par f(x) = 3z — 2 et
9(x) = =

alors, go f: R — R telle que Vz € R, go f () = (f(f;gﬂ;fgﬂ _ (3x3_z2—)§+1

1.2.5. Egalité des applications

Deux applications f1 : Ay — By et fo : Ay — Bs sont égales, si Ay = A,
BIIBQ etV:CEAl, fl(l'):fg(l')
On écrit dans ce cas f1 = fo.

Exemples :
1) Les applications f et g définies de N dans Z par  f (n) = cos (7n) et g (n) = (=1)"
sont égales et on peut écrire f = g.

2) Les applications f1 o fy et fy o f; données dans 'exemple 2 précédent ne sont
pas égales.(C.a.d f1 0 fo # fao f1)

1.2.6. Applications injectives, surjectives, bijectives et applications réciproques

Définition: Soit f: A — B une application.
On dit que f est injective, si elle n’associe pas la méme image a des éléments
différents.
C.a.d: (f est injective ) < (V (z,2') € Ax A, f(x)=f(2)=x=2)
Exemples:
1) L” application h : R — R telle que h(z) = 3z — 1 est injective. En effet:
Soient (z,2") € R x R
h(x)=h(2) =3r—-1=32"—-1
=x=ua
d’ou h est injective.

2) I’ application f; donnée par la table de valeurs suivante
n 11213(4|5|6
fin) | 5113144

n’est pas injective, car f (2) = f1 (4).

3) L’applications g : Z — N définie par g (n) = n? n’est pas injective. En effet:
Soient (n,n') € Z x Z
g(n) = g(w) =n?=n
= (n=n')V(n=-n)
On a par exemple g (2) = g(—2) et 2 # —2 d’ou g n’est pas injective.

2 2



4) Soit I'application g, : R\ {1} — R définie par g, (z) = -5
En effet: Soient (z,2") € R\ {1} x R\ {1}
g2 (r) =92 (2") = ;54 = 5
=r—1=2" -1
=x=ua
d’oll g9 est injective.

Définition: Soit f: A — B une application.
On dit que f est surjective, si tout élément de B posséde au moins un antécédent de A.
C.a.d: (f est surjective ) < (Vy € B,3xr € A,y = f(z))

Exemples:
1) Soit I’ application h : R — R telle que h (z) = 3z — 1.
Soit y € R. Existe t-il un = € R tel que y = h (x)?

y=h(zr) ©y=3xr—1

=y

r = YI! existe dans R pour tout y € R. Donc h est surjective.

Il est clair que 3

2) L’application g : Z — N définie par g (n) = n?.
Soit m € N. Existe t-il un n € Z tel que m = g (n)?
m=g(n) & m=n?
Pour m = 5 on ne peut pas trouver n € Z tel que n? = 5. D’oil g n’est pas
surjective.

3) Soit I'application g, : R\ {1} — R définie par g, (z) = —L5.
Soit y € R. Existe t-il un z € R\ {1} tel que y = g5 (x)7
y=0@) ey=5
Sar=_-+1siy#0
On remarque que y = 0 € R et il n’a pas d’antécédent = € R\ {1}. D’oul g, n’est
pas surjective.

< =8

Définition: Soit f : A — B une application.
On dit que f est bijective, si f est injective et surjective.
Exemples:
1) L application h : R — R telle que h () = 3z — 1 est bijective d’apres ce qui
précede.

2) L’application g : R\ {1} — R définie par g (z) = ﬁ n’est pas bijective, car
elle n’est pas surjective malgrés qu’elle est injective.

Définition: Soit f : A — B une application bijective. On appelle application



réciproque de f Uapplication -notée f=1 - définie par: f~': B — Aet f~1(y) =
x ou x est lantécédent de y par f (C.a.d f(x) =1y).

Exemple :

L’application h : R — R telle que h () = 3z — 1 est bijective et son application

réciproque est A~ : R — R telle que A7* (y) = L1



