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Dans tout ce qui suit : I est un intervalle ouvert non vide de R. Pour tout 4, j = 1, n, a;;
A: I — M, (R)
te A1) = (ay (1),

,j=1,n

et b; des fonctions continues définies sur I & valeurs dans R.

B:I —R"

et b1 ()
t— B(t) =

bn (1)
Définitions
1. Le systeme

Y () =AW)Y (), tel (E)

est appellé systéme différentiel linéaire du premier ordre & coefficients variables avec

second membre.

2. Le systéme

Y () =A@)Y (), tel, (H)

est appellé systéme différentiel linéaire du premier ordre & coefficients variables
homogeéne (ou sans second membre). On dit que (H) est le systéme homogene
associé a (F).

3. Notation : Pour simplifier, on écrit (E) comme suit Y = A(t)Y + B(t) et le
systéme (H) comme suit Y' = A () Y.

4. Notation : La solution du vi=A4@y, est notée par Y (., tg, Yp) .

Y (o) = Yo,
5. Soient t,ty € I. Considérons la fonction f;;, définie de R™ vers R™ par f;;, (Yo) =



9.
10.

Y (t,to,Yo) . La matrice associée a f;4, est appellée la matrice résolvante de (H)
(ou briévement la résolvante). On la note par R (¢, 1) .

Soient Y;,Ys, ..., Y, € F(I,R"). On dit que {Y},Y3,...,Y,} est un systéme fon-
damental de (H) si Y7,Y5,..., Y, sont des solutions de (H) qui sont linéairement

indépendants.

La matrice dont ces colonnes représente un systéme fondamentale de (H) s’appelle

la matrice fondamentale de (H) .

Le wronskien d’un systéme fondamental {Y7, Y5, ..., Y, }, noté W, est le déterminant
de la matrice dont les colonnes sont Y, Y, ... et Y, ie. pour tout t € I : W (¢t) :=
det [Y1 (¢)...Y, (¢)] .

5 . . . A s oo Ak
L’exponentielle de la matrice A, noté e”, est la quantité ) .~ 4.
Soit N € M,, (R). On dit que N est une matrice nilpotente d’indice m € N* si

N™1£0, et N™ = 0,.

Résultats

1.

Le systéme (.S) donné comme suit

Yq (t) = a1 (t) U1 (t) + 19 (t) Yo (t) + ...+ QA1 (t) Yn (t) + bl (t
Yo () = a2y () y1 () + agz (8) y2 (£) + ... + azn (£) yn () + b2 (1)

~
SN—"

| Y (1) = @ (1) Y1 (1) + @z () Y2 (1) + oo+ g () Yo (8) + b5 (1)

est équivalent au systéme (F).
Toutes équation d’ordre deux s’écrit sous la forme du systéme (F) .
Toutes les solutions maximales de () et de (H) sont globales.

Le systéme
Y'=A1)Y + B (1),
Y (tO) = }/ba

admet une solution globale unique.



10.

11.

12.

13.

14.

Le systéme

Y = A()Y,

Y (o) = Yo,
admet une solution globale unique.
L’ensemble des solutions de (H), noté Sy, est un espace vectoriel de dimension n.
Soit Y, une solution de (E). L’ensemble des solutions de (E), noté Sg, est donnée
par Sg = Sg + Y.

Propriété algébrique : Soient Cp,Cy € M, (R). On a
(\V/X eR", ChX = CQX) - (01 = Cg) .

Soient t¢,ty € I. La fonction f;;, définie de R™ vers R" par f;4, (Yo) = Y (¢, to, Yo)
est linéaire.

Pour tout t,tg € Tona R (t,ty) € M,, (R), R (to,to) = I, R(t,t0) Yo =Y (t,t0, o),
LR (t,tg) = A(t)R(t,to) et LR (to,t) = —R (o, t) A(t).

Pour tout ¢,s,7 € I : R(t,s)R(s,7) = R(t,r), R(t,s) est inversible et on a
(R(t,s)™" = R(s,1).

R (.,tp) est une solution dans M,, (R) du systéme

M =A(t)M,

(S.R.)

Si D (., o) une solution du systéme (S.R.) alors D (t,ty) = R (t,to) pour tout t,ty €
1.

Soient Y1, Y5, ..., Y, € Sy. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) Vte I: W (t) #0.
(b) dtg € 1 : W(to) 7é 0.

(c) Y1,Y5, ..., Y, sont linéairement indépendants.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

S’il existe to € I tel que Y] (to), Y2 (to) , ..., Yn (to) sont L. T alors Y7, Y5, ..., Y, sont
L. L

SiYi1,Ys,....Y, sont L. I alors on ne peut rien dire sur I'indépendance linéaire de

Yi(t),Ys(t),....,Y, (t) avec t € R.

Si ¥1,Y5, ..., Y, sont des solutions d’un systéme Y = A ()Y et qui sont L. I. alors
pour tout t € I ona Y; (t),Ya(t),...,Y, (¢) sont L. L.

Soit {Y1,Y2, ..., Y, } un systéme fondamental de (H). On a Sy = [{Y1,Ya, ..., Y, }].

Soit M une matrice fondamentale du systéme (H). Alors pour tout ¢,ty € R on a
la matrice M (t) est inversible, M’ (t) = A (t) M (t) et R(t,to) = M (t) M~ (ty).
Soient M; et My deux matrices fondamentales de (H). Alors il existe une matrice
constante et inversible C' telle que M; = M>C.

A O
Soient A; € M, (R) et Ay € M,(R).Onae 0 A ) _ e 0

On a e’ = I,. Ici, 0,, représente la matrice nulle.

Soit A € M,, (R) alors e? est une matrice inversible, (eA)_l = ¢4, la fonction :

®) est dérivable et on a (etA)/ = Aet4 pour tout ¢ € R.

tHetA

Soient A, B € M,, (R). Si A et B commutent, c. & dire AB = BA, alors e*? =
efeb.

Il existent des matrices A et B telles que eA+8 £ edeB.

Soit A € M, (R). Soit P une matrice de M, (R) inversible. On a eP4F™" =
PeAPL,

Soit A € R. On a eMnt4 = ered,

Toute matrice, triangulaire supérieure dont les éléments de la diagonale sont nuls,

est nilpotente.

Soit N une matrice nilpotente d’indice m € N*. On a e’¥ = I, + % + ...+ %
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Si pour tout t,s € I on a A(t) A(s) = A(s) A(t) alors pour tout t,ty € I on a
R (t,tg) _ eftto A(u)du‘

Il existent des matrices A (t) tellesque R (t, o) # elio Al
Si pour tout t € I on a A (t) = A alors R (t,tg) = elt=t0)4,

Si A est une valeur propre réelle de A et V' le vecteur propre associé. Alors la

fonction définie sur I = R par Y (t) = Ve est une solution de (H).

Si A admet n vecteurs propres linéairement indépendant V7, V5, ..., V,, associés aux
valeurs propres réelles A1, \g, ..., A, alors la solution générale de (H ) est donnée, pour

tout t € R, par Y (t) = c;VieM! + cpVoe?t + ... + ¢, Vyett avec ¢y, ¢y, ..., ¢, € R.

Si A admet n valeurs propres réelles distinctes A1, Ao, ..., A, alors la solution générale
de (H) est donnée, pour tout t € R, par Y () = c;VieMt + cpVoe??t + .. + ¢, Vet
avec ¢y, Co, ..., ¢, € R. Ici, V1, V5, ..., V,, sont les vecteurs propres associés aux valeurs
propres Ai, Ag, ..., Ay.

Si A = pu+iv (v#0) est une valeur propre complexe de A et V = a + ib le
vecteur propre associé. Alors les deux fonctions définies sur I = R par Y; (t) =
Re (VeM) = et (acosvt — bsinvt) et Vs (t) = Im (VeM) = e (asinvt + beosvt)

sont des solutions de (H) qui sont linéairement indépendants.

Si A= pu+iv (v#0) est une valeur propre complexe de A alors A\ = p — iv est

aussi une valeur propre complexe de A.

On suppose que A admet 2p = n valeurs propres complexes distinctes A1, Ag, ..., \p, Apy1 =

AL, Apt2 = )\_2,...,)\2p = )\_p . Pour i = 1,...,p, on considére Y] et Y, les deux
solutions linérairement indépendantes associées a la valeur propre complexe \;,
définies par Y7 (t) = Re (V;eM?) et Y5 (¢) = Im (VieM") . Alors la solution générale
de (H) est donnée, pour tout t € R, par YV () = S21=0 i Y7 (1) + 5220 b Yy () , avec

cd,cbeRi=1,..,p.



Test

() =ty (1) + e (1) — 1,
1. Montrer que le systéme v (1) =11 (&) + 92 (1) t € I =R s’écrit sous la

Yy (t) = costyy (t) + etys (t).
forme Y' (t) = A(t)Y (t) + B(t), pour tout t € [ = R.

t -1 t 1

2. Pour tout ¢ € R, on pose Y7 (t) = LYo (1) = et A(t) = #

1 t -1t

Montrer que {Y7, Y} est un systéme fondamental de Y’ = A () Y. Déterminer une

matrice fondamentale de Y’ = A (¢)Y.

3. Utiliser la définition, pour calculer I’exponentielle de la matrice A =

00
39 -9
4. Montrer que N = 2.0 0 est une matrice nilpotente d’indice m = 2.
3 3 -3
0 -1 2 -1 01
5. Calculer I'exponentielle de , , et
0 3 -1 0 -1 2 0 0
6. Calculer la résolvante du systéme donné par la matrice A définie par A(t) =
t =t
pour tout t € R.
ot
et
7. On considére la matrice définie par A (t) = pour tout ¢ € R. Calculer
0 0
el AW o R (t,t9) . Que peut on déduire.
.
, 4 3
Y = Y,
, 4 3 0 4
8. Résoudre les systémes V' = Y,
0 4 1
Y (1) =
0




