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Solution des exercices TD N°:05 (Intégrales généralisées)

Solution de I’éxercice n°1l

Etudions si les intégrales impropres suivantes sont convergentes et donnons leurs éventuelle valeurs

+oo
1. I, = [ a"exp(—z)dx, n € N.On a :
0

x"exp(—z) = O (exp(—x)), quand z — +oc0.

+00 +oo
Puisque [ exp(—xz)dx converge, on déduit que [ z"exp(—x)dx converge aussi.
0 0
Calculons sa valeur :

On fait l'intégration par parties.

Posons
fx) = 2" et g(x) = exp(—z).
On a alors
f(x) = na" ' et g(z) = —exp(—z).
Par suite :

“+o00

I, = /:c”exp(—x)dx
0
+oo

_ : 1 o Y n _
— yglﬁ,o[ naz" ! exp( I)]O—i-n/x exp(—x)dz
0

= ’I’L]n_l.

Par récurrence, on trouve I,, = n!ly.
+00

Puisque [ exp(—xz)dz =1, on a alors I,, = nl.
0

1
2. J, = [In"(z)dzx, n € N.
0

Toujours, on fait 'intégration par parties, en posant :

fla) = 1et g(z) = In"(a),
on trouve :
In"(z)

fl@) = et gla) = n—



Par suite :

1

Jy = / In"(z)da

0

= lim [:cln"(x)]; —n/ln"‘l(a:)da:

y—0

= —nd,.

Par récurrence, on trouve J,, = (—1)"n!Jy.

Puisque Jy =1, on a alors J,, = (—1)"n!, et I'intégrale considérée converge.

2 dx 1
3. = [ ———. Posons f(2) = ———ru-—.
of V (2x — 2?) f@) (2x — 22?)
I L ! dz 2 dx
Il suffit d’étudier la convergence des deux intégrales [ ——— et [

N (erera kB cremrs
f@)=0 (%) . quand z — 0%

est donc l'intégrale de Riemann qui converge, ce qui montre la convergence de l'intégrale

Au voisinage de 0T, on a :

dzx

V(2x — 22)

Au voisinage de 2, on a :

o Lo
&

f<x>=0(¢21_—$

est donc l'intégrale de Riemann qui converge, ce qui montre la convergence de l'intégrale

), quand r — 2.

dx

“[ V2—x
2 dx
1f (2 — 22)

2 d
On en déduit alors que [ *

1 v/ (2z — 2?)

converge.

Calculons sa valeur :

Le changement de variable

yE]O,%[»—Mc:g(y) = 2sin?y,



est une bijection croissante de classe C! de }0, g[ sur ]0,2[.On a alors :

jus

2
/ /4smycosy
= —dy
V(22 — 22) 2siny cosy
1

0

= 2 [dy=m

o
VB

Solution de I’éxercice n°2

Etudions la convergence des intégrales suivantes :

2 sin @ sinx
= [ ﬁdx. Posons f(z) = 5 Cette fonction est positive, équivalente au voisinage
0 x%|Inz| % [In z|
de 07 & 5.
xo 1 Inz|

Il s’agit alors d’une intégrale de Bertrand qui converge si et seulement si « < 2 et § € R, ou a = 2

In(1 + zsinx) In(1 + zsinx)

dx. Posons f(z) = . Cette fonction est positive, équivalente au
|z In x| |z In x|

2

voisinage de 07 & = :
s x0 ‘ln‘S ZU‘ 02 |1n‘s x|
Il s’agit alors d’une intégrale de Bertrand qui converge si et seulement si 6 —2 < 1 et 6 € R, ou

0—2=1etd>1,soit donc § < 3.

1
3 t 2 t 2
3. ;= ar(33 an( >dx Posons f(z) = M. Cette fonction est positive, équivalente au voisi-
o 2 |lnzl 23 |In x|
x? 1
de 0% & = )
nagede 8 o3 Inz| z|nzl

Il s’agit alors d'une intégrale de Bertrand qui diverge.

2 -1 «
4.1y = | |3’c—|[|3da; Posons f(z) = % Cette fonction est positive, équivalente au voisinage
1 |Inz nx
e =1 1

g B—a”
|z — 1| |z — 1|
La comparaison avec l'intégrale de Riemann afirme que cette intégrale converge si et seulement si

g —a<l.

d 1
z . Posons f(z) = . Cette fonction est positive, équivalente
Vie—1)(2-x)

ViE-1)(2-2)
au voisinage de 17 & . Il s’agit alors d’une intégrale de Riemann qui converge.

2
5.0, = [
1

X

Au voisinage de 27 a . Il s’agit alors d’une intégrale de Riemann qui converge. On en déduit

SN —
[\
— —_
—_
~— ~—

X



2 d
alors que [ T

V(-1 2-2)

Solution de 1’éxercice n°3

est convergente.

Etudions la convergence absolue et la semi-convergence des intégrales généralisées suivantes :

+00 3
1.LH= | Smxdw 0 € R*. Posons f(x) = Sl;f.

1

1
Sif>1,|f(x)] < = La comparaison avec l'intégrale de Riemann affirme que cette intégrale converge.

o0
sin x
Donc I} = f

1

5 dx est absolument convergente pour tout ¢ > 1.

Si0<#<1,ona

)
sin” x 1 cos 2x
z)| > -
fa)] > St = -
] 1 e . o T2 cos 2z .
Puisque [ s dx est I'intégrale de Riemann qui diverge (car § < 1) et [ dz converge d’apres
1 o af

: L tosinx
dx diverge, on en déduit que I; = [
1

219 z?

Abel, donc l'intégrale [
1

,—dx ne converge

+o0 ( 1 cos 2x

pas absolument.
D’autre part cette intégrale est convergente d’apres Abel, ce qui montre la semi-convergence de cette

intégrale pour tout 0 < 0 < 1.
T cosw

2.1, = ——dzr .
2 {\/E+cosxx

1
Un développement asymptotique a l'ordre 2 en — au voisinage de +00 nous permet d’écrire :

NG

CoST Ccos & 1

— = X
VT +cosz N

cos T (1 cosx cos’x

JR— + J—
& T

2 3
cosg _ cos’z  cos'w

- S (1+e(1)>, (i)—>0quandx—>—|—oo

Les deux premieres intégrales sont semi-convergentes et la troisieme est absolument convergente.
+00
cos T

1f VT 4 cosz

Solution de I’éxercice n°4

(1 + G(é))) , e(%) — 0 quand = — +o0

On en déduit que I, = dx est semi-convergente.

2 cos(ax)
1. Montrons que F (o) = [ de est absolument convergente et que pour tout o # lim,_, oo F'(a) =
0 x?
0. (02) .
cos(ox e T
Puisque et I'intégrale dx = — converge, l'intégrale considérée est donc
q 1+22 |~ 1422 & Ofl—i-xz 2 & &




absolument convergente.
2. Soit maintenant « un réel strictement positif.

On fait l'intégration par partie sur le segment [0, y] en posant :

1 . 2z
flz) = T2 f($)=m
_ sin(ax)

et g(x) = cos(ax), g(x) = -

On a alors :

—_

y y
/ cos(oz:t;) gr = L [sin(a?r B / 2x sin(Osz) da
J 1+ « 1422 |, / (1+ 22?)

On passe a la limite, quand y — 400, on trouve :

Py~ L / 2esinfaz)

a) (14 22)?
Ce qui implique :

y
1 [ 2x|si
/ x |sm(am|)dx

Fla) = —
el = 2 ap
1 y2 i
< _/de
a (14 22?)
<

12
_/_xde
a) (14 22?)

e

On en déduit alorq que lim,_, o, F(a) = 0.
Solution de I’éxercice n°4
Soient P et () deux polynomes tels que deg(P) < deg(Q).

Etudions la convergence de l'intégrale généralisée suivante :

I= +/OOP () os(z)da.

Q(x)

1. Si deg(P) = deg(Q) — 1:
Un développement asymptotique au voisinage de 400 nous permet d’écrire :

P@) os(z) = X cos(@) + P (54 (@) e(a) = 0 quand & — +00
Q(gv)cos(w)—x (z) + o (B+e(x)), e(z) — 0 quand z — 400,




ol « et [ sont des réels, n > 2 un entier positif.
La premiere intégrale est semi-convergente et la deuxieme est absolument convergente.
+00 (
On en déduit que

I 6w
2. 1. Si deg(P) < deg(Q) —2:

Un développement asymptotique au voisinage de 400 nous permet d’écrire :

cos(z)dx. est semi-convergente.

P(l‘) _gcosx el n ot e(z wand = o
Q(x)cos(x)—xn (2) (1 +€(x)), n>2et e(x) = 0 quand = — +o0.

On obtient alors une intégrale absolument convergente.



