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Série de T.D N° 1

Exercice 01 :

Soient ¢ € D(R™), h € R™"\{0}. pour ¢t € R\{0} on pose

_ gz +th) — p(z)
o () = t .

a) Montrer que ¢, € D(R") pour t # 0.

b) Montrer que lorsque ¢ tend vers 0, ¢, converge dans D(R"™) vers une fonction de D(R™) et calculer
cette fonction.

Exercice 02 :

a) Soit ¢ € D(R) telle que supp ¢ C]1, 2[, 0<¢p(x)<1 et px)=1 pour a<z<b on 1<
a < b < 2. Pour n € N* posons

n

o, (z) = e "p(nx).

Montrer que {¢,,},cn- converge vers zéro dans D(R).

b) Montrer qu’il n’existe pas de distribution f € D/(R) telle que

(f. 9 :/exp(%) p(z)dzx .

R

Exercice 03 :

Montrer que les applications suivantes définissent des distributions :

plz) ,  ,#0)

o) DR) > 9 (PS5, ) = limy | |

-0 2 €
o]
H T pl0)
. plx ¥ .
b) D(R)9<P'—’<Pfﬁv<ﬁ>:ll_§% /?W*TJFW(O)IHE ;

€

( Pf := partie finie ; H := la fonction de Heaviside )

¢) Définir prl ppl

, pour m entier m > 3.
x’"b m"L




Exercice 04 :

a) Montrer que pour A € C avec Re\ > —1 les fonctions

Aof x>0 [, 2<0
10, z<0 7 -1 0, x>0
définissent des distributions sur R.
b) En remarquant que pour ReA > —1 on a

—+o00 1 —+o00 (0)

,\ P
d d —
[ Potads = [2fo@) - oo+ [ ota)dn+ L

0 0 1

montrer que I’on peut définir une distribution a:j\r pour ReA > —2 et A # —1.

Définir la méme chose pour z) et pour les mémes valeurs de \.

c) Généraliser ce procédé au cas ot ReA>-n—1, A#-1, =2, ...,—n.

d) Soient xﬁ‘r , & les distributions définies pour ReA > —n —1, A # —1, =2, ..., —n.
Calculer : xmi , o

Exercice 05 :

a) Soient p, ¢ € N, calculer : f = 2P8@ oi 6 est la dérivée k¥m¢ de la distribution de Dirac sur
b) Soient a € Cet keN | calculer f=e* §k)

Exercice 06 :

On considére I'application linéaire f € D(R?) dans C définie par

f : D(R? C

¢ - f<p=/so

R

a) Montrer que f € D/(R?) et quelle est d’ordre zéro.

0 0
(af&)f

b) Calculer au sens des distributions



Exercice 07 :

On considére 'opérateur différentiel sur R

£ d
P= "0 tar—+b ; .
s ta b 5 abeC

Soient f et g deux fonctions de classe C? sur R telles que
(i) Pf(z)=Pg(x)=0 , z€eR ;

(i) £(0)=g(0)
(i) f1(0)—gr(0) =1

On pose

et on considére la distribution f; définie par

o) =— /h(w)w(w)dw . peD(R).

R

Calculer Pf; au sens des distributions.
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Série de T.D N° 2

Exercice 01 :
Pour ¢ > 0 on pose f.(z) = & [z*'. Calculer f = lim f. dans D'(R) .
Exercice 02 :

Déterminer une suite (fy,),>1 de distributions & support & l'origine telle que la suite de distributions
(gn)n>1 définie, pour tout ¢ € D(R), par :

=~ 1
(gn + @) = f s @) =D ()
k=1
converge dans D' (R).
Exercice 03 :
Pour x € R et £ >0 on pose
fe(z) =In(z +ic) = In|z + ic| + darg(z + ic).

a) Montrer que lorsque € — 0, f. converge dans D' (R) vers la distribution fy donnée par

| In(z) , >0
fo(2) _{ In|z|+ir , <0

b) Calculer % au sens des distributions.

c) En déduire que dans D/(R) on a

1 1
— = lim — = VP(=) —ind.
z+10 e—0t T+ ic T
Exercice 04 :
En utilisant le résultat suivant 1 1
=VP(— i .
z — 10 (33) o
Montrer que
Lt
m ZRUTD) g,
t—+oo x — 10
Indication : utiliser ce qui suit
“+o0 . M
/ sin(z) dz = g D liin exp(izt)y(z)de =0 , Yo € C°(R) ( Théo de Riemann — Lebesgue).
T —+00
0 0



ou
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Série de T.D N° 3

Exercice 01 :
Soit a(x) C°°(R™). Montrer que

a(z) [f(z) ® g(y)] = [a(z) f(z) @ g(y)]
f(x) e D(R™), g(y) € D'(R™).

Exercice 02 :
Montrer que pour f(z) € D'(R™), g(y) € D'(R") on a :

(feg(z+h,y)=[flz+h)g(y)]

Exercice 03 :

Soit f(z) € E'(R) et g(y) € D'(R). Montrer que pour tout k¥ € N on a :
Hrea) =3 (5 ) @it
§=0
Exercice 04 :

Soit f(z) € E'(R™) et g(y) € D'(R™). Montrer que pour tout a € R" on a :
et (fxg) = (e"Tf) x (e"Tg) .
Exercice 05 :
On rappelle qu’une distribution f € D'(R™) est dite homogene de degré A € R si
(o=t 9) , YoeDR") , V>0,

ot () = p(tz).

Montrer que la transformée de Fourier d’'une distribution tempérée homogéne de degré A\ est homogeéne

de degré —m — A.



Exercice 06 :
Une distribution tempérée f € S'(R) est dite paire ( resp. impaire ) si

(fo@=( ¢ (resp. =(f, 9)) , Vo eSR)ou pz)=p(-z).

Montrer que si f € S’(R) est paire ( resp. impaire ) alors sa transformée de Fourier est paire ( resp.
impaire ).

Exercice 07 :

1
1) Calculer la transformée de Fourier de la distribution f = VP(—) et en déduire la transformée de
x

Fourier de la distribution H(z), i.e F H(x), et sa transformée de Fourier inverse, F 'H(z), ou H(x)
est la fonction de Heaviside :

1 si >0
H(z) =
0 st x<0

2) En utilisant 'identité

|z = xH(x) — xH(—x) .
1
Calculer la transformée de Fourier de |z|, i.e F |z| et en déduire F (Pf2> .
x

Exercice 08 :

Soit la fonction signe sur R définie par :

1 si >0

Sign (z) = 0 si =0

-1 si <0

Montrer que :
(4) a Sign () = 20 ;
d g = ;
1
(i7) F(Sign () ) = —2i VP(E).



