Chapitre 4

PRODUIT TENSORIEL ET PRODUIT DE CONVOLUTION DES

DISTRIBUTIONS

Dans toute la suite il est préférable que le lecteur soit familiarisé avec les notations

et les notions déja données dans la premiere partie de ce cours.

4.1 Produit tensoriel des distributions

Soient €2y, €25 deux ouverts respectivement de R, R"2.

Définition 4 — 1

Pour u; € C°(Q;), j =1, 2, on définit la fonction u; ® uy sur ; x Qy par
(ul ® UQ) (‘7;7 y) - ul(‘r)U’?(y) ) \V/(ZL’, y) € Ql X Q2 ; (41)

que l'on lit " wu; tensoriel uy".

Alors u; @ uy € C°(Qy x Q) et pour p € D(2; x Q) on a

(0 ®uy @) = / / wn(@)us(y)p(z, y)dady (4.2)

Ql XQQ
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d’apres le théoréme de Fubini on peut déduire que

(wi ®uy , ) = /ul(z) (/ttz(y)s@(w, y)dy | dx

= <U1 ) <U2 ) QO(ZE, )>> (43)
En particulier si p(z, y) = ¢1(x)p2(y) ot ¢; € D(Q;), j =1, 2, on aura alors :
(1 ®@uz , 1@ p2) = (u1, ¢1) (U2, p2). (4.4)

On peut, donc, généraliser cette opération aux distributions.

Théoréme 4 — 1 (Dé finition)

Soit f; € D'(€;), j =1, 2. Il existe une unique distribution f € D'(£2; x ) telle

que, pour toute fonction ¢; € D(€;) j =1, 2, on ait

(f, p1®@@2) =(f1, o1){fa, ©2). (4.5)

De plus, pour ¢ € D(; x Q) on a

<f ) 90> = <f1 ) <f2 ) SO(:% )>> - <f2 ) <f1 ) 90(" y)>> (46)

Sif; € €(Q;), =1, 2, on a les mémes formules pour p € C®(Q; x ).
On note ainsi f = f1® fo = fo® f1 et [ s’appelle le produit tensoriel des
distributions f; et fs.

Exemples (et remarques)

(i) Soit a; € Q;, j=1,2 et f;=0(x;—a;), j=1, 2,alors f1 ® fo =0(z —a)

ol a=(a, as).
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(i7) Si f1 € D'(Q) et fo € D'(Qs) alors on a

0 ofi -
[ = ( —— ]{j k = 1 N 4.
8:Bk(f1®f2) (ka)®f2’ Vk, Ny (4.7)
d Ofa —
- = —= [, 1l=1 . 4.
8yl(f1®f2) f1®(ayl>7 \V/, , 12 ( 8)
Par exemple, si H (t) désigne la fonction de Heaviside sur R, alors pour x = (x1, =, ..., T,) €
R™ on a
L(H(w)@fl(x)@ ® H(xp)) = 0py @ 0zy @ ... @ 0y, = 0() (4.9)
6$18m2...8xn ! 2 " o 2 Tno ’ ’

(73i) Soit f € D'(Q1) et g€ &'(Q). Soit x € D(23), x =1 dans un voisinage du
support de g. Alors pour ¢ € D(2; x Q) ona (f®g, ©)=(fRg, xp).
En effet

(f@g, o)=(f, (g, e ))=(f, (g, xp, ))=(f®g, xp). (4.10)

Ceci montre que 1’on peut prolonger [ ® g aux fonctions ¢ € C®(; x ) telles

que xp € D(2; x Q).

Enoncons maintenant un résultat de densité.

Lemme 4 — 1 (Densité)

L’espace des fonctions de la forme
p p
oz, y) =D b @0;(x, y) => v;(@)8;(y) (4.11)
j=1 j=1

ou 1;(z) € D(R™) et 6;(y) € D(R™) , est dense dans D(R"*"2).
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Le produit tensoriel des distributions posseéde quelques propriétés intéressantes.
Propriété 1 (Commutativité)
Le produit tensoriel de deux distributions est commutatif, i.e. pour f € D'(R™) et
g € D'(R™) on a
f®g=9xf. (4.12)

Propriété 2 (Associativité)

Pour f(z) € D'(R™), g(y) € D'(R™) et h(z) € D'(R™) on a

f )@ lg(y) @ h(z)] = [f(z) @ g(y)] @ h(2). (4.13)

Propriété 3 (Continuité)
Si fr — f dans D'(R™), quand k — 400, et g € D'(R"), alors

ft®g— f ®g,quand k — 400 , dans D'(R™""2). (4.14)

Propriété 4 (Support)
Soient f(z) € D'(R™) et g(y) € D'(R™) alors

supp(f @ g) = supp(f ) x supp(g). (4.15)

4.2 Produit de convolution des distributions

Le produit de convolution de deux fonctions f et ¢, définies sur R", est défini par

(F+9)@) = [ 1wt~ iy (4.16

Rn

qui n’a de sens que si l'intégrale (4.16) existe. Par le changement de variable z = z — y
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il s’ensuit que
~ [1Wate =y = [ 1= ge)a: = @x @), (@17)

c’est-a-dire que le produit de convolution, s’il existe, est par définition commutatif.

Si on suppose de plus que f et g sont continues et que 'une d’elles est & support
compact alors le produit de convolution f * g existe et est continu, donc il représente

une distribution et on a

(Frg o /f*g dr . e DR (4.18)

/ /fx— y)dy | ¢(z)dw
= [ow) | [ e~ vyeta)ds| dy
:/ /f oz +y)de | dy

Rn

= / / f(@)g(y)e(z + y)dzdy

R R7™

= (f(2),(9(), w(z+y)))
= (f(x)®9(y), e(x+y)). (4.19)

Ce qui motive la définition de la convolution de deux distributions f et g par

(fxg, p)=(f(x)@9(y), plx+y) = (f(),(9y), px+y)) , v DR"). (4.20)

Mais ici il faut remarquer que cette définition peut ne pas avoir de sens (n’est pas
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toujours valable) car le support de ¢(z + y) n’est pas borné. En effet si le support de
() est contenu dans

{zeR"/ |z|<a, a>0}
alors le support de ¢(x + y) est contenu dans la bande infinie

{(z, v)/ lz+y|<a,a>0} C{(z, v),/ |vi+y| <a,i=1 2,..,n}.

Donc on peut donner un sens a la définition (4.20) si on suppose que 'une des deux

distributions est & support compact. En effet puisque on sait que

supp(f ® g) = supp(f ) x supp(g)

alors supp(f ® g) N supp(p(x + y)) est un borné pour tout ¢ € D(R™).

Par exemple si

supp(p) C{z €R"/ |z[|<a, a>0} et supp(f)C{zeR"/ [z[<b, b>0}

alors  [supp(f ) x supp(g)] N supp(p(z +y)) ={(z, y),/ |z[<b, |[v+y|<a}
- {(JZ, y)/ |$Z| <b ) |$Z +yl‘ <a , 1=1, 2 ,7’L}

qui est bien un borné.

Alors si f € &'(R"), ¢ € D'(R") et soit x € D(R"), x(z) = 1 dans un voisinage
du support de f et égale a zéro a l'extérieur d’un voisinage plus large. Alors 0(z, y) =

x(x)p(z +y) € D(R*™), pour ¢ € D(R") et on a

(fxg, o) =(f, (g, x(x)p(x+y)) ={f, x(@) (g, ez +y))) (4.21)

puisque la valeur de la distribution f dépend de la valeur de la fonction-test ¢ au

voisinage du support de la distribution et n’est pas altérée par un changement de valeurs
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de ¢ a l'extérieur de tout voisinage du support de f, c’est-a-dire la définition (4.21) est

indépendante du choix de x(z) et donc on peut écrire

(fxg,0) - =(f, (g9, elz+y))). (4.22)

Donc on a le résultat suivant :

Théoréme 4 — 2

Soient f € &'(R") et g € D'(R™) , alors le produit de convolution f * ¢ donné par
(4.22) est une distribution de D’(R™).
Preuve

Pour 0(x, y) et x(z), définies plus haut, on a

(fxg, o)=(f ®g, 0(x, y)) , »€ D[R"). (4.23)

Puisque le produit tensoriel est une distribution alors le produit de convolution f * g
est une application linéaire sur D(R"), et il ne reste qu’a montrer que f % g est une
application continue sur D(R"). Soit {(}}, .y une suite de D(R") qui converge vers zéro
dans D(R") alors la suite 0y (z, y) = x(z)¢r(z+y) est une suite de D(R?*") qui converge

vers zéro dans D(R?"), d’ou

(f*g, ou)=(f @9, O(z, y)) =0, k — 400 ; (4.24)

i.e. f g est application continue sur D(R™) et donc f x g € D'(R").

Exemple

Montrons que

Sxf=fd=F (4.25)

ou ¢ est la distribution delta de Dirac.
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En effet puisque § est a support compact alors le produit de convolution 0 * f a bien

un sens pour tout f € D'(R™). Soit ¢ € D(R™) alors d’aprés la définition (4.22)

(6 f, @) =((x), (fy), el@+y)) = (fly), W) ; (4.26)

de méme on a

(f 0, ¢) ={f(x), 6(y), wlz+y) = (f(z), ¢(z)). (4.27)

La convolution posséde aussi quelques propriétés semblables a celles du produit ten-
soriel.

Propriété 1 (Commutativité)

Soient f € &'(R") et g € D'(R™) le produit de convolution de f et g, f*g, est

commutatif i.e.

fxg=gx*f. (4.28)

Propriété 2 (Support)
Soient f € &'(R") et g € D'(R™) alors

supp(f *g) C supp(f )+ supp(g). (4.29)

Propriété 3 (Associativité)
Pour f, g et h € D'(R") telles que deux d’entre elles au moins sont & support

compact. Alors
f *[g*xh]=[f*g]=h. (4.30)
Propriété 4 (Dérivation)

Si la convolution f * g existe alors pour tout « € N* on a

D*(f xg) = D(f) xg = f* D). (4.31)
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Propriété 5 (Continuité)
Dans certains cas la convolution est un opérateur continu. Le théoréeme suivant donne
deux cas.

Théoréme 4 — 3

(i) Soient f € E'(R") et {gk},en une suite de D'(R") qui converge vers g, quand
k — +o0, dans D'(R™). Alors

[*gx — fxg, quand k — +oo, dans D'(R"). (4.32)

(it) Soient f € D'(R") et {gi},ey une suite de D'(R™) a support inclus dans un

compact K qui converge vers g dans D'(R"). Alors

f*gx— f*g, quand k — +oo, dans D'(R"). (4.33)

4.2.1 Reégularisation des distributions

La convolution f % ¢ d’une distribution f € D'(R™) avec une fonction-test ¢ €
D(R™) transforme cette distribution en une fonction de classe C*. Ce procédé est appelé

"Régularisation des distributions".

Enoncons d’abord quelques résultats qu’on utilisera par la suite.

Lemme 4 — 2

Soit I un intervalle ouvert de R et m € N. Pour tout A € I, soit une fonction
x — @(x, \) appartenant & D(€), ou € est un ouvert de R™, et supposons que cette
fonction vérifie :

(i) Ya € N, V¢ = 0, 1,..., m, la fonction (x, \) — D2D{p(z, \) existe et est
continue sur €2 x [ .

(ii) VAo € I, 3§ > 0, 3 K C Q compact tels que supp(D§p(x, \) C K, pour tout
AE[X—0, No+0d]ettout £ =0, 1,..., m.
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Alors pour tout f € D'(€2), la fonction G(N\) = (f(x) , ¢(x, A)) est de classe C™ sur

I etona

(C%) G\ = (f(z) , Dig(z, \)), £=0, 1,..., m, VA€ L. (4.34)

Remarque 4 — 1

Dans le cas ou f est a support compact la condition (i7) n’est pas nécessaire.

Corollaire 4 — 1

Soient © un ouvert de R™, ©Q un ouvert de R™, ¢ un élément de D(O x Q) et
f e D'(2). Alors

<f(x) @/ tasdt> e/ z)) dt. (4.35)

Théoreme 4 — 4
Soient f € D'(R™) et ¢ € D(R"), alors f 1 est une fonction de classe C*° sur R™

et on a

frp(e) = (fly), v —y)) (4.36)

Preuve
D’aprés le lemme 1 — 2 (f(y), ¥(z —y)) est une fonction de classe C*° sur R".

Montrons maintenant la relation (4.36). En effet

([, 0) = (fly), W(2), e(z+y))), pour ¢ € D(R") ; (4.37)

alors

<f*¢,so>—<f(y),/¢()so(2+y)> < /w— > (4.38)

Rn
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comme la fonction (z, y) — ¥(x —vy) ¢(z) est une fonction de D(R?"), on peut appliquer

le corollaire 1 — 1 et on en déduit alors

Maintenant on est en mesure de démontrer le résultat de densité suivant :
Théoréme 4 — 5

D(R™) est dense dans D'(R").

Preuve

11 faut montrer que pour toute distribution f € D'(R™) il existe une suite de fonctions-
test { fx} ey qui converge vers f dans D'(R™).

Soit

) si |zl <1

p(x) = : (4.40)

0 siJz|>1
qui est bien une fonction de D(R™) et soit aussi

k() = Kolke) (4.41)

/ o(x)da

R

Il est facile de vérifier que la suite {7;(x)} est une suite de fonctions de D(R")
qui converge vers ¢ (delta de Dirac) dans D'(R"). Donc si f € D/'(R™), la suite
{f *m}, des régularisations de f, est dans C*°(R") et par continuité de la convolu-

tion (Théoréme 1 — 3) elle converge vers f*d = f,, quand k — 400, dans D'(R").
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Puisque les f * 7, ne sont pas a support borné, on choisit alors ¢)(x) une fonction de

D(R™) telle que (z) = 1 pour |z| <1, ¢ (z) =0 pour |z|>2 et on définit :

fila) = (D [frm@)] o k=1, 2. (4.42)

qui sont des fonctions & support compact de classe C*°(R") i.e. de D(R").

En considérant les ng(z) comme étant des distributions dans £'(R") avec les supports
contenus dans |z| < %, alors pour toute fonction-test ¢ on a zb(%)go(x) = p(z) pour k
assez grand.

Donc

T

Selw) s e@)) = (B I xm@)] 5 o)) = (F @), v()el) )

= (f*ne(z) , ¢(x)) pour k assez grand , (4.43)
et alors  (fi(z) , @(x)) = (f*d(x) , o(z)) = (f(z), p(x)) quand k — +oo.

4.2.2 Application aux équations différentielles linéaires

L’une des plus importantes utilisations de la théorie de la convolution est de déter-
miner une solution particuliere d’une équation différentielle.

Soit I’équation différentielle linéaire a coefficients constants suivante
P(D)u = f (4.44)

ou P(D) = Z aoD® | a, € C, est un opérateur différentiel linéaire a coefficients
lor|<m
constants et f est une distribution donnée.

On sait qu’une distribution £ telle que P(D)E = ¢ est appelée solution élémentaire

de 'opérateur différentiel P(D). Doncsi E est connue, une solution de I’équation (4.44)
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est donnée par E x f, bien sir si ce produit de convolution existe. On a alors le résultat
suivant :

Théoréme 4 — 6

Soit f € D'(R") et E une solution élémentaire de l'opérateur différentiel P(D).
Supposons que FEx f existe. Alors ug = E* f est solution de ’équation (4.44). Si u est
une autre solution de 1’équation (4.44) alors u = ug + v ou v est solution de I’équation
homogéne

P(D)v = 0. (4.45)

Preuve

En utilisant les propriétés de la convolution on a :

P(D)ug= Y a,D*(Exf)=|> aD*(E)| *xf=0xf=Ff, (4.46)

laf<m |lal<m

donc ug = F * f est solution de 'équation (4.44). En plus pour toute autre solution u

de I’équation (4.44) on a

P(D)(u — ug) = 0. (4.47)

4.3 Exercices

Exercice 1

Soit a(x) C*°(R™). Montrer que

a(z) [f(z) @ g(y)] = [a(z) f(z) @ g(y)]

o f(x) € DR™), g(y) € D(R").
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Exercice 2

Montrer que pour f(x) € D'(R™), g¢(y) € D'(R") on a

(f@g)(z+h,y) =[flz+h) gy

Exercice 3

Soit f(z) € E&'(R) et g(y) € D'(R). Montrer que pour tout k¥ € N on a
k

Y\ |
Ffrg)=> | | @)

j=0 J

Exercice 4

Soit f(z) € &'(R™) et g(y) € D'(R™). Montrer que pour tout a € R™ on a

e (fxg) = (e""f)x (e""g) .

Exercice 5

Soit pour k£ > 2

1) Montrer que Ej est une solution de 1'équation

(%)kl E=H () .
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2) Déduire une solution élémentaire de (d_> i.e. une solution de I’équation
x

k
(di> E =9 ; ou 0 estla distribution delta de Dirac sur R.
x

(Ind: 2P6@ =0 si p>gq).
3) Donner une solution de ’équation

d\F
(d_) E = f ; ou f est la distribution a support compact sur R.
x
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