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 03سلسلة تمارين رقم حل 

 التمرين الأولحل 

     1 / 

𝑓:ℝ2 → ℝ2                                                          

(𝑥 , 𝑦) ↦ 𝑓((𝑥 , 𝑦)) = 𝑓(𝑥 , 𝑦) = (𝑥 + 2𝑦 ,2𝑥 + 𝑦) 

            𝑓  :  تطبيق خطي

 

1/   ∀ 𝑋 , 𝑌 ∈  𝐸 ∶ 𝑓(𝑋 + 𝑌) = 𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑌) 

2/  ∀ 𝑋 ∈  𝐸  , ∀ 𝜆 ∈ ℝ ∶ 𝑓(𝜆𝑋) = 𝜆𝑓(𝑋)  

 

 

𝑋من أجل                  = ( 𝑥1  , 𝑦1) , 𝑌 = (𝑥2 , 𝑦2) ∈ ℝ
𝜆 و   2 ∈ ℝ   

𝑓(𝑋 + 𝑌) = 𝑓((𝑥1 , 𝑦1) + (𝑥2 , 𝑦2)) 

           𝑓(𝑥1 + 𝑥2 , 𝑦1 + 𝑦2) = ((𝑥1 + 𝑥2) + 2(𝑦1 + 𝑦2 ) ,2(𝑥1 + 𝑥2) + (𝑦1 + 𝑦2 )) 

                                            = (𝑥1 + 2𝑦1 ,2𝑥1 + 𝑦1 ) + (𝑥2 + 2𝑦2 , 2𝑥2 + 𝑦2 ) 

   = 𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑌) 

𝑓(𝜆𝑋) = 𝑓(𝜆(𝑥1 , 𝑦1)) = 𝑓(𝜆𝑥1 , 𝜆𝑦1) = (𝜆𝑥1 + 2𝜆𝑦1 ,2𝜆𝑥1 + 𝜆𝑦1) 

= 𝜆(𝑥1 + 2𝑦1 , 2𝑥1 + 𝑦1) = 𝜆𝑓(𝑋) 

 2 / 

𝑓:ℝ3 → ℝ2                                                          

(𝑥 , 𝑦, 𝑧) ↦ 𝑓((𝑥 , 𝑦, 𝑧)) = 𝑓(𝑥 , 𝑦, 𝑧) = (𝑥 + 1 , 𝑦 + 𝑧) 

𝑋من أجل    = ( 𝑥1 , 𝑦1, 𝑧1)  ∈ ℝ
𝜆 و   3 ∈ ℝ   

𝑓(𝜆𝑋) = 𝑓(𝜆(𝑥1 , 𝑦1, 𝑧1)) = 𝑓(𝜆𝑥1 , 𝜆𝑦1, 𝜆𝑧1) = (𝜆𝑥1 + 1 , 𝜆𝑦1 + 𝜆𝑧1) 

≠ 𝜆𝑓(𝑋) 



         2021/2022المركز الجامعي عبد الحفيظ بو الصوف                                                                                   

2رياضيات                                                             معهد العلوم الاقتصادية و التجارية وعلوم التسيير                

أ. حجاج مرادقياس: قسم الجذع المشترك                                                                                                   مسؤول الم   
 

 

.  𝑓ومنه   ليس تطبيق خطي

3 / 

𝑓:ℝ2 → ℝ                                                           

(𝑥 , 𝑦) ↦ 𝑓((𝑥 , 𝑦)) = 𝑓(𝑥 , 𝑦) = 𝑥𝑦 

𝑋من أجل    = (𝑥1 , 𝑦1)  ∈ ℝ
𝜆 و   2 ∈ ℝ   

𝑓(𝜆𝑋) = 𝑓(𝜆(𝑥1 , 𝑦1)) = 𝑓(𝜆𝑥1 , 𝜆𝑦1) = 𝜆𝑥 ∙ 𝜆𝑦 = 𝜆
2𝑥𝑦 

≠ 𝜆𝑓(𝑋) 

.  𝑓ومنه   ليس تطبيق خطي

ي التمرين حل 
 التان 

𝑓:ℝ3 → ℝ2                           

(𝑥 , 𝑦 , 𝑧) ↦         𝑓(𝑥 , 𝑦 , 𝑧) = (2𝑥 + 3𝑦 , 𝑥 − 2𝑦 + 𝑧) 

 1 /      𝒇  :  تطبيق خطي

 

1/   ∀ 𝑋 , 𝑌 ∈  𝐸 ∶ 𝑓(𝑋 + 𝑌) = 𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑌) 

2/  ∀ 𝑋 ∈  𝐸  , ∀ 𝜆 ∈ ℝ ∶ 𝑓(𝜆𝑋) = 𝜆𝑓(𝑋)  

 

𝑋من أجل                  = ( 1 , 𝑦1, 𝑧1) , 𝑌 = (𝑥2 , 𝑦2, 𝑧2) ∈ ℝ
𝜆 و   3 ∈ ℝ   

𝑓(𝑋 + 𝑌) = 𝑓((𝑥1 , 𝑦1, 𝑧1) + (𝑥2 , 𝑦2, 𝑧2)) 

           𝑓(𝑥1 + 𝑥2 , 𝑦1 + 𝑦2) = (2(𝑥1 + 𝑥2) + 3(𝑦1 + 𝑦2 ) , (𝑥1 + 𝑥2) − 2(𝑦1 + 𝑦2 ) + (𝑧1 + 𝑧2)) 

                                            = (2𝑥1 + 3𝑦1 , 𝑥1 − 2𝑦1 + 𝑧1) + (2𝑥2 + 3𝑦2 , 𝑥2 − 2𝑦2 + 𝑧2 ) 

   = 𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑌) 

𝑓(𝜆𝑋) = 𝑓(𝜆(𝑥1 , 𝑦1, 𝑧1)) = 𝑓(𝜆𝑥1 , 𝜆𝑦1 , 𝜆𝑧1) = (2𝜆𝑥1 + 3𝜆𝑦1 , 𝜆𝑥1 − 2𝜆𝑦1 + 𝜆𝑧1) 

= 𝜆(2𝑥1 + 3𝑦1 , 𝑥1 − 2𝑦1 + 𝑧1) = 𝜆𝑓(𝑋) 
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  𝑲𝒆𝒓𝒇  ايجاد أساس و بعد / 2             

  𝐾𝑒𝑟𝑓 = {(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) ∈ ℝ3: 𝑓(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) = 0} 

 

𝐾𝑒𝑟𝑓 ∋ 𝑋 ⇒ 𝑓(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) = 0 

⇒ (2𝑥 + 3𝑦 , 𝑥 − 2𝑦 + 𝑧) = (0 ,0 ) 

⇒  {
2𝑥 + 3𝑦 = 0
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0     ⇒   {

𝑥 = −
3

2
𝑦

−
3

2
𝑦 − 2𝑦 + 𝑧 = 0

  ⇒   {
𝑥 = −

3

2
𝑦

𝑧 = −
7

2
𝑦

   ⇒   𝑋 = (−
3

2
𝑦 , 𝑦 , −

7

2
𝑦) 

⇒ 𝑋 = 𝑦 (−
3

2
 ,1 , −

7

2
)

⏟        
𝑢1

 

ي من   𝐾𝑒𝑟𝑓و منه 
ومنه   𝐾𝑒𝑟𝑓ويشكل اساس ل   طياخ مستقل غير معدوم فهو  و و ه 𝑢1المولد بــــ   ℝ3هي الفضاء الشعاعي الجزن 

𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟𝑓 = 1 

  𝐾𝑒𝑟𝑓 ≠ {(0 ,0 ,  ليس متباين𝑓ومنه التطبيق   {( 0

 𝑰𝒎𝒇 ايجاد أساس وبعد / 3

𝑰𝒎𝒇 = {𝑌 ∈  ℝ2 ∶ ∃ 𝑋 ∈ ℝ3 , 𝑓(𝑋) = 𝑌}            

 

𝐼𝑚𝑓 ∋ 𝑌 ⇒ ∃ 𝑋 = (𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) ∈ ℝ3 ∶  𝑌 = 𝑓(𝑋) 

⇒ 𝑌 = (2𝑥 + 3𝑦 , 𝑥 − 2𝑦 + 𝑧) = 𝑥 (2 ,1 )⏟  
𝑣1

+ 𝑦 (3 , −2 )⏟    
𝑣2

+ 𝑧 (0 ,1 )⏟  
𝑣3

 

ي من   𝐼𝑚𝑓و منه 
, 𝑣1المولد بــــ الأشعة  ℝ2هي الفضاء الشعاعي الجزن  𝑣2 , 𝑣3 

 دراسة الإستقلال الخطي 

      𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3  :ليست مستقلة خطيا إذ أن𝑣1 =
2

3 2 +
7

3
𝑣3  

,  1نجد مثلا  للارتباطبعد التخلص من الأشعة المسببة         𝑣3  مستقلة خطيا و تبقى مولدة لــــ𝐼𝑚𝑓 و 

  𝑟𝑔𝑓 = 𝑑𝑖𝑚𝐼𝑚𝑓 = 2 = 𝑑𝑖𝑚ℝ2  ومنه التطبيق𝑓غامر 

 ليس تقابلي لانه ليس متباين𝑓التطبيق  / 4


