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  المحور 
الثان   

لمصفوفات و التطبيقات الخطيةا  

ة  01المحاض   

  التطبيقات الخطيةـ ب 

 مفهوم التطبيق الخط   -1. ب

 / تعريف1         

, 𝐸كن يل       -             𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ   و 𝑓   منتطبيق 𝐸   نحو𝐹  ، 

𝑓: 𝐸 → 𝐹 

 خط  إذا حققتطبيق  𝑓نقول أن             

1/   ∀ 𝑋 , 𝑌 ∈  𝐸 ∶ 𝑓(𝑋 + 𝑌) = 𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑌) 

2/  ∀ 𝑋 ∈  𝐸  , ∀ 𝜆 ∈ ℝ ∶ 𝑓(𝜆𝑋) = 𝜆𝑓(𝑋)  

 قضية/ 1     

, 𝐸كن يل               𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ   و𝑓: 𝐸 → 𝐹 

            𝑓  : تطبيق خط  إذا و فقط إذا كان 

∀ 𝑋 , 𝑌 ∈  𝐸 , ∀ 𝜆 , 𝛽 ∈ ℝ  ∶ 𝑓(𝜆𝑋 + 𝛽𝑌) = 𝜆𝑓(𝑋) + 𝛽𝑓(𝑌) 

𝑓:ℝ
2
→ ℝ

2
                                                        ∶  مثال 

(𝑥 , 𝑦) ↦ 𝑓((𝑥 , 𝑦)) = 𝑓(𝑥 , 𝑦) = (2𝑥 , 𝑥 + 𝑦) 

 : هو تطبيق خط              

𝑋من أجل                  = (𝑥1 , 𝑦1) , 𝑌 = (𝑥2 , 𝑦2) ∈  𝐸   و 𝜆 ∈ ℝ   

𝑓(𝑋 + 𝑌) = 𝑓((𝑥1 , 𝑦1) + (𝑥2 , 𝑦2)) 

           𝑓(𝑥1 + 𝑥2 , 𝑦1 + 𝑦2) = (2(𝑥1 + 𝑥2) , (𝑥1 + 𝑥2) + (𝑦1 + 𝑦2 )) 

                                            = (2𝑥1 , 𝑥1 + 𝑦1 ) = (2𝑥2 , 𝑥2 + 𝑦2 ) 

   = 𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑌) 

𝑓(𝜆𝑋) = 𝑓(𝜆(𝑥1 , 𝑦1)) = 𝑓(𝜆𝑥1 , 𝜆𝑦1) = (2𝜆𝑥1 , 𝜆𝑥1 + 𝜆𝑦1) 

= 𝜆(2𝑥1 , 𝑥1 + 𝑦1) = 𝜆𝑓(𝑋)  

 

04المحاضرة :   



2202/2021                              الصوف                                                                             المركز الجامعي عبد الحفيظ 

2رياضيات                 م الاقتصادية و التجارية وعلوم التسيير                                                                       معهد العلو  

أ. حجاج مرادمسؤول المقياس:                                                                      
 

2 
 

 قضية/ 2

, 𝐸كن يل     𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ   و𝑓: 𝐸 → 𝐹  :تطبيق خط  عند ئذذ 

                                                𝑓(0𝐸) = 0𝐹 

هان 𝑓(0𝐸):             البر = 𝑓(0𝐸 + 0𝐸) = 2𝑓(0𝐸) ⟹ 𝑓(0𝐸) = 0𝐹        

 نواة وصورة  تطبيق خط   -2ب. 

 تعريف/ 3     

, 𝐸كن يل         𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ   و𝑓: 𝐸 → 𝐹  نسم  نواة ،    𝐸مجموعة الأشعة من  𝑓خط 
  صورها معدومة ف 

  𝐹 الت 

 𝐾𝑒𝑟𝑓و نرمز لها بـــــ      

𝐾𝑒𝑟𝑓 = {𝑋 ∈  𝐸 ∶  𝑓(𝑋) = 0𝐹} = 𝑓
−1(0𝐹) 

 قضية/ 3

, 𝐸كن يل         𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ   و𝑓: 𝐸 → 𝐹  ،  𝐸ه  ف.ش.ج من  𝐾𝑒𝑟𝑓خط 

هان      : البر

0𝐸فإن    2حسب القضية       -     ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓   و𝐾𝑒𝑟𝑓  من مجموعة غب  خالية𝐸 

, 𝑋ليكن        - 𝑌 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓  ،𝜆 , 𝛽 ∈ ℝ     :هن أن 𝜆𝑋نبر + 𝛽𝑌 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓  

𝑓(𝜆𝑋 + 𝛽𝑌) = 𝜆𝑓(𝑋) + 𝛽𝑓(𝑌) 

                     = 𝜆𝑓(𝑋) + 𝛽𝑓(𝑌) 

                       = 𝜆0𝐹 + 𝛽0𝐹 = 0𝐹 

 تعريف/ 4

, 𝐸كن يل         𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ   و𝑓: 𝐸 → 𝐹  نسم  صورة ،    𝐹مجموعة الأشعة من  𝑓خط 
  لها سابقة ف 

  𝐸 الت 

 𝐼𝑚𝑓و نرمز لها بــــ ـ      

𝐼𝑚𝑓 = {𝑌 ∈  𝐹 ∶ ∃ 𝑋 ∈ 𝐸 , 𝑓(𝑋) = 𝑌}            

 قضية/ 5

, 𝐸كن يل         𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ   و𝑓: 𝐸 → 𝐹  ،  𝐹ه  ف.ش.ج من  𝐼𝑚𝑓خط 

هان:   البر

, 𝑋ليكن  𝑌 ∈ 𝐼𝑚𝑓 ، 𝜆 , 𝛽 ∈ ℝ     :هن أن 𝜆𝑋نبر + 𝛽𝑌 = 𝜆𝑓(𝑋) + 𝛽𝑓(𝑌) ∈ 𝐼𝑚𝑓 
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𝑋 , 𝑌 ∈ 𝐼𝑚𝑓 ⇒ ∃ 𝑋′ , 𝑌′ ∈ 𝐸 ∶ 𝑓(𝑋′) = 𝑋 , 𝑓(𝑌′) = 𝑌 

𝜆𝑋 + 𝛽𝑌 = 𝑓(𝜆𝑋′) +  𝑓(𝛽𝑌′)   

= 𝑓(𝜆𝑋′ + 𝛽𝑌′) ∈ 𝐼𝑚𝑓    

 تعريف/ 6

, 𝐸كن يل 𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ   و𝑓: 𝐸 → 𝐹   نعرف رتبة خط ،𝑓  بأنها بعد صورة𝑓  و نرمز لها بالرمز𝑟𝑔𝑓  

𝑟𝑔𝑓 = 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚𝑓) 

 : لاثم

 التطبيق الخط  المعرف كما يلى   𝑓ليكن            

𝑓:ℝ
4
→ ℝ

3
                                                        

(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 , 𝑡) ↦ 𝑓(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 , 𝑡) = (𝑥 − 2𝑦  , 3𝑧 − 𝑡 ,0) 

 امهيدعب د دح و  𝐾𝑒𝑟𝑓 ، 𝐼𝑚𝑓 : د جو أ  

 

𝐾𝑒𝑟𝑓 ∋ 𝑋 ⇒ 𝑓(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 , 𝑡) = 0 

⇒ (𝑥 − 2𝑦 , 3𝑧 − 𝑡 , 0) = (0 ,0 ,0) 

⇒  {
𝑥 − 2𝑦 = 0
3𝑧 − 𝑡 = 0
0 = 0

    ⇒   {𝑦 =
1

2
𝑥

𝑡 = 3𝑧

     ⇒   𝑋 = (𝑥 ,
1

2
𝑥 , 𝑧 ,3𝑧) 

⇒   𝑋 = (𝑥 ,
1

2
𝑥 ,0 ,0) + (0 ,0 , 𝑧 ,3𝑧) 

= 𝑥 (1 ,
1

2
 ,0 ,0)

⏟      
𝑢1

+ 𝑧 (0 ,0 ,1 ,3)⏟      
𝑢2

 

  زجلا ع  اعشلا ءا ضفلا ه   𝐾𝑒𝑟𝑓 هنم و 
ℝ  نم ن 

4
, 𝑢1  ــــب د لو ملا  𝑢2  ا يطخ ي   لقتسم ا مه و، 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟𝑓 = 2 

𝐼𝑚𝑓 ∋ 𝑌 ⇒ ∃ 𝑋 = (𝑥 , 𝑦 , 𝑧 , 𝑡) ∈ 𝐸 ∶  𝑌 = 𝑓(𝑋) 

⇒ 𝑌 = (𝑥 − 2𝑦 , 3𝑧 − 𝑡 , 0) = 𝑥 (1 ,0 ,0 )⏟    
𝑣1

+ 𝑦 (−2 ,0 ,0 )⏟      
𝑣2

+ 𝑧 (0 ,3 ,0 )⏟    
𝑣3

+ 𝑡 (0  , −1 ,0)⏟      
𝑣4

 

  زجلا ع  اعشلا ءا ضفلا ه   𝐼𝑚𝑓 هنم و 
ℝ  نم ن 

3
, 𝑣1 ةعشلأ ا ــــب د لو ملا  𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4 
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 ط  خلا للاقتس ل ا ةسار د

      𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4 نأ ذ إ ا يطخ ةلقتسم تسيل : 𝑣2 = −2𝑣1  و 𝑣3 = −3𝑣4 

,  𝑣1 لا ثم د جن طابتر لإل ةببسملا ةعشلأ ا نم صلختلا د عب        𝑣3 ــــل ةدلو م ق  بت و  ا يطخ ةلقتسم 𝐼𝑚𝑓  و  𝑟𝑔𝑓 = 𝑑𝑖𝑚𝐼𝑚𝑓 = 2 

 قضية/ 5

, 𝐸كن يل 𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ   و𝑓: 𝐸 → 𝐹   عندئذ:   خط 

𝑓متباين       /1  ⇔ 𝐾𝑒𝑟𝑓 = {0𝐸} ⇔ 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟𝑓) = 0 

𝑓غامر        /2 ⇔ 𝐼𝑚𝑓 = 𝐹 ⇔ 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚𝑓) = 𝑑𝑖𝑚𝐹 

هانال  : بر

𝑋و  𝑓متبايننفرض أن  ⟹ / 1 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓  إذن𝑓(𝑋) = 0𝐹 = 𝑓(0𝐸) 

𝐾𝑒𝑟𝑓نفرض أن  ⟸       = {0𝐸}  و𝑋 , 𝑌 ∈ 𝐸  حيث𝑓(𝑋) = 𝑓(𝑌) لدينا ، 

𝑓(𝑋) = 𝑓(𝑌) ⟹ 𝑓(𝑋) − 𝑓(𝑌) = 0𝐹 

                        ⟹ 𝑓(𝑋 − 𝑌) = 0𝐹 

                       ⟹ 𝑋− 𝑌 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓 = {0𝐸} 

                       ⟹  𝑋 − 𝑌 = 0𝐸 

                        ⟹  𝑋 = 𝑌 

 / واضح تعريفا2

 قضية/ 6

, 𝐸كن يل          𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ    مع𝑑𝑖𝑚𝐸 = 𝑛 < :𝑓و  ∞+ 𝐸 → 𝐹   عندئذ:   خط 

𝑑𝑖𝑚𝐾𝑒𝑟𝑓 + 𝑑𝑖𝑚𝐼𝑚𝑓 = 𝑑𝑖𝑚𝐸 

 

 نتيجة/ 7

, 𝐸كن يل                𝐹  فضائي   شعاعيي   علىℝ    مع𝑑𝑖𝑚𝐸 = 𝑑𝑖𝑚𝐹 = 𝑛 < :𝑓و  ∞+ 𝐸 → 𝐹   عندئذ:   خط 
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𝑓متباين ⇔ 𝐾𝑒𝑟𝑓 = {0𝐸} ⇔ 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟𝑓) = 0 ⇔ 𝑑𝑖𝑚(𝐼𝑚𝑓) = 𝑑𝑖𝑚𝐹 ⇔ 𝐼𝑚𝑓 = 𝐹 ⇔ 𝑓غامر ⇔  𝑓تقابل

 ∶  مثال 

 التطبيق الخط  المعرف كما يلى   𝑓ليكن         

𝑓:ℝ
3
→ ℝ

3
                                                        

(𝑥 , 𝑦 , 𝑧) ↦ 𝑓(𝑥 , 𝑦 , 𝑧) = (2𝑥 ,3𝑥 + 𝑦 , 2𝑥 − 3𝑧) 

 تقابلى   𝑓برهن أن       

𝐸بما أن                = 𝐹 = ℝ
3

𝑑𝑖𝑚ℝو  
3
< هن أن ∞+   أن نبر

𝐾𝑒𝑟𝑓 فإنه يكق  = {0} 

𝐾𝑒𝑟𝑓 ∋ 𝑋 = (𝑥 , 𝑦 , 𝑧) ⇒ 𝑓(𝑋) = 0 

⇒ 𝑓(𝑥 , 𝑦 , 𝑧) = 0 

⇒ (2𝑥 ,3𝑥 + 𝑦 , 2𝑥 − 3𝑧) = (0 ,0 ,0) 

⇒  {
2𝑥 = 0

3𝑥 + 𝑦 = 0
2𝑥 − 3𝑧 = 0

    ⇒   {
𝑥 = 0
𝑦 = 0
𝑧 = 0

     ⇒   𝑋 = (0 ,0 ,0) 

 

 

 

 

 

 

 

 




