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 المحور الأول

 الفضاءات الشعاعية

ة  01المحاضر  

  الجزئيةالفضاءات الشعاعية ب ـ 

   الفضاء الشعاع    -1. ب
 الجزئ 

 / تعريف1         

,+,𝐸)كن يل                    .   من  𝐺نقول أن   𝐸 منغير خالية  مجموعة 𝐺 و  ℝفضاء شعاع  على  (
 𝐸هو فضاء شعاع  جزئ 

ر أي  𝐺إذا كان             ,+,𝐸)المزود بنفس العمليتير .  هو الآخر فضاء شعاع   (

 / قضية2       

  من  𝐺، عند ئذ يكون  𝐸غير خالية من  مجموعة 𝐺 و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل              
 𝐸فضاء شعاع  جزئ 

وط :              إذا  وفقط إذا حقق الشر

1/  ∀  X, Y ∈ 𝐺 :  X + Y ∈ 𝐺 .                  الأولى   العملية ستقرار  بالنسبة إلىال                           

, 𝜆 𝜖 ℝ ∀  /2 الستقرار  بالنسبة إلى العملية الثانية                                              ∀  X ∈ G: 𝜆𝑋 𝜖 G 

 / قضية3  

  من  𝐺، عند ئذ يكون  𝐸غير خالية من  مجموعة 𝐺 و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل              
 𝐸فضاء شعاع  جزئ 

وط :              إذا  وفقط إذا حقق الشر

1/  ∀  X, Y ∈ 𝐺 :  X + Y ∈ 𝐺 إلى العملية الأولى                   .  الستقرار  بالنسبة                          

, 𝜆 𝜖 ℝ ∀  /2 الستقرار  بالنسبة إلى العملية الثانية                                              ∀  X ∈ G: 𝜆𝑋 𝜖 G 

 / قضية4

  من  𝐺 : ، عند ئذ يكون 𝐸غير خالية من  مجموعة 𝐺 و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل              
 𝐸فضاء شعاع  جزئ 

ط :              إذا  وفقط إذا حقق الشر

                      ∀ 𝜆 , 𝜇 𝜖 ℝ , ∀  X , Y ∈ G: 𝜆𝑋 − 𝜇𝑌 𝜖 G  

هان  :  الير

, 𝜆ليكن (⇐)   𝜇 𝜖 ℝ  وX , Y ∈ 𝐺   : إذن   (−𝜇) 𝜖 ℝ  و 

 {
𝜆𝑋 𝜖 G
 

−𝜇𝑌 𝜖 G
  ⟹  𝜆𝑋 − 𝜇𝑌 𝜖 G 

02المحاضرة :   
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 (⇒)   

, Xو  𝜆  𝜖 ℝليكن  𝑌 ∈ 𝐺  من أجل  𝜇 =   القضية  0
𝜇و من أجل ،  𝜆𝑋 𝜖 G: فإن 4فر = 𝜆 = Xفإن:  1 + Y ∈ 𝐺                         

 :  ةلأمث

ات الحدود ذات الدرجة ات الحدود ذات الدرجة m أقل أو تساوي ـ مجموعة كثير   من فضاء كثير
 أقل أو تساوي ه  فضاء شعاع  جزئ 

n حيث 𝑚 ≤ 𝑛 

ر  متناظرة بالنسبة للصفر  ℝـ مجموعة الدوال الزوجية و كذا مجموعة الدوال الفردية المعرفة على مجموعة ما من   هما فضائير

ر من فضاء الدوال المعرفة على نفس المجموعة ر جزئيير  شعاعيير

  من فضاء السلاسل ـ مجموعة السلاسل المتقاربة
 ه  فضاء شعاع  جزئ 

ℝـ لنأخذ من الفضاء الشعاع  
𝟑

𝐸 المجموعة الغير خالية  = {(𝑥 , 𝑦, 𝑜) ∈ ℝ
𝟑
: 𝑦 = 2𝑥} 

  𝐸   من  
ℝهو  فضاء شعاع  جزئ 

𝟑
𝑋2ليكن  :   = (𝑥2 , 𝑦2, 𝑜), 𝑋1 = (𝑥1 , 𝑦1, 𝑜)𝜖 𝐸   : إذن 

 𝑦2 = 2𝑥2    و𝑦1 = 2𝑥1   لدينا من أجل𝜆 , 𝜇 𝜖 ℝ 

𝜆𝑋 − 𝜇𝑌 = (𝜆𝑥1 − 𝜇𝑥2 , 𝜆𝑦1 − 𝜇𝑦2 , 𝑜) 
𝜆𝑦1    مع        − 𝜇𝑦2 = 2(𝜆𝑥1 − 𝜇𝑥2) 

𝜆𝑋و منه      − 𝜇𝑌𝜖 𝐸   

 ـ عمليات على الفضاءات الشعاعية الجزئية 2ب

 / قضية1

, 𝐺 و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل 𝐻   ر من ر جزئيير ر شعاعيير 𝐺، عند ئذ يكون:  𝐸فضائير ∩ 𝐻   
 𝐸من  فضاء شعاع  جزئ 

هان   :  الير

, 𝐺كون  𝐻   ر من ر جزئيير ر شعاعيير  على الأقل العنصر الحيادي ما يجعل تقاطعهما غير خالى   كلاهما يحوي  فإن 𝐸فضائير

, 𝜆ليكن   𝜇 𝜖 ℝ  وX , Y ∈ 𝐺 ∩ 𝐻   : إذنX , Y ∈  𝐺   وX , Y ∈  𝐻     

 

{

X , Y ∈  𝐺

و
X , Y ∈  𝐻

⟹ {

𝜆𝑋 − 𝜇𝑌 ∈  𝐺

و

𝜆𝑋 − 𝜇𝑌 ∈ H

⇒ 𝜆𝑋 − 𝜇𝑌 ∈ G ∩ H 

 :  / ملاحظة2

ر  إتحاد     فضاءائير
ورة فضاء شعاع  جزئ  ر ليس بالصرر ر جزئيير ℝ من    فعلى سبيل المثال إذا أخذنا شعاعيير

𝟑
ر   ر الشعاعيير الفضائير

ر   حيث 𝐸2و  𝐸1 الجزئيير

𝐸1 = {(𝑥 , 𝑦, 𝑜) ∈ ℝ
𝟑
: 𝑦 = 2𝑥} , 𝐸2 = {(0, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ

𝟑
: 𝑧 = 2𝑦} 

𝑋   :فـــ           = (1, 2, 0) ∈ 𝐸1    و𝑌 = (0, 1, 2) ∈ 𝐸2    لكن𝑋 + 𝑌 = (1, 3, 2) ∉ 𝐸1 ∪ 𝐸2                       
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 :  تعريف/ 3

, 𝐺 و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل       𝐻   ر من ر جزئيير ر شعاعيير ر ال 𝐸فضائير ر الشعاعير ر نسم  مجموع الفضائير  𝐻 و 𝐺 جزئيير

𝐻المجموعة المرموز لها بـ  + 𝐺  حيث 

𝐻 + 𝐺 = {ℎ + 𝑔 ∶ ℎ ∈ 𝐻 𝑒𝑡 𝑔 ∈ 𝐺} 

 قضية : / 4

, 𝐺 و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل 𝐻   ر من ر جزئيير ر شعاعيير 𝐻إن المجموعة  𝐸فضائير + 𝐺    ه  
فضاء شعاع  جزئ 

 𝐸من 

هان :   الير

, 𝜆ليكن  𝜇 𝜖 ℝ  وX , Y ∈ 𝐻 + 𝐺   : إذن 

{

𝑿 = 𝒉𝟏 + 𝒈𝟏 ∶  𝒉𝟏 ∈  𝐻 , 𝒈𝟏 ∈ G  

𝒀 = 𝒉𝟐 + 𝒈𝟐 ∶  𝒉𝟐 ∈  𝐻 , 𝒈𝟐 ∈ G
 

 لدينا 

𝑋 + 𝑌 = (𝒉𝟏 + 𝒈𝟏) + (𝒉𝟐 + 𝒈𝟐) 

                            = (𝒉𝟏 + 𝒉𝟐) + (𝒈𝟏 + 𝒈𝟐) ∈ 𝐻 + 𝐺 

𝜆𝑋 = 𝜆𝒉𝟏 + 𝜆𝒈𝟏 ∈ 𝐻 + 𝐺 

 :  تعريف/ 5

, 𝐺 و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل 𝐻   ر من ر جزئيير ر شعاعيير ر  𝐸نقول أن  𝐸فضائير  𝐻 و 𝐺هو جمع مباشر للفضائير

 إذا كان : 

          1/   𝐸 = 𝐻 + 𝐺  

         2/  H ∩ G = {𝑒}  

𝐸    : و نكتب                                                   = 𝐻⊕𝐺 

 قضية : / 6

, 𝐺 و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل 𝐻   ر من ر جزئيير ر شعاعيير 𝐸حيث  𝐸فضائير = 𝐻⊕𝐺  : إذن 

∀𝑋 ∈ 𝐸 ∶ ∃!  ℎ ∈ 𝐻 , ∃!  𝑔 ∈ 𝐺 𝑋 = ℎ + 𝑔⁄   

 مثال : 
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  ℝ
3
= 𝐸1 + 𝐸2     حيث   ,   𝐸2 = {(0 , 0 , 𝑧) ∶ 𝑧 ∈ ℝ }               𝐸1 = {(𝑥 , 𝑦 , 0) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ } 

 

 

 

 تعريف : / 7

, 𝐺كن يل 𝐻    ر على ورة  ℝفضاء شعاعيير ر ) ليس بالصرر   لـ أن يكونا مزودين بنفس العمليتير
بهذا  𝐻 و 𝐺( نسم  جداء ديكارئ 

تيب   نرمز لها بالرمز  الي 
𝐻  المجموعة الت  × 𝐺   حيث  : 

𝐻 × 𝐺 = {(ℎ , 𝑔) ∶  ℎ ∈ 𝐻 𝑒𝑡 𝑔 ∈ 𝐺} 

 قضية : / 8

, 𝐺كن يل 𝐻    ر على 𝐻إن  ℝفضاء شعاعيير × 𝐺  فضاء شعاع  على   هوℝ    

هان :  (الير لى 
ر  ) تمرين مير

 مثال : 

ℝ
2
× ℝ

3
= {(𝑋 , 𝑌) ∶  𝑋 ∈ ℝ

2
 𝑒𝑡 𝑌 ∈ ℝ

3
} 

= {((𝑥1 , 𝑥2) , (𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3)) ∶  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑦1 , 𝑦2 , 𝑦3 ∈ ℝ } ≈ ℝ
5
 

 

 فضاء شعاع   ـ قاعدة ) أساس ( جـ

 تعريف : / 1

,𝑋1و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل 𝑋2, 𝑋3, … , 𝑋𝑛 أشعة من 𝐸   كل عبارة هذه الأشعة  بنسم  عبارة خطية أو مزج خط

 على الشكل : 

                        𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … 𝜆𝑛  ∈ ℝ  حيث ∶     𝜆1𝑋1 + 𝜆2𝑋2 + 𝜆3𝑋3 +⋯+ 𝜆𝑛𝑋𝑛      

 تعريف : / 2

,𝑋1و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل        𝑋2, 𝑋3, … , 𝑋𝑛 أشعة من 𝐸  نقول أن هذه الأشعة ه  أشعة مولدة لـ𝐸  إذا كان 

 هذه الأشعة. أي :  بواسطةيكتب على شكل عبارة خطية  𝐸كل شعاع من      

∀ 𝑋 ∈ 𝐸 , ∃𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … 𝜆𝑛  ∈  ℝ ∶ 𝑋 = 𝜆1𝑋1 + 𝜆2𝑋2 + 𝜆3𝑋3 +⋯+ 𝜆𝑛𝑋𝑛 

 مثال : 

ℝنستخرج أشعة مولدة لـ  
2
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𝑋 ∈ ℝ
2
⇒ 𝑋 = (𝑥 , 𝑦) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

              ⇒  𝑋 = (𝑥 , 0) + (0 , 𝑦) = 𝑥 (1 , 0)⏟  
𝑒1

+ 𝑦 (0 , 1)⏟  
𝑒2

 

 𝐸يولدان  𝑒2و 𝑒1 إذن : 

 

 تعريف : / 3

,𝑋1و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل        𝑋2, 𝑋3, … , 𝑋𝑛 أشعة من 𝐸 خطيا  نقول أن هذه الأشعة ه  أشعة مستقلة   
إذا   𝐸فر

,𝜆1 إلا  كانت جميع المعاملاتإيجاد مزج خط  معدوم بواسطة هذه الأشعة  إستحال 𝜆2, 𝜆3, … 𝜆𝑛 أي:  معدومة.  

                               𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … 𝜆𝑛  ∈ ℝ ∶   

𝜆1𝑋1 + 𝜆2𝑋2 + 𝜆3𝑋3 +⋯+ 𝜆𝑛𝑋𝑛 = 0 ⇒  𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = … = 𝜆𝑛 = 0 

 تعريف : / 4

,𝑋1و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل 𝑋2, 𝑋3, … , 𝑋𝑛 أشعة من 𝐸   نقول عن هذه الأشعة أنها قاعدة ) أساس( لـ𝐸 إذا كان 

,𝑋1الأشعة    / 1 𝑋2, 𝑋3, … , 𝑋𝑛 تولد 𝐸 

,𝑋1الأشعة /   2 𝑋2, 𝑋3, … , 𝑋𝑛   
 𝐸 مستقلة خطيا فر

  هذه الحالة عدد أشعة القاعدة نسميه بعد 
 dim 𝐸و نرمز له بـ   𝐸فر

 :  أمثلة

ℝـ نحاول إيجاد لـ 
3

 

𝑋 ∈ ℝ
3
⇒ 𝑋 = (𝑥 , 𝑦 , 𝑧) ∶ 𝑥, 𝑦 , 𝑧 ∈ ℝ 

              ⇒  𝑋 = (𝑥 , 0 ,0) + (0 , 𝑦 , 0) + (0 ,0 , 𝑧) = 𝑥 (1 , 0 , 0)⏟      
𝑒1

+ 𝑦 (0 , 1 ,0)⏟    
𝑒2

+ 𝑧 (0 , 0 ,1)⏟    
𝑒3

 

, 𝑒1 إذن :  𝑒2 , 𝑒3 أشعة مولدة لــℝ
3

 

,𝜆1: ليكن  الستقلال الخط       𝜆2, 𝜆3  ∈ ℝ  حيث𝜆1𝑒1 + 𝜆2𝑒2 + 𝜆3𝑒3 = 0 

, 𝜆1(1                                           أي 0 , 0) + 𝜆2(0 , 1 ,0) + 𝜆3(0 , 0 ,1) = (0 , 0 ,0) 

, 𝜆1)ومنه                                                                                              𝜆2 , 𝜆3) = (0 , 0 ,0) 

, 𝑒1 إذن :  𝑒2 , 𝑒3  
ℝ و ه  قاعد لـ 𝐸أشعة مستقلة فر

3
𝑑𝑖𝑚𝐸و     = 3 

,𝑒1و بنفس الطريقة نجد الأشعة  𝑒2, 𝑒3, … , 𝑒𝑛  لــــ ه  قاعدة ℝ
𝑛

و بقية  للواحد مساوية  𝑖هو الشعاع ذو الحداثية رقم  𝑒𝑖حيث  

  الحداثيات معدومة
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𝐸ـ لنحاول إيجاد أساس للفضاء  = {(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 . 𝑡)  ∶   𝑦 = 2𝑥 , 𝑧 = 3𝑡} من و هو فض  
ℝاء شعاع  جزئ 

4
 

𝐸 ∋ 𝑋 = (𝑥 , 𝑦 , 𝑧 . 𝑡)  ∶   𝑦 = 2𝑥 , 𝑧 = 3𝑡 

= (𝑥 , 2𝑥 , 𝑧 ,
1

3
𝑧)

= (𝑥 , 2𝑥 , 0 .0) + (0 , 0, 𝑧 ,
1

3
𝑧)

= 𝑥 (1 , 2 , 0 .0)⏟      
𝑢1

+ 𝑧 (0 , 0, 1 ,
1

3
)

⏟      
𝑢2

 

  𝐸يولدان  𝑢2و  𝑢1إذن 

,𝜆1: ليكن  الستقلال الخط       𝜆2 ∈ ℝ  حيث𝜆1𝑢1 + 𝜆2𝑢2 = 0 

, 𝜆1(1                                           أي 2 , 0 , 0) + 𝜆2 (0 , 0, 1 ,
1

3
) = (0 , 0 ,0 ,0) 

, 𝜆1)ومنه                                                                            2𝜆1 , 𝜆2 ,
1

3
𝜆2) = (0 , 0 ,0 , 0) 

⇒

{
 
 

 
 
𝜆1 = 0
2𝜆1 = 0
𝜆2 = 0
1

3
𝜆2 = 0

 

ر خطيا وهما قاعدة لــــــ  𝑢2 و  𝑢1إذن  𝑑𝑖𝑚𝐸و    𝐸مستقلير = 2 

 

 قضية: /  5

, 𝐺 و  ℝفضاء شعاع  على  𝐸كن يل 𝐻   ر من ر جزئيير ر شعاعيير  :عند ئذ 𝐸فضائير

1) 𝑑𝑖𝑚𝐻 ≤ 𝑑𝑖𝑚𝐸 

2) 𝑑𝑖𝑚𝐻 = 𝑑𝑖𝑚𝐸 ⇒   𝐻 = 𝐺 

3) 𝑑𝑖𝑚(𝐻 + 𝐺) = 𝑑𝑖𝑚𝐻 + 𝑑𝑖𝑚𝐺 − 𝑑𝑖𝑚(𝐻 ∩ 𝐺) 

 قضية: /  5

, 𝐺كن يل 𝐻   ر ر شعاعيير  :عند ئذفضائير

𝑑𝑖𝑚(𝐻 × 𝐺) = 𝑑𝑖𝑚𝐻 + 𝑑𝑖𝑚𝐺 


