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 01حل سلسلة تمارين رقم 

 التمرين الأولحل 

𝑨 = {(𝒂, 𝒃, 𝟎)./  𝒂, 𝒃 ∈ ℝ} 

𝑋   ليكن = (𝑎1, 𝑏1, 0), 𝑌 = (𝑎2, 𝑏2, 0)𝜖𝐴, 𝜆𝜖ℝ   ،لدينا  

𝑋                                                    1ش + 𝑌 = (𝑎1 + 𝑎2, 𝑏1 + 𝑏2, 0)𝜖𝐴                                                              

𝜆𝑋                                                    2ش = (𝜆𝑎1, 𝜆𝑏1, 0)𝜖𝐴                                                            

ي منهو فضاء شعاعي جز 𝐴ومنه 
 ℝ3 ئ 

𝑩 = {(𝒂, 𝒃, 𝒄) ∈ ℝ𝟑: 𝒂 + 𝒃 + 𝒄 = 𝟎} 

𝑋   ليكن = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1), 𝑌 = (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)𝜖𝐵, 𝜆𝜖ℝ   ،لدينا : 𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1=0  و𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2=0 

𝑋           1ش + 𝑌 = (𝑎1 + 𝑎2, 𝑏1 + 𝑏2, 𝑐1 + 𝑐2) 

𝑎1مع :  + 𝑎2 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑐1 + 𝑐2 = (𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1) + (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) = 0 

𝑋ومنه :     + 𝑌𝜖𝐵  

𝜆𝑋                      2ش = (𝜆𝑎1, 𝜆𝑏1, 𝜆𝑐1)     مع𝜆𝑎1 + 𝜆𝑏1 + 𝜆𝑐1 = 𝜆(𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1) = 0 

   𝜆𝑋𝜖𝐵إذن :  

ي الأخير نستنتج أن 
ي من هو  𝐵و ف 

 ℝ3فضاء شعاعي جزئ 

𝑪 = {(𝒂, 𝒃, 𝟏)./  𝒂, 𝒃 ∈ ℝ} 

𝑋   ليكن = (𝑎 , 𝑏 , 𝑐 )𝜖𝐵    ،من أجل λ = 𝜆𝑋  دينال 2 = (2𝑎1, 2𝑏1, 2) ∉ 𝐵  غير محقق و  2ش، و منه𝐵  ليس فضاء

ي من 
 ℝ3شعاعي جزئ 

𝑫 = {(𝒂, 𝒃, 𝒄) ∈ ℝ𝟑:  𝒂 ≥ 𝟎} 

𝑋   من أجل = (2, λ من أجل و،    𝜖𝐷(3,2ـ = 𝜆𝑋  دينال 1− = (−2,3, −2) ∉ 𝐷  غير محقق و  2ش، و منه𝐷  ليس فضاء

ي من 
 ℝ3شعاعي جزئ 

𝑬 = {(𝒂, 𝒃, 𝒄) ∈ ℝ𝟑:  𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 ≤ 𝟏} 

𝑋   من أجل = (0,1,0)𝜖𝐸    ، من أجلو λ = 𝜆𝑋  دينال3 = (0,3,0) ∉ 𝐷  غير محقق و  2ش، و منه𝐸  ي
ليس فضاء شعاعي جزئ 

 ℝ3من 
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ي التمرين حل                   
 التائ 

𝑯 = {(𝒙, 𝒚, 𝒛, 𝒕) ∈ ℝ𝟒:  𝒙 + 𝒚 − 𝒛 − 𝒕 = 𝟎} 

 𝑯إيجاد أساس لـــ  

 /  الأشعة المولدةأ       

𝑋   ليكن                = (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)𝜖𝐻   لدينا𝒕 = 𝒙 + 𝒚 − 𝒛  إذن 

𝑋 = (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝒙 + 𝒚 − 𝒛)

                                      = (𝑥, 0,0, 𝒙) + (0, 𝑦, 0, 𝒚) + (0,0, 𝑧, −𝑧)

                                          = 𝑥 (1,0,0, 𝟏)⏟      
𝑢

+ 𝑦 (0,1,0, 𝟏)⏟      
𝑣

+ 𝑧 (0,0,1,−1)⏟      
𝑤

 

,𝑢ومنه الأشعة  𝑣 , 𝑤   للفضاء الشعاعي هي أشعة مولدة𝐻 

 / الإستقلال الخطي ب 

,𝜆1ليكن             𝜆2, 𝜆3𝜖ℝ  حيث     𝜆1𝑢 + 𝜆2𝑣 + 𝜆3𝑤 =  إذن  0

(𝜆1, 0,0, 𝜆1) + (0, 𝜆2, 0, 𝜆2) + (0,0, 𝜆3, −𝜆3) = (0,0,0, 𝟎)

⇒ (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆1 + 𝜆2 − 𝜆3) = (0,0,0, 𝟎)

⇒ {

𝜆1 = 0
𝜆2 = 0
𝜆3 = 0

𝜆1 + 𝜆2 − 𝜆3 = 0

 

,𝑢نستنتج أن الأشعة  𝑣 , 𝑤   هي أشعة مستقلة خطيا و هي أساس لــــ𝐻   و        𝑑𝑖𝑚𝐻 = 3 

 𝑮إيجاد أساس لـــ  

𝑮 = {(𝒙, 𝒚, 𝒛, 𝒕) ∈ ℝ𝟒:  𝒙 + 𝒚 = 𝟐𝒛  , 𝒕 = 𝟎} 

 /  الأشعة المولدةأ       

𝑋   ليكن                = (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)𝜖𝐺   لدينا𝑡 = 𝑧         و  0 =
1

2
𝑥 +

1

2
𝑦   إذن 

𝑋 = (𝑥, 𝑦,
1

2
𝑥 +

1

2
𝑦, 0)

                  = (𝑥, 0,
1

2
𝑥, 0) + (0, 𝑦,

1

2
𝑦, 𝟎)

                = 𝑥 (1,0,
1

2
, 0)

⏟      
𝑢

+ 𝑦 (0,1,
1

2
, 0)

⏟      
𝑣

 

,𝑢ومنه الأشعة  𝑣  هي أشعة مولدة للفضاء الشعاعي𝐺 
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 / الإستقلال الخطي ب  

,𝜆1ليكن             𝜆2𝜖ℝ  حيث     𝜆1𝑢 + 𝜆2𝑣 =  إذن  0

(𝜆1, 0,
1

2
𝜆1, 0) + (0, 𝜆2,

1

2
𝜆2, 0) = (0,0,0, 𝟎)

⇒ (𝜆1, 𝜆2,
1

2
𝜆1 +

1

2
𝜆2, 0) = (0,0,0, 𝟎)

⇒

{
 
 

 
 

𝜆1 = 0
𝜆2 = 0

1

2
𝜆1 +

1

2
𝜆2 = 0

 

,𝑢نستنتج أن الأشعة  𝑣    هي أشعة مستقلة خطيا و هي أساس لــــ𝐺   و        𝑑𝑖𝑚𝐺 = 2 

𝐻إيجاد أساس لـــــ  / 2 ∩ 𝐺   

 أ/  الأشعة المولدة      

𝑋   ليكن                = (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)𝜖𝐻 ∩ 𝐺   لدينا 

{

𝑡 = 𝑥 + 𝑦 − 𝑧
𝑡 = 0

𝑥 + 𝑦 = 2𝑧 
     ⇒       {

𝑥 + 𝑦 = 𝑧
𝑥 + 𝑦 = 2𝑧

      ⇒      𝑧 = 2𝑧     ⇒    𝑧 = 0  

                                                                    ⇒ 𝑥 + 𝑦 = 0 

   ⇒ {
𝑡 = 0
𝑧 = 0
𝑦 = −𝑥 

      

⇒ 𝑋 = (𝑥,−𝑥, 0,0)
                               

           = 𝑥 (1,−1,0, 𝟎)⏟      
𝑢

 

𝐻مولدة للفضاء الشعاعي  شعاع هو   𝑢 اع شعومنه ال ∩ 𝐺 

 ب/ الإستقلال الخطي  

𝑢بما أن             ≠ 0ℝ4  فهو مستقل خطيا 

𝑑𝑖𝑚𝐻        و   𝐻أساس لــــ  و ه 𝑢 الشعاعنستنتج أن  ∩ 𝐺 = 1 

𝐻/ بعد  3 + 𝐺  

𝑑𝑖𝑚(𝐻 + 𝐺) = 𝑑𝑖𝑚𝐻 + 𝑑𝑖𝑚𝐺 − 𝑑𝑖𝑚(𝐻 ∩ 𝐺) 

= 3 + 2 − 1 = 4 = 𝑑𝑖𝑚ℝ𝟒 
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𝐻   :  نستنتج أن                                        + 𝐺 = ℝ𝟒 

 

 لتالثا حل التمرين                        

 

,𝑢لتكن  𝑣, 𝑤  أشعة مستقلة خطيا ، ولتكن𝜆1, 𝜆2, 𝜆3𝜖ℝ   حيث:  𝜆1(𝑢 +  𝑣) + 𝜆2(𝑢 −  𝑣)+𝜆3(𝑢 − 2𝑣 + 𝑤) = 0 

                             ⇒  (𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3)𝑢 + (𝜆1 − 𝜆2 − 2𝜆3)𝑣 + 𝜆3𝑤 = 0  

,𝑢و بما أن     𝑣, 𝑤  نستنتج أن   مستقلة خطيا 

{

𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 = 0
𝜆1 − 𝜆2 − 2𝜆3 = 0

𝜆3 = 0
 

⇒ {

𝜆1 + 𝜆2 = 0……… . 𝑎
𝜆1 − 𝜆2 = 0……… . 𝑏

𝜆3 = 0
      /𝑎 + 𝑏 ⇒ 𝜆1 = 0 

 

{

𝜆1 = 0
 𝜆2 = 0
𝜆3 = 0

 

 

 

𝑢و منه  +  𝑣  ،𝑢 −  𝑣  ،  𝑢 − 2𝑣 + 𝑤   أشعة مستقلة خطيا 


