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Chapitre 1

Fonctions définies par une

intégrale

Ce chapitre consiste a étudier les fonctions de la forme :

b
F(y) = f f(x,y)dx, oua € RU {—oo} etb € RU {+o0},

en particulier, on se pose la question de savoir a quelles conditions sur f on a
la continuité, la dérivabilité etl’intégrabilité de la fonction F . On distinguera
les cas des intégrales propres ol f est définie sur un intervalle compact de

R et des intégrales impropres.

1.1 Fonctions définies par une intégrale

propre

On consideére dans cette section une fonction f = f(x,y) : [2,b] X I = R
(I un intervalle ouvert de R ) intégrable au sens de Riemann par rapport a

la premiere variable x sur [a, b], pour tout y € I.
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1.1.1 Propriétés d’une fonction définie par une in-

tégrale propre

Continuité

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la continuité de la fonction définie

pour par :

b
k)= [ fpdnyel (11
a
Théoreme 1.1.1. Soit f : [a,b] X I — R une fonction continue, alors la fonction F
définie par la relation (1.1) est aussi continue sur 1. En particulier, pour tout yo € I,

ona:

b b
lim F(y) lim f flx, y)dx = f lim f(x, y)dx

Y=o ¥=Yo Y=Yo

b
f f(x, yo)dx = F(yo),

ce qui est une cas d’interversion de limite et d'intégrale.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la fonction x +— f(x,y) est
intégrable sur [a, b] du faite que f est continue.

Soit maintenant y, y» deux points quelconques de [ et soit V C [ unintervalle
compact contenant v et y».

Puisque f est continue sur [g, b] X I, donc elle est uniformément continue sur
le compact [2, b] XV, c’est-a-dire, Ye > 0,35 > 0, telles que ¥ (x1, 1), (x2, y2) €

[a,b] x V,ona:
€
Gt 11) = Gz, y2)|| < 6 = |f (e, 1) = f (2, 12)| < Pt (1.2)
En particulier, , si on pose x = x1 = xp, on trouve, pour tout i,y € V :

[y = val <o = [Floy) - fw)] < 5. (13)

D’ou, pour tout vy, y» € V, tel que |y1 - y2| <6,ona:

b
IF (1) - F(w| f (f (v, 10) = f (x5, y2) dx

IA

b
f |f (x,y1)— f(x, y2)| dx <e. (1.4)
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Par suite F est uniformément continue sur V, donc elle est continuesul. O

Exemple 1.1.1. Considérons la fonction définie sur R? par :

. In(x+1) .
sin(xy)———, si (x,y) e R" xR
flxy) = Y Y (1.5)
0, ailleurs.
P z R, alors F nGrl),
ar exemple f est continue sur [0, > ]>< alors la fonction y v~ F(y) = fo sm(xy)—

est continue sur R.
Dérivabilité
Théoreme 1.1.2. Soit f : [a,b] X I — R une fonction continue sur [a,b] X I.
On suppose que la dérivée partielle 8_f existe et est continue sur [a,b] X I, alors la
fonction F définie par la relation (1.1) est dérivable sur I, et on a :

tr = [ swnia)= [ o s i (16)
ce qui est un cas d’interversion de dérivée et d'intégrale.
Démonstration. Remarquons tout d’abord que les fonctions x — f(x,y) et
X Bi f(x,y) sont intégrables sur [a, b] du fait que f et E f sont continues.
Comme précédemment, soit ¥ un point quelconque de [ et soit V C I un
intervalle compact contenant y. Il suffit de démontrer que :

. (Fy+h) - F(y) "9 ~

%T&(T - fu @f(x, y)dx = 0. (1.7)
En effet, si le théoreme des accroissements finis s’applique, on a alors :
Fly+h b LY+ h) — :

F(y +h) - F(y) ) f 9t ypdx = f (f(x y Ii fx,y) _a%f(x,y))dx 19

fb if(x +9h)—if(x Y| dx, 6 €10,1[
. oy ay! V) PR

. J . .
Puisque 3 f est uniformément continue sur le compact [a,b] X V, on a alors,

Ve > 0,30 > 0, telles que Vx € [a,b] , Yy, h e V :

0 J
G+ 1) =] = ol <6 = ‘a—yf(x,y - 0) - 2L fx, W<p= 09
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Par conséquent :

F(y+h)—F "9
' (y+})l (y)_fa 2 st

[ 15
<

d
@f(xfl/ +0h) — @f(x, y)|<e

(1.10)
ce qui prouve la dérivabilité de F en y, et puisque y est considéré quelconque
dans I, ceci montre bien la dérivabilité de F sur I. a
Intégration

Théoreme 1.1.3. Soit f : [a,b] X I — R une fonction continue sur [a, b] X I, alors

la fonction F définie par la relation (1.1) est intégrable sur 1. En particulier pour

fl Fydy = fl dy( f b fx, y)dx)
fﬂb dx(flf(x,y)dy), (1.11)

ce qui est un cas d’interversion des intégrales.

toutyel,ona:

Démonstration. Nous allons démontrer une formule plus générale. C’est-a-

dire, on veut démontrer que :

G(z) = f;dy (fz flx, y)dx) = fz dx (If(x, y)dy) = H(z), pour tout z € [a,b],

(1.12)
ol G, H sont des fonctions continues sur [a, b].
D’une part, si on pose fa : f(x,y)dx = F(z,y). Il est claire que F est continue

par le théoreme 1.1.1, et de plus :

2 Fey) = fey). (113)

On en déduit d’apres le théoreme 1.1.2, que :
. d
6 = [ 5Fe iy = [ sy (114)
192 I
D’autre part, si on pose fc i f(x,y)dy = K(x), on peut alors écrire :

H(z) = fz K(x)dx. (1.15)
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Puisque k est continue, on en déduit :
‘ d
H(z) = K(z) = f f(z, y)dy (1.16)
c
De (1.14) et (1.16), on trouve :
G(z) = H(z) (1.17)

En intégrant cette dernieer égalité de a a ¢, et en utilisant le fait que G(a) =

H(a) = 0, on en déduit que G(z) = H(z), pour tout z € [a, b] . O

1.2 Fonctions définies par une intégrale
généralisée

Soit f : [a,b[x] — R (I un intervalle ouvert de R) une fonction de deux
variables. On suppose que b € RU{+o0} et que pour certains y € I, la fonction
f n’est pas définie en b. On suppose également que l'intégrale généralisée

b I 4 LI . 2 [ .
fa f(x, y)dx converge et on s’intéresse aux propriétés des fonctions définies

sur [ par les intégrales généralisées suivantes :

F(y) = f fx, y)dx = lergof f(x, y)dx (1.18)
et:
b b—y
F(y) = f flx, y)dx = ?E% f(x, y)dx. (1.19)

1.2.1 Convergence uniforme des intégrales géné-
ralisées

Définition 1.2.1. Ondit quel’intégrale généralisée (1.18) est uniformément conver-

gente sur I, si et seulement si :

Ve > 0,30 >0, tel que, Vy € I, Yz € [5,4+0c0[, on a: ‘F(y) - f flx, y)dx‘ <e.
a
(1.20)
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Définition 1.2.2. Ondit quel'intégrale généralisée (1.19) est uniformément conver-

gente sur I, si et seulement si :

by

F(y) - flx, y)dx‘ <e.
’ (1.21)

Ve >0,36>0, tel que, Yy eI, Yy €]0,0[,ona:

Théoréme 1.2.1. Soit f : [a, +00o[X] — R (I un intervalle ouvert de R) une fonc-
tion intégrable (au sens généralisée) sur I'intervalle [a, +oo[. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. l'intégrale fa e f(x, y)dx converge uniformément sur .

Yn
2. La suite de fonctions de terme général F,(y) = f f(x, y)dx converge uniformé-

a
ment sur I, , ott (yn), est une suite d’élément de [a, +oo[ de limite +oo, quand

n — +oo.

Démonstration. La preuve de ce théoreme découle immédiatement de la

preuve du théoréme ?? (Voir chapitre 5). O

Corollaire 1.2.1. D’une maniere analogue, si f une fonction intégrable (au sens
généralisée) sur 'intervalle [a, b[. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. l'intégrale fa ’ f(x, y)dx converge uniformément sur 1.

Vn
2. La suite de fonctions de terme général F;(y) = f f(x, y)dx converge uniformé-

a
ment sur I, ot (y,,), est une suite d’élément de [a, +b[ de limite 0, quand n — +oo.

1.2.2 Critéres de convergence uniforme des inté-

grales généralisées

Critere de Cauchy

Théoréme 1.2.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale géné-

i "

ralisée (1.18) soit uniformément convergente sur I est :

Ve > 0,30 >0, tel que, Vy €1, Vzp > z1 26, ona <e. (1.22)
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Démonstration. * Supposons que l'intégrale généralisée (1.18) soit uniformé-

f fx, y)dx

Pour tout y € I, et pour tout z; > z; > 0, on peut écrire :

f Fx, y)dx f fx, y)dx - f fx, y)dx
[ s+ | [ smax

* Supposons maintenant que l'intégrale généralisée (1.18) vérifie le critere

ment convergente sur [a, +oo[. On a alors :

Ve>0,30>0, telque, Yy €1, Vz >z > 6, ona <§et

IA

+ <e. (1.23)

de Cauchy, i.e:

Ye > 0,36 >0, tel que, Vy €I, Yz > z; > d,ona:

fzz flx, y)dx‘ <e€.
B (1.24)

En passant a la limite, quand z, — +o0, on obtient le résultat demandé. O

Corollaire 1.2.2. De la méme maniére, on peut démontrer que 'intégrale généra-

lisée (1.19) soit uniformément convergente sur 1, si et seulement si :

b—y>
flx, y)dx

b—)/l
(1.25)

Ve > 0,30 >0, tel que, Yy €I, V1,72 €10,0[, (y1 > y2), 0na:

Critére de Weierstrass

Théoreme 1.2.3. Soit f : [a,b] X I — R une fonction intégrable sur [a, b (I un
intervalle ouvert de R et b € R U {+o0}). Supposons qu’il existe une fonction réelle

g localement intégrable sur [a, b[ (appelée fonction majorante) vérifiant :

1) )f(x, y)) < g(x), pour tout x € [a, b],
2) L’intégrale fa ’ g(x)dx converge.

Alors, pour tout y € 1, I'intégrale généralisée fa ’ f(x, y)dx converge absolument et

uniformément sur I.

f fx, y)dx

<<
5"
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. - b P
Démonstration. La convergence absolue de l'intégrale fa f(x, y)dx découle
immédiatement de la premiére condition.

. . b . .
La convergence uniforme de l'intégrale fa f(x, y)dx découle immédiatement

de I'inégalité :

fzf(x,y)dx Sf2|f(x,y)|dxsf2|g(x)|dx<e,

et le critere de Cauchy. O

Critére d’Abel-Dirichlet

Lemme 1.2.1. Soit f : [a,b] X I — R une fonction intégrable, positive et décrois-
sante par rapport a x sur [a, b[ et tendant vers O uniformément quand x tend vers b,

et soit g : [a,b[ X I — R une fonction intégrable sur [a, b[ et vérifie la propriété :

fa Z 8, y)dx

Alors 'intégrale fa ’ fx, 1)g(x, y)dx converge uniformément sur 1.

AM >0,Vz€[a,b[,Yyel,ona <M. (1.26)

Démonstration. Pour tout z1,2z, € [a,b[, 'utilisation de la deuxiéme formule

de la moyenne, nous donne :

Zp k %)
f fC,y)g(x, y)dx = f(z1,y) f g, y)dx+f(z2,y) fk 8, y)dx, k € [z1,22].
B B (1.27)
Par hypothese,

lirrl}f(x,y) =0eV¥e>0,30>0, telque, Yy €I, Vx € [6,b[,ona: |f(x,y)| < ﬁ
X—
(1.28)

D’autre part, I'utilisation de I'hypothese (1.26), nous permet d’écrire :

k k Z1
f g(x, y)dx f g(x, y)dx — f g(x, y)dx
et

’ g(x, y)dx ” g(x, y)dx — ‘ g(x, y)dx
J, st = [ stomic |

< 2M, pour tout k € [z, 2] .

(1.29)

< 2M, pour tout k € [z1,2;].

(1.30)
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Donc, pour tout x, z1, 2, € [, b] et pour tout k € [z1,2,], on peut écrire :

Zp k Z)
f_mﬁmmwm s(ﬂ%whfmeh+mme[gmww
€ €
< m X 2M + 4]—\/[ = €. (131)

O

1.2.3 Propriétés d'une fonction définie par une in-
tégrale généralisée

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a des propriétés de la fonction définie
pour y € [ par: -

F)= [ f (132)

Le cas ou1 b fixé dans R ce traite de la méme maniere.

Continuité

Théoréeme 1.2.4. Soit f : [a, +oo[ XI — R une fonction continue et soit l'intégrale
(1.32) converge uniformément sur I, alors la fonction F définie par la relation (1.32)
est aussi continue sur 1. En particulier, pour tout yo € [, ona :

+00 +00
lim F(y) = lim f flx, y)dx = f ylgryl fx, y)dx

Y¥=Yo Y=Yo

—+00

f(x, yo)dx = F(yo), (1.33)

a

ce qui est une cas d’interversion de limite et d"intégrale.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.2.1, la convergence uniforme de 'in-
tégrale (1.32) entraine la convergence uniforme de la suite de fonctions (F,)

de terme général
Yn

Fuy)= | flx y)x,

a

ot (i) est une suite d’élément de [4, +oo[ de limite +oco, quand n — +oo.

L'utilisation du théoréme 1.1.1 montre que F, est une fonction continue sur
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I, ¢’st-a-dire que F(y) = limy 1o fa o f(x, y)dx est une fonction continue sur I,

etde plus:
Yn . Yn
lim F = lim li , = lim li L, y)d
lim F(y) Jim lim_ | floyydx = lim lim ) flx, y)dx
Yn —+00
= lim lim f(x, y)dx =f f(x, yo)dx = F(yo) (1.34)
n—+oo a Y=o a
|
Dérivabilité

7]
Théoreme 1.2.5. Soient f,&—); : [a,+oo[ X I — R deux fonctions continues.

w0
On suppose que l'intégrle (1.32) converge et que 1'intégrale fa * a—fdx converge
uniformément sur I, alors la fonction F définie par la relation (1.32) est dérivable

surl ,etona:

. a +00 —+00 a
b= gl [ o) [ s, a3
N=g\ ) @y /Y
ce qui est un cas d’interversion de dérivée et d'intégrale.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.2.1, la convergence de I'intégrale (1.32)

entraine la convergence de la suite de fonctions (F,) de terme général
Yn
Fu(y) = fx, y)dx, (1.36)

a
ol (i) est une suite d’élément de [4, +oo[ de limite +oco, quand 1 — +oco.

Puisque f, a—f : [a,+oo[ X I — R sont des fonctions continues, 'utilisation

du théoreme 1.1.2 montre que :

. )
Fu(y) = fu a—]yc(x, y)dx, (1.37)

et de plus E, est continue sur I (d’apres le théoreme 1.1.1).
. w d
D’autre part, F, est uniformément convergente sur I car fu " 7y f(x, y)dxUest

aussi.
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Maintenant, I'utilisation du théoréme de la dérivabilité des suites de fonc-
tions assure la dérivabilité de la fonction F sur I, et de plus, ona:

F(y) = lim F,(y) = 11mf oy xy)dx—f %f(x,y)dx. (1.38)

n—-+co n—-+0o

O

Intégration

Théoreme 1.2.6. Soit f : [a,+oo[ XI — R une fonction continue et soit I'intégrale
(1.32) converge uniformément sur I, alors la fonction F définie par la relation (1.32)

est aussi intégrable sur 1, et de plus, on a :

‘ﬁ@w=gﬁf2wwﬁif3%ﬂmwﬁ. (139)

ce qui est une cas d’interversion des deux intégrales.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.2.1, la convergence uniforme de l'in-
tégrale (1.32) entraine la convergence uniforme de la suite de fonctions (F,)

de terme général

Yn
Fu(y) = f(x,y)dx, (1.40)

a

ol (i) est une suite d’élément de [4, +oo[ de limite +co, quand 1 — +oco.

L'utilisation du théoreme 1.1.3 montre que F, est une fonction intégrable
sur I, ¢’st-a-dire que F(y) = limy,—+00 fa - f(x, y)dx est une fonction intégrable
sur [ (limite d'une suite de fonctions continue et uniformément convergente,

donc elle est intégrable), et de plus

fl Fydy = fI dy(nlgrpw f ” f(x,y)dX)=nlgrpw fl dy( f nf(x,y)dx)
im [ dx( f fx, y)dy). (1.41)
n—+oo a I

On en déduit alors :

ey = [as [ s = [ ax [rwmm). s

O
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1.3 Fonctions Spéciales

1.3.1 La fonction Gamma d’Euler

Définition 1.3.1. On appelle fonction gamma d’Euler, la fonction spéciale I définie
par :

+o0
I'(a) = f " exp(—x)dx, @ > 0. (1.43)
0
Remarque 1.1. La fonction gamma d’Euler définie par la relation (1.43) est bien
définie sur 10, +oo[. En effet :

. ) _ 40
Au voisinage de zéro, x*~! exp(—x) O x
1 1
Puisque f x*Ydx converge si et seulement si « > 0, on en déduit que f x*Lexp(—x)dx
0 0

a—1

converge si et seulement si ¢ > 0.
Au voisinage de l'infini, si on pose par exemple g(x) = x~2, on trouve alors :

a—1 _
¥ op() = lim x**exp(-x) = 0, pour tout & € R. (1.44)

+00 +00
Puisque f x~2dx converge, on en déduit que f x*Lexp(—x)dx converge, pour
1 1
tout a € R. .

(o)

Finalement f xLexp(—x)dx converge si et seulement si a > 0.
0

Théoréme 1.3.1. La fonction I ayant la propriété suivante :
I'(a + 1) = al'(a), pour tout a > 0. (1.45)
En particulier I'(n + 1) = n!, pour tout n € IN.

Démonstration. Une intégration par parties, nous donne :
+00

Ta+1) = fx“ exp(—x)dx

0

+00

= - tlir+n [x* exp(—x)]g +a fx"“l exp(—x)dx = al'(a).(1.46)
0
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+00

D’autre part I'(0) = f exp(—x)dx = 1, on en déduit que I'(n + 1) = n!, pour
0

tout n € IN. m|

Remarque 1.2. La fonction I' peut étre prolongée en une fonction définie sur
I'ensemble des nombres réels, excepté pour o = 0,-1,-2,-3, ....
En effet, de la relation (1.45), on peut écrire :

r
Ia-1) = % -1<a-1<0

IMa-1)
a—-2

I'a-2) -2<a-2<-1.
De la maniére maniére, on peut trouver :

-n<a<-(m-1). (1.47)

0

Ficure 1.1 — Graphe de la fonction gamma.

Théoréme 1.3.2. La fonction I est infiniment dérivable sur R, et de plus, on a :

+00

I (q) = f In" (x)x* ! exp(—x)dx. (1.48)
0
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Démonstration. Posons f(a,x) = x*~Lexp(—x), (a,x) € (]Rjr)z.

Pour tout 7 € IN, f est de classe C" sur (R,)* et de plus, on a :

1
ﬁ(a, x) = In" (x)x*! exp(—x). (1.49)
Considérons un intervalle compact quelconque [a, b] de ]0, +oo[ . 11 suffit de
+00 n
montrer que l'intégrale f W(ox, x)dx est uniformément convergente sur
b (o

tout segment [a, b] . En effet :
Pour tout x € ]0,1], la fonction @ — x*7! est décroissante, donc pour tout
a€labl,onal< fla,x) < X1 et pour tout x > 1, la fonction a = x¢1 est

croissante, donc pour tout a € [a,b],on a 0 < f(a,x) < x" exp(—x).

afl
Au voisinage de 0, on a alors ﬁ(a, x)| = )ln”(x)) fla,x)=o0 = | etau
o s
x1_2
voisinage de l'infini : o (a, x)| = |ln”(x)| fla,x) = o(l)
8 a1~ Ee)

dx o dx .
et f — sont convergente, le critére de
x

1
Puisque les deux intégrales f
0

-2
x 2
+00 n
Weierstrass montre quel’intégrale f W(a, x)dx est également uniformé-
b @a

ment convergente sur tout segment [4, b], ce qui acheve d’établir que I est de

classe C" sur R} pour tout n € N, donc que I' est de classe C** sur R,. O

1.3.2 La fonction Béta d’Euler

Définition 1.3.2. On appelle fonction béta d’Euler, la fonction spéciale B définie
par:

1
B(a,B) = fx”“l (1 — xy*dx, pour tout a, p > 0. (1.50)
0

Remarque 1.3. La fonction béta d’Euler définie par la relation (1.50) est bien défi-
nie sur (R*.)%. En effet :
Au voisinage de zéro, x** (1 — x)f ™! YO ya-1,

1
> 2

Puisque f x%Ydx converge si et seulement si > 0, on en déduit que f 11— x)fdx
0 0
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converge si et seulement si @ > 0 et f € R.

Au voisinage de 1, x*~1 (1 — x)™! YO 1,

1 1

Puisque f x*Ydx converge si et seulement si p > 0, on en déduit que f 11— x)f tdx
1 1
2 2

converge si et seulement si p > 0 et a € R.
1

Finalement f x*Lexp(—x)dx converge si et seulement si « > 0 et > 0.
0

Théoreme 1.3.3. (Symétrie) La fonction B est symétrique, c’est-a-dire, pour tout
a,p>0,0na:

B(a,B) =B(B,a). (1.51)

Démonstration. En effet, en effectuant le changement de variable x = 1—¢, on

trouve immeédiatement le résultat. |

Théoreme 1.3.4. (Autre formule de la fonction béta) La fonction béta peut se

représenter par la formule suivante :

+00 ta—]
B (CY/ ﬁ) = f mdt (152)
0
. . t
Démonstration. En effet, en effectuant le changement de variable x = 17
on trouve immédiatement le résultat. O

1.3.3 Relation entre les fonctions gamma et béta

Théoreme 1.3.5. 1) Pour tout o, >0, 0na:

_ H(@)I(p)

2) Les fonctions B et I vérifient la formule de réflexion d’Euler suivante :

B(a,1—-a)=T(@)T(1-a) = ﬁ aelo . (1.54)
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Démonstration. En effectuant le changement de variable x = (1 + z)y (z > 0)

dans la relation (1.43), on trouve :

I'a+p)

A1 20F = fy‘“ﬁ_l exp (- (1 +z)y)dy, pour tout o, B,z > 0.  (1.55)
0

Multiplions les deux membres de I'galité (1.55) par z4~!, puis intégroons par

rapport a zde 0 a +co, on trouve :

+00 +00 +00
a-1
I(a+p) f mdz = fz“ldz[ v lexp (- (1+2)y) dy] , pour touta, 8,z > 0,
0 0

0
(1.56)

ou d'une maniére équivalente :

I'(a+ B) X B(a, B) fz“‘l [f v lexp (- (1+2)y) dy] dz
0

0

+00 +0oo
f y*Flexp (—y)[ f 2" exp (-zy) dZ]dy

0 0

+00

f Y exp (-y)
[(a)I'(B)

r;f)dy =T(a) f v exp (—y)dy
0

(=)

2) L'égalité B (a, 1 — ) = T(@)['(1 — ) découle immédiatement de la relation
(1.53)enposant =1 —a.
En utilisant la deuxiéme formule de la fonction béta, on trouve :

+00

a—1
B(a,1-a) :flt+tdt (1.57)

0

Calculons maintenant I'intégrale (1.57) par le théoreme des résidus. On dé-
a—1

14z
a) C¢ le demi cercle de rayon € sur le demi plan R(z) < 0.

et0<e<1<R:

finit alors le chemin suivant, pour f(z) =

b) Les deux segments S*, = {iie, +ie + VRZ — 62} .

T s

c)L'arcdecercleI'cr = { Rexp(i0), 0 € [arctan ;, 21 — arctan
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Choisissons € et R de tel sorte que zy = —1 soit dans le lacet. L'utilisation du

théoreme des résidus nous donne :

ff(z)dz+ff(z)dz+ff(z)dz+ff(z)dz=27zi><Résidus (-1, f). (1.58)

€ S;,R FF,R S:,R

En passant a la limite, quand € — 0 et R — +oo, il vient par le lemme de

Jordan que :
lirr01 ff(z)dz + ff(z)dz =0+0=0. (1.59)
€
R—+c0 Cc re,R
D’autre part, pour tout ¢ > 0,on a:
lim(t + ie)l=% = =% et lin(}(t — i)™ = 17 exp(—2mia). (1.60)
€ €
Donc :
lim(t + ie)* 1 =121 et lin(}(t —ie)* = t* L exp(2mia). (1.61)
€ €

De (1.58), (1.59) et (1.61), on peut alors écrire :

] p Za—l = Za—l ) ]
exp(2mia) f T Zdz + f pn Zdz = 27i X Rsidus (-1, f). (1.62)
+00 0
On en déduit :
+00
Za—l
1- exp(Zm'ac))f dz = 2mix Rsidus (=1, f) = 2mi x lim z*7!
1+z z—-1
0
= 2mi X lim 1 —exp(ina)
a z——1 zl-@ h p !

ainsi, apres simplification, on trouve :

+00
zo71 n
f i Zdz = Sn@n)’ pour tout a > 0. (1.63)
0

+00 tZ
Exemple 1.3.1. Considérons l'intégrale I = f 3
0o (1+1)
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Nous avons :

i 54\ TOI)
dt = —— | =
of(l P L 53)- e
TG+DIG+1)  3xT(3)x350(3)
2 B 2
1ITA-HxIE) 1 1
st 1oy ~P173)

i 27

sin(Z) 3

(1.64)
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