Chapitre 11

»

EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

Flz,y, ..,u,ul ul ool ol ol ) =0, (1)
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ou u = u(r,y) est la fonction inconnue des variables réelles x,y a déterminer, et F
est une fonction donnée (pour ce chapitre u et I sont des fonctions réelles), z, y sont

les variables indépendantes avec
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- L’équation (1) est dite linéaire si F' est une fonction linéaire dans les quantités

r

1 "
(T T

! !
Uy Uy U e Bl

oy U

.., par exemple 'équation aux dérivées partielles linéaire de se-

cond ordre de deux variables indépendantes x et y est :

" " " ’ ! .
Uy, + bug, + cuyy, + kuy, + v, +mu=f

oua,b,c, k,l,m et f sont des fonctions de = et y

Définition 36 on appelle ordre d’'une équation aux dérivées partielles l'ordre de la

plus grande dérivées présente dans 'équation.
Remarque 37 Soit
auly, + buy, 4 cul), + kul, + luy, +mu = f
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sia,b,c, k,l,m sont des nombres réels donnés ( a, b, c non tous nuls), I’équation est

une équation aux dérivées partielles linéaire de second ordre & coefficient constants.

Exemple 38 1. L’équation de Laplace :

ulx,y) " Pu(x,y) _

—— —— 0,
dx oy '

est une équation aux dérivées partielles linéaire du second ordre.

5 O2f(: ) . L . .
2, 5%’”) = h(x,y) est une équation aux dérivées partielles linéaire du second

ordre.

= 0,est une équation auzr dérivées

. . - c A 52 T,
3. L’équation de diffusion : d“é‘?*y) — Pulzy)
xr

Jy?

partielles linéaire du second ordre.

4. L’équation 8"5?‘7’) + a“g;’y) +sin(u) = 0,est une équation aux dérivées partielles

du premier ordre non linéaire.

du(z Pu(e, ) : o :
% +u(z, Zj)%zy) = 0,est une équation aux dérivées partielles d’ ordre deux

o

non linéaire.

Qu(ayy) 2 0ulzy)
ax Y Oy

6. cos(zy?) = tan(z? +1y?) est une EDP du premier ordre linéaire.

2.2 L’ équation aux dérivées partielles quast [i-
néaire

Soit u(x,y) une fonction réel de deux variables réelles défini sur un ouvert 2 de

]RZ

Définition 39 Une équation aux dérivées partielles quasi linéaire du second ordre de

la forme :
Pulz,y) ?u(z,y) u(z,y)
—— = 4 2(x, ) ————— Y)————= = F(x,y,u,p, E
a(z,y)—p 5 + 26(z.9) 2By c(z,y) o (z,y,u,p,q)  (E)
I’ inconnue est la fonction u(x,y),p = % q= %”;y) et a,b, c sont des fonctions

données dans un domaine Q, F est une fonction réelle .
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2.2.1 Les courbes caractéristiques

Soit : v : x = ¢(t),y = 9(t) courbe de R

Définition 40 1) Les courbes caractéristiques d’équation (E) sont les courbes  vé-

rifient :

A(t) = c(p(t). v(1) [(1)]* — 2b( (), v () (' (B)w(E))) + ale(t), ¥(E) [ ()] =0
2)On dit que v nest caractéristique en aucun point si Vi, A(t) # 0.

Théoréme 41 1) Sia #£ 0, les courbes caractéristiques sont les solutions d’équation

différentielle :
) ()~ 20(0,9) () + clop) =0
alz,y) | =) —2b(x,y) [ — el ) =
7y dI Jy (le ,,/
2) Sic#£0 ,ce sont les solutions d’équation différentielle :
e (22 = 280, () + afoug) =0
c\r, —_ — X, —_— alx, 1 =
D\ g Aer y

3) Sia=c=0 ,ce sont les droites :x =constante et y =constante.
2.2.2 Classification des équations :

Soit 1 équation (F) avec a(r,y) = a,b(z,y) =bet c(x,y) =¢

Définition 42 o Une équation telle que b* — ac > 0,dans un domaine D est dite
hyperbolique dans ce domaine, Elle admet deux familles de courbes caractéristiques
dans D ;

o Si b® — ac = 0 Légquation (E) est dit parabolique dans D, elle n’admet dans D
qu une famille de courbes caractéristiques.

o Si b? — ac < 0 Léquation (E) est dite elliptique dans D, elle n’admet pas des

courbes caractéristiques ( réelles ).
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Exemple 43 1)

du(z, y) du(z, y)
ox oy

Pu(z,y) B Pu(z,y)

Or2 Oy? )

= F(z,y,u,

b —ac =1 Uéquation est hyperbolique dans R2, ces courbes caractéristiques sont les

solutions de (% ) —1=

R T\

ce sont les droites :y=2x + ki et y = —x + k».

2)
ou(z,y) ou(z,y)

¥ Pulzr.y) .2 Pu(z,y)
or Oy

O Oy?
On a : b — ac = 2%y, Léquation est hyperbolique (x # 0,y # 0), les courbes

:F(‘x:yzﬂw )

caractéristiques sont les solutions de y (d’ ) — 122 = 0. Donc , il existe deuz familles
des courbes sont :

W —at=k ety +a®=ky tel que k1, k2 €R

3)
ou(x,y) Oulz,y)

Pulz, Fulzx, 9Pu(x,
.4) | pPuley) | Pules) o Bulrg) Sulsy),
a2 dxdy dy? Ox Ay
les courbes sont les droites : y = x + k
2.3 La forme standard
Oﬂ:& . T e = e | Do s, By, e
DOIT =@lz,y), ¥ = Y\x,Yy) deux nouveles varianies.
o og
On suppose que J(z,y) = = Oy # 0,Vz,y dans un ouvert §.
dz  Jy

Soit | équation (E) tel que U une quantité qui dépend de = et iy avec : u(x,y) =

u(X,Y)

21



ou _ oudX | oudy
ox 0X Or  OY Ox
Ou _ 0udX  oudY
Jy 0X dy  9Y Oy

0?u 0?u 0X Pu X OV Pu Y, Oud*X  Oud*Y
— = (—)+2—(— ) (—)+ —(—) ' —— - ———
Ox? 0X2" oz’ 0XoY ‘0z 0z’ OY? Ox’ 0X 0x2 QY 02
D?u u ,0X ., Pu 0X Y Pu ,dY ,  OudPX  Oud’Y
5 = 7 2(—) Tl (—)(—)+—2(—) T B B8 L B D
Ay 0X?" dy oXaoY "oy’ oy aY?2" dy 0X dy Y oy
Pu Pu  0X X Pu X 8_Y 0X 8_Y u Y 8_Y

o0y ~ ox2or oy Taxov or gy oy ox)  ov® ox oy
COu 9*X Ou 9PV
== T =
0X 0x0y  OY dxdy

Les termes comportant des dérivées secondes en X et ¥ qu’ expriment

Pu(z,y) Pu(z,y)  Pulx,y)
- T Ozxdy TE 0y?
Sont
O*u(X,Y) *u(X,Y) *u(X,Y)
Ao PPy PO o
avec :
0X 0X 0X 0X
A = o= +22—— =2
(G P55y, TG,
B X 3y X9y  OX Y OX Y
o Oz Ox dz Oy T Ay ac)“( dy ay)
A aY oYy Y .,
¢ = a(@:l:) JrQb((r)‘:r @y)JrC(ay)
On a donc :

B* — AC = J*(b* — ac)

Ce qui montre que le type de I'équation est conservé par le changement de variables

- Donc , on peut choisir X et Y de fagon & annuler I'un au moins des termes A, B

et C.
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2.3.1 Equation hyperbolique

Théoréme 44 Soit v, (z,y) = k1 el py(x,y) = ks les deux familles de courbes carac-

téristiques d’ une équation hyperbolique. En posant :

Xl = [101(3;,?/)7

XQ = “/92(1’ y)

L équation hyperbolique deviendra :

ou Ou

2,
a U rals v v

m = U\z: E:U,’Ala/&z)

En posant

Yl = X1+X2,

elle deviendra :
0%u 0*u ou Ou
. — (LY
v ove iy e

Exemple 45 Soit :

,O0%u(z,y) 0%z, y)
22 W5 _ 2T ROE g B
Y7oz T T a2 (B)

Les courbes caractéristiques sont y* — 1% = ky et y? + 22 = ky

Soit x; = y? — 1% et x5 = y* + 7. Léquation (E) devient :

*u T ou Ta Ou

1102 222 —a2) Oy 2(x2 — 22) Oy

Soit maintenant : yy = 11 + X2, Yo = &1 — xa. L'équation (E') devient

Pu  *u 1 Ou 1 ou

N2 R 2y 2w
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2.3.2 Equations paraboliques

Théoréme 46 Soit o(x,y) = k la famille de courbes caractéristiques d une équatio
parabolique, soit 1 = @(x,y) et x9 une fonction indépendante de x1(J # 0). Avec ces

nouvelles variables (E) devient :

0%*u ou Ou
a2 =G _7_311‘7:1:17-7"2)
Oxs T1 T

Exemple 47 Soit ['équation :

LOu(ry) o Pulry)  ,Pu(ry)
- a8 o T
dy?

Iy (N
¥ ANy

La courbe caractéristique est : 2 = ¢ . On pose x1 = ¥ et wq =y Uéquation (E)
x €T

devient :
:1"2@ =0
? 92
ou
J*u
= =0
dxs

2.3.3 Equations elliptiques

L’équation des courbes caractéristiques est &

a[d—:]:\z—%(d—x\—kc:ﬂ
\dy/ \dy )

Cette équation différentielle n” a pas des solutions reélles, on trouve donc dans le

plan complexce :

dy b ac — b?
i NN
dr a ! a?

résolue sous la forme :

miz.y) +id (z,y) = kk €C

nol@,y) +is(z,y) = koks € C,
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On pose r1 = 771(‘%7 U) + Zwl(m,y)ﬂ To = 772(13?}) + /le(Iﬂ U)
On pose T = yi + Y2, T2 = Y1 — 112

Alors le terme mixte coefficient de

&u @ o
Dady disparait .

Théoréme 48 Soient ¢, (x,y) = ki, ¢o(1,y) = ka les solution de

2 - — a5
dy b 4 ,\/ac — b
— =—=1 .
dr «a a?

On pose 1+ 1ya = (2, y) et 1 — iy = @y, y). Alors (E) devient :

?u  O*u a % o

_+_: Y y 5 Uy Y1, Y2
o2 Oy2 (y1 Y2 o]

Exemple 49 Soit (E) :

Pu(z,y) - d*ulx,y)

; : = 0.
Ox? oy?

Les courbes caractéristiques sont :

y—izt =Kk
2y + 122 = ky 7
On pose donc y; = 2y et yo = —x°, (E) devient
Pu Pu 1 Ou
0 08 2w
2.4 Equation linéaire a coefficients constants

Soit () une équation linéaire & coefficients constants sous la forme suivante :

OPu(z,y) Pu(z,y)  Pulx,y) du(z,y)  Ou(z,y)
’ 2 2b b ? d ? 7
o + oxdy T Oy? + ox e dy

+ fulz,y) = F(z,y)

a,b,c,d, e, f sont des constantes .

Théoréme 50 Soit () une équation linéaire a coefficients constants ,on peut alors

trouver A\ et Ao( constantes ) telles que en posant :

u(ry, T2) = @(T1, T2) exp(A121 + A2xs),

(E) devient :



(a) 722 = ko + F(a1,23) ou gz—rﬁ - 327“5 = cp + G(x1,25), si (E) est hyperbolique.
w7 T onl

Ox10x2

(b) L2 = ki + F(wy,12),5i (E) est parabolique .

o3
0% | 02 " i Y aal sl
(c) d—;g + ﬁ = ki + F(r1,x2) est elliptique

Exemple 51 Soit (E) :

Pu(z,y)  _ulz,y)  Fulz,y)  Oulry)  Oulzy)
Y T Tamay T e T o T oy °

Les caractéristique est 4(%)2 — 5% +1=0

2AMC 0N sy o — e o-l-/u:rr'//lzlﬂr
Uity ouUile . y L ] b y l,(J/‘_..t ni

On pose 11 =y — x, 10 =y — x/4 , la forme canonique est

D*u 1 o 8
63310332 N 3(?1’2 9
Soit
u(xy, x2) = p(r1, T2) exp(A1r1 + A2xz)
Donc
= —Ap— — - =) — — Yo — —exp—( Az N2
D102, By T Blgyy WA P g SR A T gl
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