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Exercice 01 : 

Soit le système suivant :  

�̇� = 𝒙𝟐 + 𝒖 
et soit le critère à minimiser :  

𝑱 = ∫ (𝒙𝟐 + 𝒖𝟐)𝒅𝒕
𝟏

𝟎
   avec   𝒙(𝟎) = 𝟏 

1. Ecrire les expressions du critère et du Hamiltonien. 
2. Ecrire le Hamiltonien pour ce problème de commande optimale. 
3. Donner les conditions d’optimalités.  
3. En déduire le système à résoudre. 
 
Exercice 02 
Considérons le système du deuxième ordre suivant : 

൜
�̇�𝟏 = 𝒙𝟐

�̇�𝟐 = 𝒖  
 

 
Et le critère à minimiser : 

𝑱 =
𝟏

𝟐
ቀ𝒙𝟏

𝟐(𝟑) + 𝟐𝒙𝟐
𝟐(𝟑)ቁ +

𝟏

𝟐
න ൬𝟐𝒙𝟏

𝟐 + 𝟒𝒙𝟐
𝟐 + 𝟐𝒙𝟏𝒙𝟐 +

𝟏

𝟐
𝒖𝟐൰ 𝒅𝒕

𝟑

𝟎

 

1. De quel problème de commande optimale s’agit-il ? 
2. Donner la représentation d’état du système en déterminant les matrices 𝐴 et 𝐵 . 
3. Donner la forme du critère pour ce problème. 
4. On pose : 

𝑄 = ቂ
𝑞ଵଵ 𝑞ଶଵ

𝑞ଵଶ 𝑞ଶଶ
ቃ             et             𝑃(𝑡) = ൤

𝑝ଵଵ(𝑡) 𝑝ଶଵ(𝑡)

𝑃ଵଶ(𝑡) 𝑝ଶଶ(𝑡)
൨ 

Déterminer les matrices 𝑄 et 𝑃(3) et vérifier qu’elles sont définies positives. 
5. Déterminer l’équation de Ricatti. 
6. Déterminer le gain de commande. 
 
Exercice 03 
On considère le système  

�̇�𝟏 = −𝒙𝟏 + 𝒖 
partant de 𝑥ଵ = 0 à 𝑡 = 0, on souhaite atteindre l’état  𝑥ଵ = 2 à 𝑡 = 1. Déterminer la commande optimale 𝑢 qui 
minimise  

𝑱 =
𝟏

𝟐
න൫𝟑𝒙𝟏

𝟐 + 𝒖𝟐൯𝒅𝒕

𝟏

𝟎

 

sous la contrainte du système et des conditions aux limites énoncées.   
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Exercice 04 : 

On considère le problème de régulation pour le système du premier ordre suivant : 

�̇� = 𝒂𝒙 + 𝒖,             𝒂 > 0 

                                                                    𝒚 = 𝒙 

1. Calculer la commande par retour d’état 𝒖 = −𝑲𝒙 assurant au système bouclé un pôle de valeur   -5.  

2. a. Calculer la commande optimale 𝒖 = −𝑲𝒙 minimisant le critère 

𝑱 = ∫ (𝒙𝟐 + 𝝆𝒖𝟐)
ஶ

𝟎
𝒅𝒕,            𝝆 > 0. 

2. b. Déterminer la valeur de 𝜌 dans le critère assurant au système bouclé un pôle de valeur -5.  

 
Exercice 05 : 

Soit le système décrit par  �̈� − �̇� = 𝒖  et soit le fonctionnel  𝑱 =
𝟏

𝟐
∫ (𝒚𝟐 + 𝒖𝟐)𝒅𝒕

ஶ

𝟎
. 

Trouver la commande optimale, 𝒖∗, minimisant le fonctionnel 𝑱. 
 
Exercice 06 : 

Soit le système décrit par  la fonction de transfert : 𝑯(𝒔) =
𝟐

𝒔ା𝟏
 et soit le critère 𝑱 =

𝟏

𝟐
∫ (𝒆𝟐(𝒕) + 𝜶𝟐𝒖𝟐(𝒕))𝒅𝒕

ஶ

𝟎
 

avec 𝒆(𝒕) = 𝒚(𝒕) − 𝒚𝒅 où 𝒚𝒅 constante et 𝜶 paramètre à régler.  
1. Trouver la commande optimale pour ce système. 

2. Trouver la FT du correcteur 𝑪(𝒔) =
𝑼(𝒔)

𝑬(𝒔)
 et quel est le type de ce correcteur.  

 
Exercice 07 
Un véhicule à essence est modélisé par les équations suivantes  

�̇�𝟏 = 𝒖 

�̇�𝟐 = −
𝟏

𝟐
𝒖𝟐 

avec pour les conditions initiales 𝑥ଵ(0) = 0 𝑥ଶ(0) = 1.  La commande 𝑢 caractérise une vitesse, 𝑥ଵ la distance 
parcourue  et 𝑥ଶ  le niveau du réservoir de carburant. La deuxième équation modélise le fait que la 
consommation augmente en raison quadratique de la vitesse (intuitivement cette hypothèse est valide). Sur un 
horizon Sur un horizon 𝑇 = 1, on souhaite parcourir la distance 𝑥ଵ(𝑇) la plus grande possible. 
1. Calculer la commande optimale 𝑢∗ maximisant la distance parcourue en utilisant la totalité du carburant 
disponible.  
2. En déduire la distance maximale parcourue. 


