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Cours: Mécanique des fluides 11

Chapitre I1: Dynamique des fluides parfaits incompressible

La dynamique des fluides consiste a étudier le mouvement des particules fluides
soumises a un systéme de forces.

Dans la dynamique des liquides couramment appelée hydrodynamique, les forces
de compressibilités sont négligées. Si les forces dues a la viscosité ne se
manifestent pas, il n'y a donc pas de mouvement relatif entre les particules du
liquide : on parle alors de I’hydrodynamique du liquide parfait.

Ce chapitre traite du développement et des applications des équations

fondamentale de la dynamique des fluides.

I1-1 Equation de la Dynamique des fluides parfaits incompressible

Soit un petit cylindre se déplace comme l'indique la figure 1

figure 1



En raisonnant, dans un premier temps, suivant la verticale (z), les forces qui
agissent sur cet élémlent de volume dv = dS.dz, sont :
« La force de volume : p.z.dSdz

% Les forces de pression :
. op
pdS et (,U +—dz) ds
dz
% La force d’inertie (accélération) :

W 1S d2)
Pt 2

ou w est la composante de la vitesse V(u,v,w) selon la direction z et t représente
le temps.
Etant donné que la masse volumique reste constante, l'ensemble des forces

satisfait I’équation de Newton :
Z(forces) = (masse) X (accélération)
La condition d’équilibre des forces selon z s’écrit comme suit :

dp dw
pdS — (p +—dz) dS + p.z.dSdz = p—dSdz
0z dt

et par unité de volume, on a :

6p+ _ dw
2z PSP

La condition d’équilibre des forces dans les autres directions peut s’écrire de

facon analogue et on a :

' dp  du dp du

ox : p.X a = ,OE E E

ap dv X dp dv

: V——=p— = | == 1= v

Py dy Pt P J; ay p dt

_ op _ dw dp d_W

N P T 3z dt

ou
- dv
pf—gradp=p_ (1)

L’équation (l) est appelée équation générale de la dynamique des fluides

parfaits ou Equation d’Euler.

L’interprétation physique de I'équatior (1) =st la suivante :

—

. —_— dav
ef + (—gradp) = P
—_——
Forces de volume par unité de volume  Forces de pression par unité de volume —

Forces d'inertiepar unité de volume



11-2 Equation hydrodynamique

Dans l'équation (1) , f représente le vecteur de force de volume par unité de
masse, dont les trois composantes sont (x,y,z).
En hydrodynamique comme en hydrostatique, on ne considére en général que le

champ gravitationnel terrestre, soit :

X 0
f=g=>(y)=(0) @
Z -9

ou g est l’accélération de la pesanteur.

ou g est l'accélération de la pesanteur.

Ainsi I’équation (5.1) devient :

v y
P T pg —gradp
du ap
E 0 ox
dv dp
=p|—|=p( 0 ||
dt —g dy
dw ‘ ap
dt 9z
r du dp
P——= 7"
dv_ op
= \Pat~ "oy
dw B ap

Les équations (3) sont appelées équations de I’hydrodynamique pour
I’écoulement dun fluide parfait a masse volumique constante dans le champ de

pesanteur.

Le vecteur vitesse V(u, v,w) est une fonction de l'espace et du temps, donc :

u
V= (v) = f(x,y,z;t)

w

La dérivée totale de la vitesse d'?/dt s’écrit :

du du du du du
E=E+ua+vg+w5
dv dv dv av av
E=E+u§+U5+WE
dw Jdw dw dw dw
Ezﬁ_{—ua_{—vﬁ’_y—l_wg
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av B av 7 =7
E{_t, = Qﬁ + gra (4)

Accélération totale accélération locale

=

accélération convective

En utilisant la définition de la dérivée totale de la vitesse, equation (4) , les
équations de ’hydrodynamique, équatior (3) , s’écrivent :
ou du du du 1dp

EJFHEJFU@JFWE PYr

v N
= —+ V- gradV = -3 grad (p + pgh) (5)

at -

‘s . . I av
Si ’écoulement est stationnaire (permanent), ’'accélération locale =7 st nulle.

Si ’écoulement est uniforme alors l'accélération convective V- grad V est nulle.

) . . . cia dv
Dans un écoulement stationnaire uniforme, 'accélération totale = st donc nulle.

Le mouvement de fluide en écoulement parfait (de viscosité négligeable) obéit a

deux équations fondamentales :

- L’équation fondamentale de la dynamique des fluides parfaits ou Equation
d’Euler

- L’équation de Bernoulli.

11-3 Equation de Bernoulli

L’équation de Bernoulli traduit le bilan énergétique du fluide. En partant de
I’équation d’Euler (5.1) dans le champ gravitationnel

dr/—(ﬁﬂ? a7 = —= grad(p + pgh)
ac "o TV rgradV =—— grad(p +pg

On sait que :

s - 1 — s
V.gradV =Egr'adV2 —VArotV



Alors l'equation d’Euler peut s’écrire :

v 1 B
—-I-Eg“radv —V/\rotl/=—zgrad(p—l—pgh) (6)

at

—

C e d
Si I’écoulement est permanent T 0

Si ’écoulement est irrotationnel alors rot V = (0 alors on a :

1 1—
Egmdvz = —Egraa'(p + pgh)

Ve 11—
grad > +E‘grad(p + pgh) =0

Si le fluide est incompressible alors on a :

Ve ——p
grad\— |+ grad|{—+gh| =10
2 p
rad V—2+E+ h|=0
V: p 3
?+E+gh—cste (7)

C’est '’équation de Bernoulli. Cette équation est valable en tout point du fluide

incompressible en mouvement permanent et irrotationnel.

L’équation de Bernoulli est une équation de base de la dynamique des fluides.

L’équation de Bernoulli peut encore s’écrire :

2

p
—+ —+ Z = cste 8
2g pg ®)
Avec :
VZ
2— - hauteur due a la vitesse
g

£ : hauteur due a la pression
Py

Z :la cote du point

V2

—+ L + Z = P appelée charge totale
29 Py pg
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L’équation de Bernoulli appliquée entre les points 1 et 2 donne :

V2 . V: ».
L N S By

-

29 pg ' 29 pg

11-4 Application de I' équation de Bernoulli
11-4-1Tube de Pitot

Dans son principe, il s'agit d'un dispositif extrémement simple qui permet une mesure
de la vitesse d'ecoulement d'un fluide. L'objet présente une forme profilée, est creux
afin d'étre rempli du fluide dans lequel il est immergé, et doit étre muni de deux
prises de pression (tubes manométriques). Comme le montre le schéma de la figure
1, I'un des deux tubes manomeétriques est relié au front d'attaque de I'objet (point
d'arrét caractérisé par une vitesse d'ecoulement nulle), alors que l'autre est en prise

avec le fluide statique remplissant I'objet.

B
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Figure 1
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En supposant que le fluide est non visqueux, incompressible et que I'écoulement est
stationnaire et uniforme en amont de l'objet, on va pouvoir identifier un certain
nombre de lignes de courant et y appliquer I'équation de Bernoulli. On supposera par
ailleurs que toutes ces lignes de courant sont approximativement a la méme altitude.

Le long de la ligne de courant passant par le point d'arrét A et le point O, ona:

1 2 1 ]
PotPEsqt=pPVvy=pato gz, t—pPv = = =
0 ary n A AT ‘°‘,avec Z.:."-'Zp., vo=U et v, =0 _

R
=p,+—polf
Fa=Fnp o 1 0[:] Pa et 7

Par conséquent, on obtient la pression de stagnation :
sont respectivement la pression et la vitesse de I'écoulement uniforme (écoulement
amont, non perturbé par la présence de I'objet sonde). Par application de la loi de
I'nydrostatique, cette pression de stagnation est liée au niveau affiché dans le premier
tube manométrique.

Le long de la ligne de courant passant par les points O'et B', ona:
1 2 1 2 -
p,:,+pgzu+§;ﬁvU:pH+;ﬁng+§;ﬁv3 L AWEDL  ZpT=Ig

Les points O et O' étant infiniment proches, on peut considerer que #¢=Fo
et ve™=vo=U . dautre part, le point B' est situé dans une zone ou I'écoulement
redevient uniforme (les lignes de courant redeviennent rectilignes et paralleles) : il
s'ensuit que V=T et I'équation de Bernoulli se résume & : Pe~=Po™=Fo,

Le point B est situé au niveau de l'orifice permettant au dispositif d'étre rempli par le
fluide. En conséquence, la pression en B est la méme que celle qui regne de maniére
uniforme a l'intérieur et qui est mesurée par le second tube manométrique. Par
ailleurs, puisqu'a l'aplomb du point B, les lignes de courant sont rectilignes et
paralleles, la loi de I'hydrostatique s'applique pour donner :
PetPgze=pPetPEZs gvec Ze™7s, Ce qui conduit simplementa #=~#s,

2

=pgt=—pol e
AT . Or, la différence

. : ?
Pour résumer, on vient de montrer que #=~Fo et
de niveau 2% lue grace aux deux tubes manométriques permet d'évaluer la

différence de pression entre les points A et B :



PA_PB:':'E—UEI

| L= U={Zg %
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11-4-2 Tube de Venturi

Associé au principe de conservation du débit d'un écoulement en conduite, la
conservation de la pression totale le long des lignes de courant (équation
de Bernoulli) conduit naturellement a observer I'effet Venturi: un élargissement
(rétrecissement) local de la conduite provoque localement une surpression

(dépression).

A’ _/ IAh

ded B

VA\//
/ // .

A _/
Figure 2
Cet effet est a la base d'un dispositif simple permettant la mesure du débit d'un
écoulement.
Exemple

Il suffit d'aménager un rétrecissement le long d'une conduite cylindrique dans
laguelle s'écoule un fluide supposé parfait et incompressible. Comme le montre le
schéma de lafigure 2, le fluide s'écoule a travers une section <a & la vitesse
uniforme ¥a avant d'atteindre le rétrécissement ot la section ®=~%a implique une

vitesse Y=~ va, En effet, la conservation du débit volumique ¢ impose

I I Sa Vg
v, = Vo, = — —
- 4p=5v=C" etdonc - © . S va
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On peut ensuite appliquer I'équation de Bernoulli sur une ligne de courant passant

par les deux points AetB :
1 a 1 2
PatPEE TS IVa=PetPgZpt=ivy

La conduite étant horizontale, ona Z2=7= ; par ailleurs, on supposera que la pression
est uniforme sur une méme section : on a donc #sa=Fx et P=Fr | ou A' et B'
appartiennent aux mémes sections que respectivement A et B, et sont situés a l'entrée
de deux tubes manométriques. Par conséquent, la dénivellation lue =#=zx—Ze est
une mesure de la différence de pression entre A'et B' :

pn:pg—;‘glzﬂ.—zﬂ 'ZPE—,'L"glzB.—ZB.l = pﬂ—pB:;ﬁglzﬂ.—zB.+zR—zB. |:,'L"g_"| &

AR 1]

2 2
_ . : Pa—Pp==—00vE—vy)
Donc : Pa~Pe=pa—Pe=rgdk et par ailleurs : °* "7 27 F 4 par

identification des deux résultats, on obtient :
v;—qu:Eg_". ki
On peut alors introduire le débit 9»=<ava=5&vs  pour exprimer :

PA:':IF"":SH | = v%—vi:gil 1 S;— 1 _-"Szﬂ|:2 g4 B
Ve=gy/Sg |

et obtenir une formulation du débit directement fonction de la dénivellation observée
a l'aide des deux manometres :

_ 2g Ak
AR SV VE

Il est évidemment possible d'en déduire les vitesses d'‘écoulement au niveau du
rétrécissement et en amont :

. 2g Ak o _ | 280k
VA:Q'V-"SA:'-E— et Vp=gy/Sp= £

| SE 81 REEATA
Remarque
Ce dispositif est couramment utilise comme élément intégré aux circuits hydrauliques
et permet une mesure simple du débit d'écoulement. Il génére toutefois des pertes de
charge : c'est donc un dispositif de mesure qui dissipe de I'énergie. La perte de charge
peut facilement étre évaluée en plagant en amont du rétrécissement un troisiéme tube

manométrique. Compte tenu du principe de conservation du débit, a section égale, la



vitesse y est la méme que Y. L'application de I'équation de Bernoulli entre I'amont
et I'aval impose donc d'avoir la méme pression si le fluide est parfait (non visqueux).
Or, une mesure réelle montre que la pression en aval est inférieure a celle en amont :
cela signifie simplement que lorsque les frottements ne peuvent étre négligés
(viscosité non nulle) I'équation de Bernoulli établie pour un fluide parfait n'est pas
valable ; le rétrécissement génére en pratique une chute de la pression totale que I'on

qualifiera de perte de charge singuliere (voir chapitre a venir sur les pertes de charge).
11-4-3 Théoreme d’Euler

Le tube de courant est composé de trois surfaces Se, Ss et S, de trois vecteurs normaux ne, ns et nl et respectivement de trois vitesse Ve, Vs et VI. Il est également composé d'un
débit d'entrée gy, &t d'un débit de sortie g, . En reprenant la formule établie précédemment, il vient

Py — - = = = =
Z F —ff p(?,f_i}}‘?ds —f/ p(?ﬂ.ne),t?edg-l-/f p(v;.ﬁ).wdg-l-ff p(ﬁ,nﬂ).'vsdg
fluide Stotale Se Sl S8

Or, il s'agit d'un fluide parfait: sa vitesse est constante dans toutes les sections perpendiculaires & ['écoulement. On peut donc sortir les vitesses des intégrales:
g — =, o -+ =, o - —

) F= ve-[/ p(ve-ne)ds + w~/f plor-ni)ds + vg. [f plvs.ns)ds

fluide Se Sl S

De plus, il s'agit d'un écoulement permament, donc:

. =0
Ce qui donne:

oo = —h = =
Z F=ve || plve.ne)ds +ve. [ plvs.ns)ds
fluide Se 5

- —
V.M

, . == .
Onrappelle que p- Se( =~ et p- 55 (V5-1s) = G, ce qui nous permet d'ecrire;

g G —

Z F - _vr-q'rm, T T.J‘,g‘qu

fluide

Dans un écoulement permanent, le débit massique st consenvé, on le note Qm: O, = my = Qm
= - =

Z F =Qm.(v; - v)

fluide

Vous venez d'étaiir [équation d'Euler dans le cas de lécoulement permanent dun fluide parfait
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Exercice:
Le fluide en ecoulement dans un venturi incline est une huile incompressible de

masse volumique ph =820 kg/m3 . La section S1 d’entree dans le venturi est
caracterisee par son diametre D1 =125mm. La seconde prise de pression statique est
en section S2 ou le diametre est D2=50mm. A I’interieur du tube en U ou aboutissent
les prises de pression est place un fluide de mesure de masse volumique pHg=13600
kg/m3 (mercure). L’inclinaison du tube et les differentes cotes de niveaux sont
reperes par rapport a une base horizontale arbitraire.

Calculer la valeur du debit Q lorsque la denivellation observee dans le tube en U est
Ah=200 mm. On prendra g=9.81ms

Solution :

Appliquons I’équation de Bernoulli entre 1 et 2 :

Py V¢ P, Vi
—t——+Z i =—+——+Z
pg 29 "t pg 29 7°
Ona:

lehl et Zl:hl

L application de la lo1 de I"hydrostatique dans le manomeétre donne :

P, — P =
L zzhz—h1+AhGE£—£)
pg p




P]_—P2

+h1_h2:ﬁh(

16 _
) A (ﬂHg p)
p

PHg — :O)
D

1 —
—1‘/.% (p”gp p) = 0,0156 m3/s
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