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TD N0:3 (Séries entières)

Exercice n◦1 Donner le rayon de convergence et calculer la somme de chacune des séries entières

suivante :

1) f1(x) =
+∞∑
n=0

anxn 2) f2(x) =
+∞∑
n=0

(n + 1)xn

3) f3(x) =
+∞∑
n=0

n2xn 4) f4(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
2n

n + 1
xn .

II) On se donne la série entière
+∞∑
n=2

xn

n(n− 1)
.

1) Trouver le rayon de convergence de cette série et calculer sa somme S.

2) En passant à la limite convenablement justifié calculer S(1) et S(−1).

Exercice n◦2 On considère une série entière de terme général ant
n, de rayon de converge R > 0, et

de somme S. On suppose que S est une solution de l’équation différentielle

(1 + t2)f (̈t) = 2f(t).

1) Etablir une relation liant pour chaquen ∈ N les coefficients an et an+2.

2) Déterminer la valeur de a4 puis de a2p , pour tout p > 2.

3) On suppose désormais que S(0) = 0 et Ṡ(0) = 1. Calculer a0, a2 et la valeur de a2p+1, pour tout

p ∈ N.

4) Montrer que la série entière de terme général ant
n converge normalement sur l’intervalle [−1,+1].

Quel est son rayon de convergence ?

5) Posons g(0) = 0 et g(t) =
Ṡ(t)− 1

t
pour t 6= 0. Calculer la dérivée ġ de g (on trouvera une fraction

rationnelle simple).

6) Déduire de 5) une expression explicite de la fonction S.

Exercice n◦3 On posef(t, x) =
x sin(t)

x2 + 1− 2x cos(t)
.

1) Développer f en série entière selon les puissances de x.

2) Calculer :
π∫
0

f(t, x)dt.

Res. M. Smail kaouache.
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