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Chapitre 1

Séries entieres

Dans ce chapitre, nous allons étudier les série entiéres qui sont des formes
particuliere des séries de fonctions des variables réelles ou complexes. pour

cela désigne par x une variable réelle et par z une variable complexe.

1.1 Séries entieres réelles(ou cmplexes)

Définition 1.1.1. On appelle série entiére rélle(resp. complexe), toute série de

fonctions dont le terme général :

fu(®) = anx", (1.1)
oit ap, a1, ..., Ay, ...sont des nombres réels et x € R (resp.

fu(x) = a,2", (1.2)
ol ag, a1, ..., Ay, ...sont des nombres complexes et z € C.)

Pour unifier la présentation des résultats suivants, on se place dans le

casou x € R.
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1.1.1 Lemme d’Abel

Lemme 1.1.1. (Lemme d’Abel) Si une série entiére ), a,x" converge au point

xo # 0, alors elle converge absolument pour tout x € IR, tel que |x| < xo.

Démonstration. Puisque la érie entiere )’ a,xj converge, son terme général

est borné, il existe alors M > 0, tel que :
pour tout n € N, 'a,,xg| <M. (1.3)

Pour tout x € R, tel que |x| < xp, nous avons ainsi :

X
la.x"| = |a,,x8) X |—
X0
n
X
< M|—|, (1.4)
Xo
n
X .y , PP x
et |—| estle terme général d'une série géométrique converge (car|—| < 1);
X0 X0
on en déduit que la série ) a,x" converge absolument. ]

1.1.2 Rayon de convergence dune série entiere

Théoreme 1.1.1. (théoreme et définition) Si une série entiére Y, a,x" converge au
point xo # 0, alors il existe un unique élément R € R, U {400} vérifiant les deux
conditions suivantes :

1. Pour tout x € R, tel que |x| < R, la série entiére ) a,x" converge absolument .

2. Pour tout x € R, tel que |x| > R, la série entiere ), a,x" diverge.

Le nombre R est appelé rayon de convergence de la série, et I'ensemble ]-R, R est

appelé intervalle de convergence.

Démonstration. Supposons qu'il existe au moins un réel xo # 0, tel que la
série ) a,x; converge et un réel x; tel que la série }. a,x diverge.

Puisque la convergence absolue sur [0, R[ entraine la convergence sur |-R, 0],
et la divergence sur ]R,+oo[ entraine le divergence sur ]—co,—R[, on va
étudier la nature de Y, a,,x" sur R,.

Considérons alors I'ensemble D des réels positifs défini par :

D= {x € IR+,Z a,x" converge.} (1.5)
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Puisque la série } a,xj converge, D est donc non vide.

D’apres la relation (1.5), I’ensemble D est majoré, il admet donc une borne
supérieure non nulle R = sup_ D.

1. Montrons que pour tout x € Ry, tel que x < R, la série entiere ), a,x"
converge absolument.

La deuxiéme propriété de la borne supérieure affirme qu’il existe r = xp
compris entre x et R, tel que }, a,x" converge au point xo, donc d’apres Abel,
elle est absolument convergente pour tout x € R,, tel que x < xo.

2. Montrons maintenant que pour tout x € IR, tel que x > R, la série entiere

Y. a,x" diverge.
R+x

2
Puisque 0 < y < x, le lemme d’Abel affirme que la série }, a,y" converge, y

Supposons par l’absurde que ). a,x" converge, et considérons y =

est donc un point de convergente, c’est-a-dire y € D. Par suite y < R, et ceci
+x

est faux, car par construction y = > R, etla série ) a,x" diverge. |

1.1.3 Regle de Cauchy-Hadamard

Théoreme 1.1.2. Le rayon de convergence d’'une série entiere ), a,x" est donné

par :
-1
R = lirp ( Ianl) ( lorsque cette limite existe ). (1.6)

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le critere de Cauchy sur la série de fonc-
tions Y, |a,x"| O

n+1
n

Exemple 1.1.1. La série entiere ), ( ) x" a pour le rayon de convergence

R=¢1.

1.1.4 Reégle de d’Alembert

Théoréme 1.1.3. Le rayon de convergence d'une série entiere Y, a,x" est donné

par :
An+

-1
R = lim ( ! ) ( lorsque cette limite existe ). (1.7)

n—+oo

n
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer le critere de d’Alembert sur la série de

fonctions Y, |a,x"| O

iy . n!
Exemple 1.1.2. La série entiére }.,.; — x" a pour le rayon de convergence R = e.
21

1.1.5 Convergence normale (Regle de Weierstrass)

Théoréeme 1.1.4. Toute série entiere Y, a,x" converge normalement dans tout com-

pact contenu dans le domaine de convergence ]-R, R[ (R > 0).

Démonstration. Soit [-a, @] € ]-R,R[ (@ > 0). Dans le segment [-a, a], la
série ), a,x" est majorée en valeur absolue par la série positive }’, |a,| a", qui

est convergente, la série }’ 2,x" est donc normalement convergente. |

1.2 Propriétés des séries entieres

1.2.1 Continuité de la somme d’une série entiére

Théoreme 1.2.1. Soit }’ a,x" une série entiére de rayon de convergence R non nul ;
alors la somme de la série S(x) = Y, a,x" est une fonction continue sur tout compact

contenu dans le domaine de convergence ]-R, R].

Démonstration. Pour tout n € IN, chaque fonction f,(x) = a"x" est continue
sur [-a, a] de ]-R, R] et la série ), a,x" converge uniformément sur [-a, a].
D’apres la propriété de la continuité des séries de fonctions, la somme de la

série entiere ) a,x" est une fonction continue. O

Théoreme 1.2.2. (Théoreme d’Abel) Soit Y, a,x" une série entiere de rayon de
convergence R. Si cette série converge pour x = R (resp. pour x = —R), alors cette
série est uniformément convergente sur [0, R] (resp. sur [-R,0] ) et la somme S de

cette série est continue a gauche de x = R (resp. a droite de x = —R), c’est-a-dire :

lim Z apx" = Z 4,R" = S(R), (1.8)
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(respec.
lim Y a,x" = Zan(—l)”R” = S(-R). (1.9)

x—>-R*

Démonstration. Nous faisons la démonstration dansle cas otila série converge
pour x = R.
Considerons la nouvelle série entiere ). a,R"y" de la variable y € [0, 1].
Pour y = 1, la série devient ) ,.a,R", qui est convergente, donc elle est
uniformément convergente.
Supposons maintenant que y € [0,1[. Nous utilisons la transformation
d’Abel, on peut écrire :

Z a,R"y" = Z (a0 + R + ... + a,R") (y" - y””) (1.10)

120 120

Nous pouvons voire ensuite apparditre la série de terme général :

gu(y) = (ap + ;1R + ... + a,R") (1/" - 3/”1).

Il nous suffit de montrer que cette série est uniformément convergente.

En effet :

|8n(}/)| = ‘(ﬂo +aR + ... +a,R") (yn _ yn+1)
M(y" - yn+1)l @11)

IN

car y" — ™1 > 0 ((y") est décroissante) et la suite de terme général ) }_, a R
est bornée.

Pour tout y € [0,1], la suite de terme général y" converge uniformément
vers 0, d’ott d’apres la propriété téléscopique, la série Jfo (y" — y"l) est
uniformément convergente. Le théoréme de Comparaiso;llz,lafﬁrme donc la

+o00
convergence uniforme de la série }; g,. Il en résulte que la série de départ

n>0
+00
Y, a,R"y" est uniformément convergente sur [0, 1] .
n>0

+00
On en déduit alors la convergence uniforme de Y a,R"y" sur [0,1].
n=0
Puisque chaque fonction a,R"y" est continue sur [0, 1], il en résulte la conti-

nuité de la somme de cette série sur [0, 1], et de plus :

i~ S(yR), siy €[0,1
Y Ry = (¥R) SIny 6'[ [ (1.12)
Yous0dR", siy=1.
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La continuité a gauche en y = 1, nous donne alors:

lim S(yR) = S(R) = Z a,R" (1.13)

n>0

1.2.2 Dérivabilité d’une série de fonctions

+00

Théoreme 1.2.3. Soit Y, a,x"une série entiere de rayon de convergence R non nul,
n>0

alors sa somme S est une fonction dérivable sur tout compact [—r, r] contenu dans

le domaine de convergence 1-R, R[, et pour tout x € [-r,7], ona:

G J - n \ J n \ n-1
S(x) = o {Z apx" | = Z Ep (anx") = Z na,x"*. (1.14)
n=>0 n=>0 n>1
+00
Démonstration. 1l suffit de montrer que la entiere }, a,x" et sa série dérivée
n=0

o
+Z na,x" ont le méme rayon de convergence R; alors le théoreme de déri-
>

z_altion des séries de fonctions s’applique puisqu’une série entiére converge

uniformément sur tout compact contenu dans le domaine de convergence.

En effet, appelons R est le rayon de convergence de la série ) (1 + 1)a,+1x".

1.Si x| < R, la série Y (n + 1)a,41x" est convergente.

Puisque :

|21 ™| < |01+ Dagx™| = (0 + 1) | x| ], (1.15)

lasérie (awx’“rl ) est convergente, la série ), 4,,,1x"*!( ou simplement ), 2,,x)

est donc convergente.

R+ |x| c
2

IR, Ix|[, 1a série },(n + 1)a,+1y" diverge et son terme général n’est pas borné.

2. Si |x| > R, la série ) (n + 1)a,41x" est divergente. Prenons y =

On peut écrire :

1 (|
|21 2™ = | + Dagay”| m(;) : (1.16)
. |x| . 1 |X| ! _ . n+1
Puisque — > 1, lim; 10 737 | — | = +o0, et donc lim; 10 (anﬂx | #0.
Y Y

La série ¥ a,,1x"*1( ou simplement ), a,x") est donc divergente. O
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+00

Corollaire 1.2.1. Soit Y, a,x"une série entiere de rayon de convergence R non nul,
n=0

alors sa somme S est une fonction infiniment dérivable sur tout compact contenu

dans le domaine de convergence |-R, R, et pour tout x € |-R,R[ etk >1ona:

SPx) = i(n + ) +k=1)...(n + Da,x". (1.17)

n>0

+00
Démonstration. Il suffit de montrer par récurrence que les séries ), (n+k)(n +
n>0

k—=1)..(n + Da,x", k =1,2,.... ont le méme rayon de convergence R. O
1.2.3 Intégration d’une série entiére
+00
Théoreme 1.2.4. Toute série entiére ), a,x" est intégrable terme a terme sur tout
n=0

compact contenu dans le domaine de convergence |-R, R[ . En particulier, sa somme
S vérifie :

X oo K+l
S(t)dx = _—, tout x € ]-R, R[. 1.18
j(; (t)dx Zann+1 pour tout x € ] [ (1.18)
n>0
+00
Démonstration. Soit x € ]-R,R[. Puisque la série entiére } a,x" converge
n>0

uniformément sur [0, x], la somme S est alors une fonction continue, , et
donc intégrable sur [0, x]. L'écriture (1.18) est donc bien définie. De plus, si
on dérive la série (1.18), on trouve :

+00

S(x) = Z a,x", pour tout x € [-R, R[. (1.19)
n>0
+00 +0co
Les deux séries entieres ), a,x" et )}, na,x" ont alors le méme rayon de
n=0 n>1
convergence R. O

Exemple 1.2.1. Considérons la série entiére de terme général :
x?’l
a,x" = i >1. (1.20)

Le criere de d”Alembert montre que cette série est absolument convergent sur |-1, 1]

et a pour somme S.
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+00
Pour tout x € |-1,1[, la série Y, a,x" est dérivable terme d terme. On a alors :
n>1

+00

S(x) = ;ax” = 11Tx' pour tout x € 1-1,1[. (1.21)

S est continue sur [0, x], donc elle est intégrable sur cet intervalle. On a alors :

S5(x) = —In(1 - x). (1.22)
+00 _1 n
D’autre part, si x = =1, la série numérique Y, converge, on peut alors

n>1

appliquer le théoreme d’Abel 1.2.2, on en déduit que :

= —In2. (1.23)

1.3 Sommes et produits des séries entieres

1.3.1 Somme de deux séries entiéres

Soient }’ a,x" et ) b,x"* deux séries entieres de rayons de convergence R,

et Ry respectivement, on a alors :

Proposition 1.3.1. Le rayon de convergence R de la série entiere Y. (a, + b,)x"

vérifie :

v

inf(R,, Ry), si R, = Ry (1.24)

inf(R,;, Ry), si R, # Ry,

De plus, pour tout |x| < inf(R,, Ry), ona:

Z(a,, +by)x" = Z apx" + Z b,x". (1.25)

Démonstration. 1. Lorsque |x| < inf(R,, Rp), les deux séries ), a,x" et ), b,x"
sont convergentes, la série (4, + b,)x" est donc convergente , on en déduit
que:

R > inf(Rs, Ry). (1.26)
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Soit R, # Ry. Supposons par exemple que R, < Ry, et soit x € R, tel que R, <
x| < Ry, la série ) a,x" est donc divergente tandis que la série }, b,x" est

convergente. La série ) (a, + b,)x" est alors divergente, et de plus :
R < R, =inf(R,, Ryp). (1.27)

De (1.26) et (1.27), on en déduit que R = inf(R,, Rp).
2.SiR, = Ry, on ne peut rien conclure sur le rayon de convergence de la série
2@y + by)x".
n \" n o\
A titre d” exemple les deux séries entiéres ), (n_) X" et -y, (n " 1) x"

+1
ont le méme rayon de convergence R, = R, = ¢, tandis que la série somme

est la série de terme général nul, et donc R = +oo. ]

1.3.2 Produit de deux séries entiéres

Proposition 1.3.2. Le rayon de convergence R de la série de terme général :

X" = [Z akbn_kJ x" (1.28)

k=0

vérifie R > inf(R,, Ry). De plus, pour tout |x| < inf(R,, Rp), on a :
Z cyx = [Z a,,x”] X [Z bnx"]. (1.29)
n>0 n>0 n>0

Démonstration. Soit |x| < inf(R,, Rp). Puisque les deux séries ()50 a.X") et

(X150 bnx™) sont absolument convergentes, la série de produit de Cauchy de

Zn: ﬂkbnk] x",

k=0

terme général :
n

" (o) () -

k=0

est également absolument convergente. On en déduit que R > inf(R,, R;) et

pour tout |x| < inf(R,, Rp), on a:

Y e =Y |3 (o) (bn_kxn—k)] _ (Z ] 9 [Z b] 130

n>0 n>0 | k=0 n>0 n>0

[m|
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1.4 Fonctions développables en série en-
tiere ( Séries de Taylor)

Dans cette partie, on va étudier le probleme en sens inverse.

1.4.1 Fonctions développables en série entiere

Définition 1.4.1. Soit xo un réel donné et soit f : R — R une fonction définie au
voisinage de xo. On dit que f est développable en série entiere au point x, s'il existe

une série entiere Y5, a,x" de rayon de convergence R > 0, telle que :

pour tout x € R, |x — x| < R, ona f(x) = Z ay(x — xp)" (1.31)

n>0

En effectuant le changement de variable X = x — xo, on parle alors d’une fonction

développable en série entiére a I'origine.

Définition 1.4.2. Une fonction f d'une variable complexe z est dite développable
en série entiére au point zy, s’il existe une série entiere Y., a,(z — zo)", de rayon

de convergence R > 0, telle que :

pour tout z € C,|z —zo| <R, ona f(z) = Z ay(z — zp)". (1.32)

n>0

Définition 1.4.3. Si f est indéfiniment dérivable, la série entiere de terme général
f90)
k!

x" s’appelle la série de Taylor de f.

1.4.2 Condition nécessaire de développement en
série entiere

Théoreme 1.4.1. Lorsqu’une fonction f est développable en série entiere, alors f

est de classe C** sur tout compact contenu dans le domaine de convergence ]-R, R[

et f coincide avec sa série de Taylor. De plus, le développement en série entiere s’il

existe, il est unique.
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Démonstration. Supposons que f estdéveloppable ensérie entiereal’origine,
il existe alors une série entiére ), a,x" de rayon de convergence R non nul,
telle que :
pour toutx € R, |x| < R, ona f(x) = Z a,x" = S(x), (1.33)
120
ou S est la somme de cette série.
D’apres le théoreme de la dérivation des séries entieres, on déduit que f est

de classe C** sur |-R, R[ et de plus :

+00
F0 ) = Z(n + R0+ k = 1) + D (1.34)
n>0
I en résulte que :
, f(0)
FO0) = ark!, ie. ar = 0 (1.35)
ce qui assure lunicité de développement. o

Remarque 1.1. La réciproque du théoréme précédent est fausse. En effet, la condi-
tion que f est de classe C* sur tout compact contenu dans le domaine de conver-
gence 1—R, R[, ne suffit pas a assurer que cette fonction soit développable en série
entiere, méme si sa série de Taylor converge. A titre d’exemple, on considere la

fonction f définie sur R par :
(1.36)

Par réurrence, on peut vérifier facilement, que cette fonction est de classe C** sur
RR. De plus pour tout k € IN, la dérivée de 'ordre k de f au point O est nulle. Donc,
si on suppose que f est développable en série entiére, son développement est la série

nulle, ce qui est impossible puisque f(x) # 0, pour tout x € ]-R, R[.

1.4.3 Condition suffisante de développement en
série entiere
Théoreme 1.4.2. Soit f une fonction indéfiniment dérivable d’une variable sur un

intervalle | — r, +r[. Une condition suffisante pour que f soit développable en série
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entiere est la suivante :
IM >0, tel queVn e N,Vx €] —r,+r[ona (f(")(x)l <M. (1.37)

De plus, pour tout x €] —r,+r[, ona:

Yo (o
foy =y L0 (139
n>0

Démonstration. Puisque f est indéfiniment dérivable sur | -7, +7[, la formule

de Mac-Laurin donne :

®(Q
Z f ( )y X7 f<"+1>(9x) ot 6 €10,1. (1.39)
(+1)!
11 suffit de montrer que limn_>+oo N = 0. En effet, par hypothese,
on peut écrire :
(n41) n+1
(6 . 1.40
(+1)|f (O < MIEy; (1.40)
n+1
Puisque il est le terme général d'une série convergente, on a donc :
) xn+1
T (1.41)
Par suite :
(n+1)
nl_lm)o (+1)'f (Ox) = (1.42)
La fonction f est bien la somme de sa série de Taylor sur | — 7, +7[. o

1.5 Développementen série entiére de fonc-

tions usuelles

1.5.1 Les fonctions sinus et cosinus

Ces deux fonctions sont de classe C*® sur R. Par récurrence, on peut

vérifier facilement que leurs dérivées n éme sont :
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sin®”(x) = sin(x+n§) (1.43)

cos™(x) = cos(x+ ng), (1.44)

et sont bien majorées par M = 1, pour tout x € RR. Elles sont donc dévelop-

pables en série entiere sur R tout entier, ce qui signifie que R = +c0. On a

donc:
sin(x) = D" 2an pour tout x € R (1.45)
L 2n+ 1)
(_1)n 2n
cos(x) = X pour toutx € R. (1.46)
n>0 (2n)!

1.5.2 La fonction exponentielle x — exp(x)

Cette fonctions est de classe C** sur toutintervalle |-, #[ . Par récurrence,
on peut vérifier facilement sa dérivé n éme est également égale a exp(x), et est
bien majorées par exp(r), . Elle est donc développables en série entiére sur
tout intervalle |-, 7[. Puisque r est quelconque, on en déduit que R = +oo.
On adonc:

exp(x) = Z J:l—’:, pour tout x € R. (1.47)

n=0

1.5.3 La fonction logarithme x — In(1 —x)

La fonction x — est développable en une série entiére sur ]-1,1[.

En effet, soit (x"),en une suite géométrique, on peut écrire :

1 n n+1
= kZ:()‘Xk+ lx_x,pour tout x € R/ {1}. (1.48)
On en déduit que :
1
T3 " Z x", pour tout x € ]-1,1]. (1.49)

n>0
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En intégrant terme a terme, on obtient :

n+1 n+1

_ B (=1
In(1 —x) = ,;1 o1 pour toutx € [-1,1] (car ;0 — converge).
B B (1.50)

Remarque 1.2. On peut appliquer les techniques des parties précédentes pour
obtenir a partir de ces cas autres développements. Ces techniques sont adaptées aux

fonctions suivantes :

cosh(x) =

exp(x) + exp(—x) _

xZn
5 ik pour tout x € R. (1.51)

(2

L ep)—exp(-y) g ]
sinh(x) = 5 = % ot pour tout x € R. (1.52)
1 1 1 1 B n b| |b
s . " EZ(_D (E) X ,pourtoutxe] ‘a , [ eta,b #0.
1 ( bx) n>0
(1.53)
1 _ 1 _ _1\1A2n _
T2 170 - ;6( 1)"x°", pour tout x € |-1,1]. (1.54)
X At (_1)nx2n+1
arctan(x) = fo T Z a1 Pour tout x € [-1,1]. (1.55)
rg th(x) = 1ln(ler)—Z:ﬂ our tout x € [-1,1] (1.56)
e MY T L 1P L '

1.5.4 Fonctions rationnelles

La décomposition d"une fonction rationnelle en éléments simple et 1'uti-
1

1-x
nous permettent de développer en série entiére une fonction rationnelle.

lisation du développement en série entiére de la fonction x — f(x) =

Exemple 1.5.1. On consideére la fonction rationnelle f(x) = T
On a alors
1 1 1 x\"
- ix— -V (% -2,2[. 1.57
fO=-3x 15 ="31,(3)  xe122 (157)

n=0
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1.5.5 Application alarésolution de certaines équa-
tions différentielles

On va exposer ici sur un exemple d’une équation différentielle, une
méthode qui nous permet de trouver une solution sous forme d"une fonction
développable en série entiere sur certain intervalle |-7, [ .

Considérons alors I’équation différentielle :

1
2xy'+y—1_x:0. (1.58)

Supposons qu'il existe une série entiere y(x) = }.,5o 4,x" de rayon de conver-
gence r > 0.

Pour tout x € ]-1,1],

1
=1 ", 1.
— +Zx (1.59)

n>1

Nous avons donc :

2xy+y- 1%{ =+ Z(Zn + Danx" — [1 + Z x"J =0. (1.60)

n>0 nx=1

On en déduit que :

ap=1leta, = (1.61)

2n+1°

Par conséquent :

x‘l’l
y(x) = Za 5 o1 Powr tout |-1,1[ (1.62)
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