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Solutions des exercice des suites et des séries de fonctions

1. Solutions des exercices des Suites de fonctions

Solution de ’exercice n°1

Etudions la convergence simple et la convergence uniforme des suites de
fonctions :
1. f,(x) = ﬂ Ey = [—a,a] puis sur E; = [a, +oo[ (a > 0)
- in - 1 + nle 1= 7 p 2 = 7 .
1.1 Convergence simple : Si x = 0, f,(0) = 1 etsix # 0, lim f,(x) = 1. la

suite de fonctions (f,) est donc simplement convergente sur E; = [, a] vers
1, six=0,

f,ouf(x)z{ -1, six#0

1.2 Convergence uniforme :

1.2.1. Sur E; = [-a,a]. La fonction f n’est pas continue sur R, il en résulte
que (f,) ne converge pas uniformément sur E; = [—a,4].

1.2.2.Sur E; = [a,+o[ (a>0). On a

2
1+ nx?

2

1 — nx?
— S .
1 + na?

1+ nx?

fal@) = f(2)] = (—1)‘ = ‘

Cette derniere quantité tend vers 0, et la suite de fonctions converge unifor-
meément vers —1 sur E; = [a, +oo[ (a > 0).

2 £,(0) = 17—, Ea = [0,11.

2.1 Convergence simple : Si x = 0, f,(0) = 1 etsi x # 0, lim f,(x) = 0. la
suite de fonctions (f,) est donc simplement convergente sur E;3 = [0, 1] vers
la fonction nulle f = 0.

2.2 Convergence uniforme : Puisque chaque fonction x € E3 = f,(x)— f(x) =
est croissante sur E3, on a donc sup ) fa(x) = f (x)| = ——. Cette der-

1+ nx 1+n
niére quantité tend vers 0, et la suite de fonctions converge uniformement

vers 0 sur E;

3.f,(x) = cos(5 -:lnx

)/ E4 =R
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3.1 Convergence simple : Si x = 0, f,(0) = cos(g), et lim £,(0) = 0. Quand
x # 0, lim f,(x) = cos(x). Dans tous les cas, la suite de fonctions (f,) est donc
simplement convergente sur E; = R vers f, ot f(x) = cos(x).

3.2 Convergence uniforme : Nous avons

|fn(x) _ f(x)| _ cos(5 + nx) — cos(x)| = |cos(x) x COS(%) — sin(x) X sin(g) — cos(x)
< cos(x)| X ( cos(g) - 1‘ + |sin(x)| X sin(g)’)
25 5
= ﬁ E.

Cette derniére quantité tend vers 0, et la suite de fonctions converge unifor-

mement vers 0 sur E4.
in(nx
4 fy(x) = SO

4.1 Convergence simple:Six =0, f,(0) = 0 et six # 0, lim f,(x) = 0. la suite

et £,(0) =0, Es = R puis sur E¢ = [, +o0[ (a > 0)

de fonctions (f,;) est donc simplement convergente sur R vers f(x) = 0.

4.2 Convergence uniforme : 4.2.1 Sur Es = —R. Considérons la suite de
points (x, = % ). On a |fn(x,,) —f(xn)| = % -+ 0, il en résulte que (f,) ne
converge pas uniformément sur Es = RR.

42.2. Sur Eg = [a,+00[ (a > 0). On a |fu(x) - f(x)| = 1

nx

sin(nx)
nx

%. Cette derniére quantité tend vers 0, et la suite de fonctions converge
uniformément vers 0 sur Eg = [a, +oo[ (a > 0).

5. fu(x) =x"(1 —x), E; = [0,1].

5.1 Convergence simple : Six = 0 ou x = 1, f,(0) = f,(1) = 0, et la suite
converge vers 0. Si x € ]0, 1], lim,— 10 fu(x) = 0.

Finalement, la suite f, converge simplement sur [0,1] et sa limite est la
fonction nulle f(x) = 0.

5.2 Convergence uniforme : En effectuant un calcul simple, on trouve

1 n \
xsel[éﬁ] ‘fn(x) —f(x)| = ay, tel que a, = n+1 (n+ 1) '

Cette derniére quantité équivalente au voisinage de l'infini a e Puisque
cette quantité tend vers 0, quand # tend vers +oo, la suite de fonctions consi-

dérée converge uniformément vers 0 sur le segment [0, 1].
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2. Solutions des exercices des séries de fonctions

Solution de "exercice n°1

1.Six = 0,),50 fux) = 0 et la série converge. Si x € ]0, g] , la série de

fonctions de terme général :
fulx) = sin®(x) cos”(x), x € [0, g] ,neN 1)

est une série géométrique de raison q = cos(x) € [0, 1] , et donc elle converge

sur € ]O, g] Finalement

sin?(x) . L&
S(x) =4 1-cos(x)’ S1x e ]0' E] )
0,six=0.

2. Puisque S est discontinue en 0, }},5, f», ne donc converge pas uniformé-

i
ment sur [0, E]

Solution de 'exercice n°2

1.Six =0,),50 fa(x) = 0 et la série converge. Si x # 0, la série de fonctions

de terme général :

X

fu(x) = m, pourn>letxeR
PP . 1

est une série géométrique de raison q = T2 1, et donc elle converge
pour tout x # 0. Finalement

1

—,six#0

Sy =4 x ®)
0,six=0.

2. Puisque S est discontinue en 0, }.,5; f», ne donc converge pas uniformé-
ment sur IR.
3. Etudions la convergence normale sur [4,b] (0 <a < b). Ona

X X b
0= Ty S T S Tl

—, Vx €[a,b],
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qui est le terme général d’une série géométrique converge, et donc la série
de fonctions }’,.; f. converge uniformément sur [a, b] .

€ . 2. .
4. Calculons Y54 fl fn(x)dx. Puisque la série de fonctions est normalement

convergente sur [1, ¢], elle est intégrable terme a terme sur ce segment.On a

fon(x)dx:fon(x)dx: 16‘%’“:1.

n>1 n>1

alors :



