Commande par placement de poles pour les Systéme a une seule entrée et a une
seule sortie

Un systéme lin€aire stationnaire est décrit par I’équation d’état suivante :

{x:Ax+Bx
y=Cx

avec x E R"etu € R™ et y € RP. Le triple A et B est supposés a la fois commandable, ¢’est-a-dire tel
que la matrice de commandabilité, M., définie par :

M.=[B AB A*B A®B..A"'B]
soit de rang maximum :rang M, = n.

L’objet de I’étude est imposer au systeme une dynamique donnée par simple réaction d’état
comme suite :

u=r—Kx

dans laquelle K représente une matrice constant dont les coefficients sont a déterminer et r représente
les entrées de référence ou consignes du systeme.

1. Description du systéme

Dans cette hypothése la commande u est de dimension [ = 1. La méthode consiste a mettre le
modele du systéme, par le changement de base défini par la matrice P :

x = Px”
Sous la forme canonique :

{x* =A'x*+ B*'u

avec :
A* = P71AP, B* =P 1B, C*=CP,

ou A*et B* sont telles que :

- 0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0
A=y 0o o 1 o | B =o|- *

0 0 0 0 1 1

_—ao _al _az —an_z —an_l_



Cette forme de description fait apparaitre, dans la derniere linge de la matrice A", les coefficients
du polyndme caractéristique p,(4) de la matrice A, dont les racines sont les modes du systéme initial :

pa(Q) =det(Al — A) = ag + a4 A + azA? + -+ ap_ AV + A"
La commande s’écrit :

u=r—KPx",
soit :

u=r—K'x"
Expression dans lesquelles K et K* = KP désignent des vecteurs lignes.
2. Détermination du gain de bouclage
Dans chaque cas, le systéme bouclé prend la forme :

x*(t) = (A — B*K*)x* + B'r,

Qui met en évidence la matrice A* — B*K "caractérisant le régime libre.

Notons :
K* = [k, k3, ... k]
Il vient :
r 0 1 0 0 0 ]
0 0 1 0 0
A" = BK" = 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
|— (ki +ay) —(k;3+a,) —(kz+ay) ... —(kpq+anp) —(ky+a,_q)]

Qui admet comme polyndme caractéristique :
Py _pgr ="+ (kp + an DAV + (kg + @q A2 4+ (kg + an )+ (k] + ag)
Imposer les modes du systeme bouclé revient a imposer les coefficients a; de ce polynome, soit :
Pypgr =AM+ @ A1+ ay A" 2+ o+ a1 + a
On obtient alors par identification des deux expressions :
ay = ay + ky,
a, =aq +k;,

—_ *
On—2 = Qn-2 + kn—lJ



Un-1 = an-1 + knp,
Donc :
K =lay—apa; —ay, ..,an1 = ap1l,
Soit pour le systéme initial :
K=K*P1
Calcul du changement de base

Il peut s’effectuer simplement par récurrence a partir des relations : A* = P"1AP, B* = P71B.

notons p; la i**® colonne de P :

P = [py,p2, -, Pl

Il vient :
PA*=AP et PB*=B
Soit :
0 1 0 0
[ 0 0 0 0 }
[Py, -l 3 5 ¢ FAlpy, - 0nl
l 0 0 S 1 J
—Qy — o Tap2 T
pn =B

Développons la premiere de ces relations, il vient :

Pn-1~ Gn-1Pn = APn,

Pn-2 — An—2Pn = APn-1,

P1 — Q1P = Apa,
—aopn = Ap1,

Soit par éliminations successives :

Pn-1 = (A+ ay_1D)pn,

Pn-z = (A% + an_1A + an_,Dpy,

p1=A""+a, A" 2+ -+ a;Dpy,

0=(A"+a,_1A" 1+ -+ a;A + agDp,



Comme, d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, toute matrice vérifie son équation caractéristique, la
derniére de ces relations est toujours satisfaite. On obtient donc :

pp =B
Pn-1 = (A + an—ll)B = Apn - an—lB

Pn-2 = (4% + an_1A+ an_,1)B = Ap,_4 — a,_,B

pl = (An_l + an_lAn_z + -+ all)B = Apz - alB



