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Chapitre I: Cinématique des fluides

I-1- Rappel mathématique

I-1-1- Loi de composition interne : Somme vectorielle
La somme de deux vecteurs V et Vest un vecteur Wtel que :
v I_’: I/_’; R’ nous avons I_f = I;Z+I/_’; eR’

— — — —

5
Soit (a,.a,.a;) les composantes du vecteur V; d’ou: V, =a,e,+a,e,+a;e; et

— — — —

—
(b,.b,.b;) les composantes du vecteur V, d’ou: V, =b e +b, e, +b, e,

Le vecteur somme est defini par la relation :
— — — — — —
W =V+V,=(a,+b)e+(a, +b,)e,+(a, +b,)e,
I-1-2-Multiplication par un scalaire
Si A estun nombre réel et ¥ un vecteur, leur produit est un vecteur.
YieR . Y VeR =======> W=AVek’

— —
Le vecteur W est colinéaire au vecteur 7 .
— — — —

— —
S1le vecteur V' a pour composantes (a, b, ¢)tel que : V =a, e,+a, e,+a; e; ; le vecteur W

— — — —
s’écrirait : W = Aa, e+ Aa, e, + Ja, e,
La multiplication d’un vecteur par un scalaire vérifie les propriétés suivantes :

—

a) Distribution par rapport a I’addition des scalaires : (A, + A,)V =AV+ A,V ;



— — — —
b) Distribution par rapport a la somme vectorielle :  A(V+V,)=AV,+ AV, ;
— —
c) Associativité pour la multiplication par un scalaire : A,(A, V)= A A,V

1-1-3-Produit scalaire de deux vecteurs

On appelle produit scalaire de deux vecteurs V; et V, une loi de composition externe qui

-
assocle aux deux vecteurs, un scalaire (nombre réel) noté: V.V, tel que:

i
i

—

v eR’ =V.V,eR

—
[&~]
3]

— —

— — - =
Vs =1 Valleos(V,.V,) : lereésultat d’un produit scalaire est un scalaire.

Le produit scalaire est nul, si:

*  Les deux vecteurs sont orthogonaux :

= T ’un des vecteurs est nul.

I-1-3-1-Expression analytique du produit scalaire

— —
Solent deux vecteurs 7, et ¥V, .Leurs expressions dans cette base sont :

— — — —
Vi=a,e+a,e,+a;e,

— — — —

V,=be+b,e,+b,e,

rA

Le produit scalaire des deux vecteurs est donneé par :

—* — — — —* —* —* —*

1-1-4-Base orthonormée

Une base est dite orthonormee si les vecteurs qui la constituent sont perpendiculaires deux a

- = =

deux et si leurs normes sont égalesa 1. S1 b = (¢, e,,e; ) est orthonormée nous avons alors :

- = - = - =
e-e, =0 gee; =0 . e,ee; =0
- — - - = - - — -
2 2 2
e —e¢ =1 e,ee, =e, =1 | ejee;=e; =1

I1-1-5- Produit vectoriel de deux vecteurs



—

— —
Le produit vectoriel de deux vecteurs ¥, et V, de l’espace R’ est un vecteur ¥’

perpendiculaire a ¥, et V, _definipar: W =V, AV, =|V| |V, sin(Vl,VzJ n
. V+V ) W=V, " W+T,A W
WA+ 1V)=mnV, +WAVl,
ATVYA W =2V A )
s — — — —
VAAW )= A(V A W)
— — — —»
* AV, ==, AT
— — — — —
VAV=—(VaAnV)=0
] T
S1 b =(g.e,.e,)est orthonormee nous avons :
) — — — — — — — — —
Sens direct : eNe, =e, : e,Ne, =g e;Ne =e,
— — — — — — — — —
Sens oppose : e, Ae = —e, . e;Nne, =—g . e Ne =—e,

I-1-5-1-Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonormé direct

— —

Le produit vectoriel de deux vecteurs V) et V, de composantes respectives dans une base

X, X,

orthonormeée direct R: T»_’:: Y, et I;;: Y,

R4 rR%
X, X, YZ,-277,
AV, =Y. AlY, = 12X, -X,Z,
Z, Z, XY, -YX,

I-1-6-Produit mixte



—- = =

On appelle produit mixte )de trois vecteurs V,.V,.V; pris dans cet ordre, le nombre réel défini

e

par: VI(IZ/\IZ]
(PR )< P{ P2 ) (R

|

[}

.

ANBAC =B(A4-C) — C(A4.B)

I-1-7-Opérateur gradient dans un repére orthonormé¢  R(O. i, j, k)

e : . o_07 0= 07 . e
On défini "opeérateur vectorielle noté : V= ™ i +a J+ 8—]» comme étant la dérivée dans
X ! =

I’espace suivant les trois directions des vecteurs unitaires.

Le eradient d’un scalaire U est défini comme étant la dérivée vectorielle suivant les trois

directions respectives 7, j,k par rapport aux variables : x, y, = .
_____ oUu— ¢eU~—= oU~> T
/ k ou gradU = VO

dU ,2) = +
gradU(x,y,z) = @xr @lj %

- = —

|-1-8-Opérateur divergence dans un repére orthonormé¢ ~ R( (. 7 , 7, ,fg)

— —

— —
La divergence d’un vecteur V' =V_i+V j+V_ k estdeéfinie comme étant le produit scalaire

de I'opérateur : V = g f+§ J+ Ek par le vecteur V' :note: divl =V.V
ox Oy 2
— A = 3 — ) — 4 — — — ol/d (_QV‘ oV
div(V') = i:‘+i]+£k -[Vr i+V, j+V. k]: A A A
ox oy Oz - ‘ ) ox Oy o0z
—- — —

La divergence d’un vecteur est un scalaire.
|-1-9-Opérateur rotationnel dans un repére orthonormé ~ R( (O, 7 , 7, f,:)

Le rotationnel d’un vecteur V' =V_i+V, j+V_ k estdéfinie comme étant le produit

. > 0> 0= 07
vectoriel de operateur : V = — r+ij+ —k par le vecteur V
Ox oy Oz
— s — —_— 5 — O — 5 —> —> —
rotV = V/\V rot(V) = —1+g]+8—]‘. A V]_r+VJ,j+V:k
x )z



R (LA

Ox ;J 5*‘-'

.. — = &) v av.
Sous la forme matricielle nous aurons : rot(V) =1 — A<V, = = — @—
) ' Z oy

Kl , av, a7,

4 : Ox oy

Remarque :

— —
S1 f estun champ scalaire et 4 et B deux vecteurs quelconques, les relations suivantes
sont verifices :

- ——=

- drv(fA) fdnA + Agradf :

_—_— 82 52 al
- Jor(rofA)—gmd(drvA) — AA . avec $:52+ +—

- rol(fA) = gradf A d) + frot(d)
- rot(gradf) =
- div(rot(4) =0 ;

- drv(A/\B) Berot(A)— A rot(B)

- grad(p+w)=grado+gradwy

- grad(py)=pgrady+ygradeo
rot(U+V)=rotU+rotV

- div(U+V)=divU +divV
I-2-Cinématique des fluides

I-2-1-Définition: La cinématique des fluides c'est la description du mouvement du fluide sans se

préoccuper des causes du mouvement.

I-2-2 -Description de Lagrange

Il s'agit d'une description de I'écoulement qui consiste a suivre dans I'espace fluide la position d'une
particule choisie en fonction du temps. Il en découle la définition de la « trajectoire » d'une
particule fluide : c'est I'ensemble des positions occupées successivement par une méme particule
(figure 1-1).



I-2-3-Description d'Euler
C'est une description de I'écoulement qui consiste a établir a un instant t donné I'ensemble des

vitesses associées a chacun des points de l'espace fluide. Ainsi, a chaque point M est associé une

vitesse V' susceptible d'évoluer dans le temps. L'écoulement du fluide est alors décrit au moyen
d'un ensemble de vecteurs vitesse appelé « champ de vecteurs vitesse ». C'est donc une image

instantanée de I'écoulement qui est utilisée.

I-2-4- variables d'euler Les variables d’Euler sont le temps t et les coordonnées Xi de la particule

fluide a I’ instant t, les fonctions a déterminer sont les vitesses Ui :

u = g1(ay,az,as,t)
v = g,(aq,a,,as,t)
w = gz(ay,a;,a;z,t)

1-2-5- champ d’accélération

La différentielle de la vitesse d'une particule de fluide (toujours la méme) vaut :

W, v, oY
dv = Zdt + = dx + == dy + == dz
at dx dy 2

Pour la composante de vitesse 27 on peut écrire :


http://res-nlp.univ-lemans.fr/NLP_C_M02_G02/res/fig_38.png
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R 1L — 17 — _
a 5c —+ Py —+ 5 —+ Py
av av = ov
ay—at—l—uax—l—va —+ 5
aw w adws agw
a, = — — — + w—
= It + dx + oy d=
Soit vectoriellement
. dv’ v’ o -
a = — = — + - gra
dt at '8 |
e P accelération convective
acceleration totale acceleration locale

I-2-6- Ligne de courant (ligne d’écoulement)

Une ligne de courant est la courbe qui est tangente en chacun de ces points au vecteur de vitesse

£

en ces points.

N
jrgl

figure 1-3

Placons a un instant donné t, une courbe qui en chaque un de ces points, est tangente au vecteur
vitesse correspondant est dite ligne de courant. Si dx, dy et dz désigne les composantes d’un

élément dl pris sur une telle ligne on dit avoir :

. _ dx Ul(xr }"; ZJ t) 0
ANV =0 = |dy AN |Uz(x,y,z,t) = |0
dz Us(x,v,z,t) 0

Nous aurons Une Ligne de courant est définie par les équations différentielles suivantes :
A v =

7e 2 % "



Exemple
On en\rjisage I’écoulement bidimensionnel suivant tel que le vecteur vitesse d’une particule fluide
soit :
V = (A + at)xX, + BX,
Déterminer les lignes de courant a un instant et la trajectoire.

Réponse :

Les lignes de courant sont données par I’équation :

[Les lignes de courant sont données par 1’équation :

dx . dx»
Ul(x:yr Ly t) o UZ(xr V., =z, t)

qu a I'instant ¢y donne 1c1 :

dx;  dx
(A+at,) B

Une intégration directe donne I’équation suivante:

%,
(A+at,) B

Il s’agit de I’équation d’une famille de droites. Les lignes de courant sont

donc, a I’'instant t,, des droites.

1rajectoire :

dxl - Uldt == (A + (It)dt < {xl = At + a/z tz +x10
de = Uzdt — Bdt x2 = Bt + x20

En éliminant le temps entre x; et x5, on trouve :

X2 — X320 a

B + B2 (2 = X20)* + X419

x, =4

Les trajectoires sont ainsi des paraboles.

I-2-7- Ligne d'émission



Toutes les particules étant passées par un méme point E sont situées a l'instant ¢ sur une courbe

appelée « ligne d'émission »

. . trajectoire trajectoire
trajectoire at 3t
...at ' I g trajectoire
..at
trajectoire de la particule
P, émise en E af;
e P P. P,
e
.\\\
ligne d'émissior
E relative aE at
figure 1-4

I-2-8-L"équation de continuité

Mathématiquement, elle est représentée, comme étant le taux de variation de masse d'un
systeme est nul. Par définition, un systéeme = quantité de masse fixe.

dam

= 0

dt lgysteme

Considérons un élement fluide parallélépipédique de volume dV=dxdydz (voir Fig.l-5)

incompressible au repos.

Volume de
contrile \\ |

prdydz | o

Opu
.| pu+—dx |dydz
'(‘0 & ] Y

- — = — - L — — Jr ¥

F
e
ra

/’ 'y dy

;--'/'/ ax '/

pwdxdy

figure I-5 Volume de contrdle d’un élément fluide parallélépipédique



dp
fvcadv + Zi (piAiVi)Sormntes _Zi (piAiVi)EntmnmS =0

. dp __adp
Avec, | . " dV = . dxdydz

Essayons de développer les termes de 1’équation ci-dessus suivant les trois axes o0x, oy et oz.
Pendant le temps dt, il entre par la face dydz un débit massique de fluide égale a :

pudydz.

Pendant le méme temps, il sort part la face opposée dydz, un flux massique de fluide égale a
celui qui est entré, augmenté de sa différentielle partielle par rapport a x. or seules les grandeurs

u et p peuvent varier suivant x. le débit massique sortant est donc :
a
[pu + = (pu)dx] dydz
La difference de ces deux termes donne :

ad
+ = (pu)dxdydz

Qui représente la variation (augmentation) du débit massique traversant le parallélépipede.
Par un raisonnement similaire, on peut déterminer la variation en débit a travers les autres faces.

Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau I.1.

Face Débit massique Débit massique Augmentation
entrant sortant
X dvdl= d | 0
puay [pu 4 Ix (pu)dx_ dydz +a (pu)dxdydz
.. syl d 1 a .
3 pvdxd- ov +a—(pb”)d}’ dxdz —|—$(pv)dydxdz
y |
z sdxey 3, 1 ad
pvaxay [pw +—(pw)dz| dxdy +—(pw)dzdxdy
0z ] 0z
Tableau I.1.
Aprés substitution de ces termes dans 1’équatior 2% — () , onobtient:

dt lsysteme

or 9p or 9p _
o dxdydz + == (puw)dxdydz + ™" (pv)dxdydz + P (pw)dxdydz = 0

10



On.

dp dp dp dp _
> T 3. (Pw) +—y(PU) +--(pw) =0

On.,
ap —
— + V. (pV) =20

: . i . dp
Pour un fluide incompressible, p = Cte, c.-a-d. - B 0
L’ équation de continuitée devient :

ou ov dw — . T3
— 4+ —+—=VV =divV =0
dx day dz
C'est la forme recherchée de I'équation de conservation de masse pour un volume de contrdle

infinitésimal dans un systeme de coordonnées cartésiennes.

I-2-8-1- L'équation de continuité appliqué au tube de courant

—»
—
51 52
— —
p1V1 p2V2
figure 1-6
dm
AT

dml = pldvl = p1(vlsl)dt
dm2 = p2dv2 = p2(v2s2)dt
dml = dm?2 si le fluide incompressible p1 = p2 donc vlsl = v2s2

1-2-9- Fonction de courant

1-2-9-1-définition: Considérons I'écoulement conservatif d'un fluide incompressible. Dans ce cas,
I'équation de continuité se formule simplement par : V#=0_ par ailleurs, quelle que soit la

quantité vectorielle A , en tout point de I'espace la relation mathématique VIV A 41=0 doit étre
vérifiée. Donc, par identification, on peut définir en tout point de I'espace le vecteur vitesse comme

résultant de ¥=V ~4 oy 4 peut alors étre qualifié de « potentiel vecteur ». La connaissance de
ce potentiel vecteur en tout point de I'espace permet donc d'en déduire les trois composantes du
vecteur vitesse en ce méme point :

11



a4, 0A,

u =

ay 0z
V=Vad=|p=2% 04
dz dx
B dA, JdA,
w = —_—
dx dy

Considérons maintenant que I'écoulement est bidimensionnel, dans le plan (x,y), impliquant que
w=0 et qu'il y ait invariance par translation suivant z, d'ou 2/¢z=0 || reste alors :

dA_
[T ey
V = dA.
v= dx
w = 0

On peut donc en conclure que le champ de

vecteurs vitesse d'un ecoulement plan dérive d'une quantite scalaire, la fonction
de courant W(x,y) = A,. La connaissance de cette seule fonction de courant
permet alors |d'en déduire le champ de vecteurs vitesse en tout point de

I'écoulement, par simple application de :

oY
u—ay

v

ax

Dans un systeme de coordonnées cylindriques, la démarche reste la méme et conduit a définir ¥, 2 |
pour exprimer les composantes cylindriques du vecteur vitesse comme :

1%
Y, = ——
orae
o
'I-:';__:-—_ -
or

1-2-9-2- Propriétés de la fonction de courant
Partant de la fonction de courant pour définir le vecteur vitesse, I'équation de continuité appliquée
dans le cadre d'un écoulement plan et conservatif d'un fluide incompressible permet d'établir une

propriété remarquable de la fonction de courant :

_ Flv Flv =

V= %x+fi?:D — ;L|UT|+
dx dw dxldy | 2|

dou: 0¥ @Y

dxdy Odvix

Considérons un écoulement plan (X, y) bidimensionnel, I’équation des lignes de courant peut

12



_ dx dy d=z
devenir : = =
i v W

LN
TR dy =0donc Y(x,y) =cst

Autrement dit, la tangente a la courbe est en tout point identique a I'orientation du vecteur vitesse
(voir figure 1-7). Une courbe qui présente cette propriété est alors une courbe que I'on a déja définie
comme étant une ligne de courant. 1l en résulte que la fonction de courant est constante le long
d'une ligne de courant.

W(x,y)=C"

X

figure 1-7
1-2-9-3- débit et lignes de courant

Considérons, au sein d'un écoulement plan, deux lignes de courant infiniment voisines (voir figure
I-7) et caractérisées par des fonctions de courant dont les constantes sont infiniment proches : ¥

et ¥+d¥ Considérons par ailleurs deux points M et M' appartenant & chacune de ces deux lignes
de courant et donnons nous pour objectif de calculer le débit volumique de I'écoulement a travers le
segment [MM']. Il s'agit d'un débit élémentaire qui peut se décomposer en considérant la somme des

débits traversant les projections selon * et ¥ du segment MM'. On a ainsi :

dgy=v,dy—v,dxgy |e signe - rend compte du fait que le débit & travers <% contribue
négativement au débit global. Or, les composantes de la vitesse peuvent se formuler en fonction des
a¥ aF

VS — V= —

dérivées partielles de la fonction de courant : oy et 7 dx : on obtient alors cette
nouvelle formulation du débit élémentaire :
¥

dgy=dy+Tdx
L = . .. —A?
0y @x  On vient ainsi de montrer que 49r=4%"

13



Evidemment, l'intérét de cette équivalence est qu'il est possible de calculer simplement le débit

volumique de fluide s'écoulant entre deux lignes de courant quelconques en intégrant 4% entre

deux points quelconques A et B appartenant a chacune de ces deux lignes (voir figure 1-8) :

E E
gy=J, dap=], ¥ =FgeHp - ¥,

/
/\;) =¥,

X
figure 1-8
1-2-10- Ecoulements rotationnels et potentiel des vitesses

VYV A

1-2-10-1-Définitions: Un écoulement est qualifié d'irrotationnel lorsque les particules fluides ne
subissent pas de rotation pure.

I-2-10-2-Mouvement et déformation d'une particule fluide : Au sein de I'écoulement, chaque
particule fluide subit des changements de position, d'orientation et de forme.

I-2-10-2-1-Termes d'élongation

c, D
 dydr
udt
C D A
A L] * % dxdt
Ox
dy : :
A’ ?
vdt 4
v PY Py
A B X
-+ dx >
Figure 1-9

La particule fluide subit une translation et une élongation.

yg (dx+SSdxdeidy+stdydii—dxdy
= el 2y :|_—+_—|df+_—_—dﬁ
R dady dx Dy dxdy

14
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la variation relative de volume (ou taux d'expansion du volume) de la particule fluide comme :

AV |du dv dw
=| = + =
V dx Qdy 0Oz

1-2-10-2-2-Termes de déformation angulaire et rotation

Vi M dyde D
oy P
CT
udt °
B,
C D
A L @
; *as t Bv
<\7 s B [ Y dxdt
dy 4 \ @ Ox
<\7 A Ivdl
A. %B s
s dx >
Figure 1-10
Daxde Sayde
a=tando=—mm— =2V 4;  df=tandf=—t %4
dx ax dy oy
da Jdv
WA,y = — = —
AX T 4t T ox
dp u
(D , — e — e —
Ay dt dy
1 1 dv oOu
@ =g (Oaxt oay) =3 G55
1 ow OJv
(D — — — —
X 2%y 0z
1 ou Jw
(D — — — —
Y 2%z o0x

Donc le vecteur de la vitesse angulaire est:

® = Wyl + Wy + wk

15



dy 0z

1(6W 617)9 1<6u 6W>% 1(61} ou
dz Ox

) ) ]+§ ox Jdy

— —
Le vecteur de tourbillon est {) = 2w

I-2-11- potentiel des vitesses

Pufisque le vecteur tourbillon n'est autre que le rotationnel du vecteur vitesse :
- 1.
Q= Erot vV

il en résulte qu'un écoulement irrotationnel doit vérifier :

_—

rotV=0

Or, quelle que soit la fonction scalaire @, la relation mathématique V A (ﬁ(l)) =0

est toujours vraie. Donc, par identification de V avec V& , on peut définir le

champ de vecteurs vitesse dun écoulement a partir de la seule fonction

scalaire @, que 'on nommera désormais potentiel des vitesses. Il en résulte que

les composantes du vecteur vitesse s'expriment en fonction des dérivées partielles

du potentiel des vitesses :

od dad adb

=% "Ta YTz

Sur la base des meémes hypothéses que celles posées pour définir la fonction de
courant, supposons que l'écoulement soit conservatif en plus d'étre irrotationnel :
dans ces conditions, on doit vérifier 1'équation de continuité sous sa forme :
V® =0 ; ce qui conduit a :
du adv ow 0 2d  9%2d 9%
= +

—+—+—=0 35—+ _ =0 = AD =0
6x+6y+62 ox?  dy? 0z?

1-2-11-1- Remarque
S1 I'écoulement est irrotationnel, la fonction de courant doit également vérifier

l'équation de Laplace. En effet, on a :

ad av
- dx dy _ P’y 9y
rotV =VA V=0 =] 0 |A Mw|l=0 = ——=0 @AY =0
— __ ax?  ady?
ay ax
0 0

16



Y(x,y)=C"

Figure 1-11

Au sein dun écoulement plan, 'équation @(x,y) = cte définit une courbe qu'on
nommera « équipotentielle ». Le potentiel des vitesses étant constant le long

d'une telle courbe, on doit vérifier :

i dd
db = —dx + —dy
dx dy
Or,
- dd o do
“= dx ev= dy
doi : udx +vdy =0 devant étre vérifiée en tout point de l'équipotentielle.
Autrement formulé, on a :
dy u
dx v

ce qui signifie qu'en chacun de ses points, la courbe est orthogonale au vecteur
vitesse

(I en résulte par ailleurs que les équipotentielles sont partout orthogonales aux lignes de courant.
La figure 1-11 illustre cette propriété a partir d'un exemple d'écoulement plan ou les lignes de

courant sont représentées en traits pleins et les équipotentielles en traits pointillés.

17



Y p (e

X

Figure 1-12

La signification physique de ces equipotentielles se comprend a travers le calcul de la longueur d'un
élément d'arc le long d'une ligne de courant entre deux équipotentielles (voir figure 1-12). Si les

deux équipotentielles sont infiniment

proches, on peut considérer que leurs deux constantes respectives difféerent d'une
quantité élémentaire d® (I'une est de constante @, l'autre de constante @ + dd). 51
on note ds la longueur de 1'élément d'arc, il peut se décomposer en :
J
= [d+2 V2
ds =,/dx? + dy
Par ailleurs, on a déja établi que :

il Jd
do = 2 dx +°
dx dy

dy = udx + vdy

avec localement le long de la ligne de courant :

dy v
dx  u
d'on :
XY — v -
dy = " dx
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et donc :

e u?® + v? Ve

dd = udx + —dx = ———dx = —dx
u u u

On obtient de meme

2
dd = —dx
u

et on en déduit que :

u 1
dx :U_Edq'} et d_}f :ﬁd@'

Ainsi, la longueur de l'élément d'arc se reformule :

u 2 v 2 \/uz + 12 dd

ds = |(77d®) +(5zd®) = [—5—d®? soit ds=—+

I-2-11-2- Condition de cauchy-Riemann

Pour un écoulement en x, v le potentiel des vitesses est tel que :

dd
u=—-—
dx
dd
p=—
dy
La fonction de courant W est telle que :
G
U= 2y
aw
= dx
On tire :
ad> oW
ax ady
a>  aw
ay  Ox
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I-2-12- potentiel complexe des vitesses et exemples d'écoulements plans

Lorsquun écoulement plan est conservatif et irrotationnel, il peut étre
complétement décrit au moyven dune fonction analytique complexe appelée
« potentiel complexe des vitesses .. Cette fonction complexe [(2) comporte une
partie réelle correspondant au potentiel des vitesses @(x,y) et une partie

imaginaire correspondant & la fonction de courant W(x,y). On définit ainsi :

f(2)=d+iWouz=x+iy=re?
1-2-12-1- Ecoulement uniforme

Considérons I'écoulement plan dont le potentiel complexe des vitesses se formule :

Fizi=Uzon U estune constante réelle. Par identification des parties réelle et imaginaire avec
respectivement le potentiel des vitesses et la fonction de courant, on obtient :
®=Ux
fe)y=Ux+iy) = +i¥ =
Y=Uy
Les lignes de courant sont alors définies par ¥ = cte = U y = cte, d'ou y = cte Vx :
il s’agit donc de droites horizontales (toutes paralléles a l'axe x). Tandis que les
équipotentielles sont définies par @ =cte = Ux =cte, d'oa x = cte ¥y : il s'agit
alors de droites verticales (toutes paralléles A l'axe y). Comme il se doit, on
remarque que les lignes de courant sont de fait orthogonales aux équipotentielles.
On peut par ailleurs en déduire le champ de vecteurs vitesse en utilisant soit la
fonction de courant, soit le potentiel des vitesses :
do  Jdv

=Ty Y

e

F:Uex

Q zclc

LIJ - th

<l
<i

T S oo
A

<l
<i

<l
<i

L 3
A

ITITY YITIIE DITYRNY TR RS
A

<l
<l

X

Figure I-13 Ecoulement rectiligne uniforme de vitesse [/
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1-2-12-2- Ecoulement plan autour d'une source ou d'un puits
Considérons I'écoulement plan dont le potentiel complexe des vitesses se formule :

Fizi=Clnz oy T est une constante réelle. Pour faciliter le traitement mathématique, il

. . Y - ) . . .. . i
conviendra de travailler préférentiellement en coordonnées cylindriques ; ainsi : £=7¢

f(z)=Cn(re®) =Clnr+iCO = + i¥
ou I'on peut identifier le potentiel des vitesses (partie réelle) et la fonction de courant (partie

imaginaire) :
¢(r,8) = CInr

w(r,0) = C8
Les lignes de courant sont telles que W(r,0) = (8 = cte = 6 = cte Vr, autrement
dit il s'agit de droites passant toutes par l'origine du repére. Les équipotentielles
doivent vérifier que @(r,0) = Clnr =cte = r = cte V6 : il s'agit de cercles tous
centrés sur lorigine du repére. On vérifie bien ainsi qu'en tout point de
l'écoulement les équipotentielles sont orthogonales aux lignes de courant. Par

ailleurs, le champ de vecteurs vitesse s'obtient en calculant :

Jo  1a¥

U=——=———= C
dr r df u=— .
= " douV=—g
Cldd 0w o !
V=Y00 T or V=

On a donc un écoulement radial, centré sur l'origine du repere, ou la vitesse est inversement

proportionnelle a la distance a I'origine (voir figure 1-14). On remarquera que selon le signe de la
constante &, I'écoulement peut étre divergent ou convergent : si © =0 alors I'écoulement est

divergent et correspond a I'effet d'une source a I'origine ; si €=U I'écoulement est convergent et

correspond & I'effet d'un puits a I'origine.
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figure 1-14

le débit volumique de I'écoulement radial a travers un cylindre d'axe ©Z (perpendiculaire au plan

de I'écoulement), de rayon 7, et de hauteur <Z=1_ L'écoulement ayant lieu & travers la surface

latérale du cylindre, on peut calculer :
gv=|[ 5ads=[. vardez

ou %=% ot v=Clre,

On obtient donc :

I
av=1, Lde=onovsr
- ¥
Ainsi, indépendamment du cylindre choisi, la constante & est égale, & <7 prés, au débit généré

par la source ou le puits. C'est la raison pour laquelle on formule communément I'écoulement

généré par un puits ( 9~ ) ou une source ( ¥~ Y ) par:

fIZI:,j—Flnz
m

ol 9¥ est le débit volumique par unité de hauteur de I'écoulement plan (en m? ™ ).
1-2-12-3- Remarque

Cette formulation vaut pour un puits ou une source centré a l'origine du repére. On peut trés bien

envisager un écoulement centré en un point quelconque du plan, de coordonnées %0~ %+ en

gy
. flzl:—1n|z_zu|
formulant simplement 2m

22



I-2-12-4- Vortex ou tourbillon libre
Consideérons I'écoulement plan dont le potentiel complexe des vitesses se formule :

Flzl==iClnz oy € est une constante réelle. Une nouvelle fois, il est plus approprié de travailler
dans un systéeme de coordonnées cylindriques. Développons cette fonction pour identifier le

potentiel des vitesses et la fonction de courant :

f(z)=—iCln(re®)=CO—iClnr =@ +i¥
d'on :
®(r,0)=C0
VY(r,0)=—Clnr
Les lignes de courant sont telles que W(r,0) = —C lnr = cte = r = cte V, autrement

dit il s'agit de cercles tous centrés sur l'origine du repére. Les équipotentielles
doivent vérifier que ®(r,0) = C# = cte = 6 = cte ¥r : il s'agit de droites passant
toutes par l'origine du repére. On vérifie encore qu'en tout point de 1'écoulement
les équipotentielles sont orthogonales aux lignes de courant. Par ailleurs, le

champ de vecteurs vitesse s'obtient en calculant :

_a¢_1aw =0
= ar  r ao -
1dd - ayr

V= rao  ar

Figure 1-15: écoulement orthoradial

On a donc un écoulement orthoradial, tournant autour de I'origine du repére, ou la vitesse est
inversement proportionnelle a la distance a I'origine (voir figure 48). On notera la différence avec

I'écoulement radial généré par un puits ou une source : les lignes de courant et les equipotentielles
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sont inter-changées. Par ailleurs, le signe de la constante = définit le sens de rotation : si & =0

le vortex tourne dans le sens trigonométrique ; si C < 0, il tourne dans le sens horaire.

La signification physique de la constante < est en rapport avec la circulation du vecteur

vitesse autour de l'origine du vortex. Pour le comprendre, calculons la circulation du vecteur vitesse

le long d'une ligne de courant définie par un cercle de rayon * centré sur l'origine ; on a ainsi :
- o - 3T - _ PR C .,
r=¢ vdi=| vrdéd=| =rdé=2nCV%r
PN ] =0 P
On en déduit que la circulation est une propriété intrinseque du vortex. En conséquence, on
formulera plus communément le potentiel complexe des vitesses correspondant a un vortex en

faisant apparaitre sa circulation :

flzl:—iz:l—lnz

™

-
|

ot I =0 le fait tourner dans le sens trigonométrique et I =0 dans le sens horaire.
1-2-12-4-1-Remarque

Cette formulation vaut pour un vortex tournant autour de I'origine du repére. On peut trés bien

envisager un vortex tournant autour d'un point quelconque du plan, de coordonnées %0~ %+ >a
Flzi=—i Llnlz—:zr,:I [

en formulant simplement 2m

1-2-12-5- Doublet et dipdle

Consideérons I'association d'un puits et d'une source au sein d'un méme écoulement plan.

Positionnons la source de débit +¢ en (x=+a,»=0! et le puits de débit —¢

en 'x=—a,y=0] || s'agit alors de I'écoulement généré par un « doublet ». Puisque la
superposition d'écoulements élémentaires s'opere par simple addition de leurs potentiels complexes
des vitesses, I'association du puits et de la source se formule par :

f|Z|:+2g?1n|Z—cI|—Eiln|Z+ﬂl

Le traitement mathématique de cette fonction est simplifié en faisant appel a deux systemes de
coordonnées ; definissons alors deux reperes cylindriques tels que :
id
I|=Z—a=re
2

_ _ 2
Z,=rta=rgg

et reformulons /2! en conséquence :

fIzIzziulnzl—lnzjuziulnrlﬂ v:"l—lnrj—z'v:"zu:illn Dt f,—05 1]

T m m .?"2
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Par identification de la partie réelle avec le potentiel des vitesses et de la partie imaginaire avec la

fonction de courant, on obtient :

g
P ==l —
S 2m nrg
‘ff:;—ﬁl.'_—'.'l—.'_-'.'gl

Par définition, les lignes de courant sont telles que ¥ =Ct= et conduisent & tracer des courbes

vérifiant; =17 F2=Cte | 4 figure 1-16 montre alors que de telles courbes sont des cercles
passant par l'origine du puits et I'origine de la source et ayant comme centre un point de I'axe ¥ .
Sans faire le calcul du champ de vecteurs vitesse, on oriente intuitivement le parcours des particules
fluides en constatant logiquement que I'écoulement diverge depuis la source et converge vers le

puits.

Figure 1-16
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