I1I. Systéme de preuve

1. Introduction
Pour prouver qu’une formule est satisfaite ou non, qu’une formule est

valide ou non, qu’un ensemble est compatible ou non, ...etc., on dispose
seulement de la table de vérité

Bien qu'il soit possible d'énumérer toutes les valuations pour établir une
table de vérité, la méthode est coliteuse en espace et en temps :

e n variables dans la formule => 2" lignes
e Formules complexes => un grand nombre de colonnes

Une preuve plus courte est préférable. Le probléme est de comment
prouver une formule sans utiliser la table de vérité ?

Il existe plusieurs systemes de preuve développés dans les
mathématiques. Dans ce chapitre, nous allons voir, la méthode des
tableaux sémantiques, et la méthode de la déduction naturelle.

2. Méthode des Tableaux sémantiques

En utilisant la méthode des tableaux sémantiques, nous allons voir
comment faire :

a) La preuve de la satisfaisabilité d’une formule propositionnelle.
b) La preuve de la validité¢ d’une formule.

¢) La preuve de la consistance d’un ensemble de FP.

d) La preuve de la conséquence logique.

Dans la suite, nous notons par ¢une formule propositionnelle
quelconque.

a) Preuve de la satisfiabilité d'une formule

Pour prouver qu'une FP ¢ est satisfaite on cherche systématiquement un
modele. Donc :

- On suppose que ¢ est Vraie.
- Et on cherche un mod¢le v pour o.

Pour cela on applique l’algorithme de la méthode des tableaux
sémantiques (TS) :

Algorithme de la méthode des TS

L’algorithme construit a partir d’une formule ¢ un arbre noté T dont les
nceuds sont des ensembles de formules.

1-Initialisation : Au départ, I’arbre ne contient qu’un seul nceud :
I’ensemble {o¢} ;

2-Tant qu’il existe une feuille F de 1’arbre qui contient une formule \ qui
est simplifiable (non littéral) faire :

- Si y est simplifiable par une a-regle, alors on créer un fils FO a F
ou FO est obtenu supprimant v de F et en ajoutant la formule (dans
le cas d’une double négation) ou les deux formules (pour les autres
cas) obtenues par la simplification.

- Si y est simplifiable par une -regle, alors on créer deux fils F1 et
F2, chacun étant obtenu en supprimant  de F et en ajoutant
respectivement les formules obtenues par la simplification.

3-Si toutes les feuilles contiennent une paire de littéraux complémentaires
alors ¢ non-satisfaite, sinon ¢ satisfaite.

Remarque :

1. Quand on sélectionne une conjonction on a une seule branche, on
appelle ce type de régles a-regles

2. Quand on sélectionne une disjonction on a deux branches, on
appelle ce type de régles les B-regles

Voici les tableaux sémantiques correspondants aux o-regles et -regles
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Les a-régles

{Ff} {1} {01702} |{ l01ve2) } |{[(01-02} |{01¢ 02}
I | |

R

{0} {91,902} |{lo1, lp2} |[{p1, lp2}

{a1}
{o1,02}

{o1—92,
p2—-01}

Toutes les a-régles sont synonymes a des conjonctions

Les B-régles

FP}  |{o1vo2} |{l01702)} |{p1-02} |{l(01 <02)}

ANVANRANEANNA

BT 2 |toT) (02} |(lon (923 |(lo1} fozy | L @1792)
{(p2—01)}

Toutes les B-régles sont synonymes a des disjonctions

Dans les exemples suivants, on utilise 1’algorithme précédent pour
prouver que les formules suivantes sont satisfaites ou non, et en déduire
leurs mode¢les

Exemplel : la formule ¢ : A A(1B v]A) est satisfaite ou non ?

{ AA(IBVIA)}

{ A, IBvI]A}

TN

{ A]]B}

V(A)=1, V(B)=0
Donc A A(1B vIA) est satisfaite
Remarque :

Le probléme de preuve de satisfaisabilité de ¢ a été réduit a un probléme
de satisfaisabilité d'un ensemble de littéraux.

Un ensemble de littéraux est satisfaisable ssi il ne contient pas deux
littéraux complémentaire ex : {A, 1A}

Exemple 2 : la formule ¢ = (AvB) A (1BAA) est satisfaite ou non ?

@ =(AvB) A (I BAlA)

{ (AvB)a (I1BAlA) 1}

{ AvB, 1BAlA }

{ AvB, 1B, 1A}

{A B 1) {BB A}
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Donc ¢ = (AvB) A (1BA | A) non satisfaite

Exemple 3 : la formule ¢ = A v ( BAC ) est-elle satisfaite ?

{ AV (BaC) }

e

{ A} { BAC }

{B.C}
Les mod¢les de ¢ considérant I’ensemble de littéraux {A} sont :
1. V(A=1 V(B)=0 V(C)=0
2. V(A=1 V(B)=0 V(C)=1
3. V(A=1 VB)=1 V(C)=0
4. V(A=1 V(B)=1 V(C)=1

Les mode¢les de ¢ considérant I’ensemble de littéraux {B, C} sont :
1.V(A)=0 V(B)=1 V(C)=1
2. V(A=1 V(B)=1 V(C)=1

Exemple 4: idem pour la formule ¢ = (AAB ) — C

¢=(AA B)C

{ (Aa B)C }

{ I(Aa B)} [e}

ysont :
{1A} {18}

En considérant le premier ensemble de littéraux :
1. V(A)=0 V(B)=0 V(C)=0
2. V(A=0 V(B)=0 V(C)=1
3. V(A)=0 V(B)=1 V(C)=0
4. V(A=0 V(B)=1 V(C)=1
En considérant le deuxiéme ensemble de littéraux :
1. V(A)=0 V(B)=0 V(C)=0
2. V(A)=0 V(B)=0 V(C)=1
3. V(A)=1 V(B)=0 V(C)=0
4. V(A)=1 V(B)=0 V(C)=1
En considérant le troisiéme ensemble de littéraux :
1. V(A)=0 V(B)=0 V(C)=I1
2. V(A)=0 V(B)=1 V(C)=1
3. V(A)=1 V(B)=0 V(C)=I1
4. V(A=1 V(B)=1 V(C)=1

Exemple S : En utilisant la méthode des tableaux sémantiques, quels sont
les modéles de la formule g = A« B ?

(Ao B}

{A>B,B>A}

/ S

{IA.B>A} {B,B>A}
(1A, 1B} {1a.A} {8.18) {(B.A)

Les modéles sont :
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V(A)=0 V(B)=0 V(A)=1 V(B)=1

Remarques :

La méthode des tableaux sémantiques permet de:
v" Prouver si une formule est satisfaite ou non
v" Déterminer un ou tous les modéles d’une formule

b) Preuve de la validité d'une formule

Noter que : Une formule ¢ est valide veut dire ¢ est une tautologie.

Théoréme : ¢ valide < | ¢ est non satisfaite

Démonstration
@ valide © vv[p], =1
© Yv[-pl, =0
<] est non satisfaite

Prouver que ¢ est valide revient & prouver que | ¢ est non satisfaite (en

utilisant I’algorithme précédent)
Donc, pour prouver que ¢ valide, il faut :
1.¢ = ] 0}
2. Algorithme des tableaux sémantiques précédent pour ¢'

3. Si ¢' non satisfaite Alors ¢ valide Sinon ¢ non valide

Exemple : La formule ¢ =A v JA est valide ou non ?

@' =](AVI]A)
{I(AV]A)}

v
{14.104)}

{14, A}

v

@' non satisfaite

= @ = A V]Avalide

Exemple : la formule ¢ =A A |B est valide ou non ?
¢ =1(Anr1B)

{1(AATB) }

{B}

¢’ Satisfaite ( pour A=0) = ¢ Non valide

¢) Preuve de la consistance d'un ensemble de formules
Noter qu’un ensemble Y est consistant veut dire ) est compatible

Théoréme

( Y ={¢l,..pn} ) @((pl/\ ..A pn )
est compatible est satisfaite

Prouver que 2= {1, ...¢n} est compatible revient a prouver que la FP

¢© =Q1A .... AQN est satisfaite



Démonstration

X ={¢l,..pn} est compatible & 3Iv[pl], = [¢2], = [pn], =1
& Av[pl A ...Apn], =1
& @1 A ... A pn est satisfaite

Donc, pour prouver que = {1, ...¢n} est compatible, il faut :

. @ = Q@IAQ2A...AQn
2. Algorithme des tableaux sémantiques précédent pour @'
3. Si @' satisfaite Alors X est compatible, sinon X est incompatible

d) Preuve de conséquence logique

Théoréme

(@1,...,0n |—(p)c>((p1/\ ... AOn — @ tautologie )

Démonstration

ol,...,on ‘—(p<:> V v (v modéle de {opl ,... , pn}=v modéle de @)
ol,...on|— o < Vv ([p1]=...[onk=1=[ol=1)

0l,...,on|— ¢ < V v ([11¢2...on[=1=[p]=1)

ol,...,on ‘—(p SV V ([1AQ2...0n = ¢ v=1)

¢l,...,on ‘—(p < PTAQ2...0n = @ est valide (tautologiel

Prouver que o1, ..., on ‘—(p revient a prouver que la FP

OTA...ApN— @ est valide

3- Méthode de déduction naturelle
La méthode de déduction naturelle formalise bien la méthode de
démonstration en mathématique. Quand on fait des preuves en
mathématique, on utilise :
v Des axiomes
v' Des régles qui permettent pas a pas, de déduire des
conséquences a partir de prémisses.

Définition :
Soit le séquent S = @1 @2 ....¢n |—(P

Une preuve par déduction du séquent S est une suite finie (non vide) de
séquents Si, Sy, ...Sm telle que :
» Sm=S=¢102....0n |—(p
» V1<i<m on est dans I'un des cas :
v’ S; est un axiome
v' S; est obtenu par application d'une des régles
d'inférence sur des séquents de la suite S1, Sz, ...S i1

Les axiomes :

®1 Q2 ....Qn |—(pi 1<i <n sont des axiomes

Ceci signifie que lorsqu'une formule ; figure dans une liste des prémisses
(hypotheses), la preuve de @i est immédiate.

Exemple :

AVB , B, CAA |—AVB (axiome)
FSNAMFM—]T |—F =N A M axiome
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Reégles d’inférence :

Une régle d'inférence définit une transition valide dans le déroulement
d'une preuve.

La représentation d'une regle d'inférence est de la forme :

S1 52 .5k
S

Ou S, S1 S2 ...Sk sont des séquents, tel que :

- S1S2 ...Sk sont appelés antécédents
- Sest appelé conséquent

Exemple :

P1p2¢93 | —@ P1p2¢3 | —¢'
Plp2¢93 | —p A @'

Les régles d'inférence de la méthode de déduction naturelle sont divisées
en deux catégories :

- Les régles d'introduction (notées par i)

- Les régles d'élimination (notées par e)

Le tableau suivant présente les régles des deux catégories :

Z.ol-pla—gpl ; Z —¢l-pl Aol i
I Il o

I|- ol Z|- 92 A T|-plagp2 - Zl-plag2
El—“(}vl/\ 2 E|“ ol Z|-— P2

Zbe 5 Zbe  piElelve? selle xe2le

S-plve Tl v o2 o

—Z.§0|— ol — =1 Zl— e Zl_ a Modus Ponens

Zl-p - ¢l z|-¢2

Les régles d'inférence de la déduction naturelle sont Valides, elles sont
démontrées.

Exemples de démonstrations :

En utilisant la démonstration par déduction naturelle, démontrer les
séquents suivant :

a) AAB|—BArA
b) (AAB)AC |—AA(BAC)

Réponses

a) AAB|—BArA
1. AAB | —AAB axiome
2-AAB |—A Ael sur1
3-AAB |—B Ae2 sur 1
4- ArB | —BAA Al sur (3,2)

b) (AAB)AC |—AA(BAC)
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1. (AAB)AC |— (AAB)AC axiome

2- (AAB)AC |—C re2sur 1

3- (AAB)AC | —AAB Aelsur 1
4- (AAB)AC |— A Ae1lsur 3
5- (AAB)AC |—B A€2 sur 3
6- (AAB)AC |—BaC Al sur (5,2)
7- (AAB)AC |— AA(BAC) Ai sur (4,6)

Exemple applicatif

Soit le probleme réel suivant :

1- S’il fait froid alors il neige et Ali est malade

2- 1l fait froid

3- Si Ali est malade alors il ne travaille pas
Démontrer que : « Ali ne travaille pas et il neige »

Solution

Probléeme réel — Formulation —  Probléme

démonstration par déduction naturelle

Probléme logique :
On propose les variables propositionnelles suivantes :
F: « 1l fait froid »
N: «il neige »
M: « Ali est malade »
T: « Ali travaille »
Donc, le probléme écrit en logique propositionnelle est :
01=F 5N A M

logique

—

02=F

93=M— T

9= ITAN

Démontrer que : ¢1 92 ¢3 |—(p

Démonstration par déduction

1-0192¢3 | — FoONAM-------» axiome
Falo2agd = F = ~axiome
3010203 | — NAM-—coo____ - MP1,2
I I ) —— . Ae2 sur3
5- 01 02 03 |— 7 g R S ,axiome
6-019203 [— ¢ ___________. MP 5,4
7- (P1 (PZ (P‘?’ |__ N -----=-=-=-=-=--- - Ae1sur3
8-919293 [— AN ___________ , A sur6.7

Régles dérivées :

Regle d'augmentation des prémisses E_H—_Q AP
X2 |— o

Regle d'introduction de la double négation %‘j_]‘% 1
— e
T Tle

Régle d'élimination de la double négation

zl—o
Régle d'élimination de I'implication X | — 91502 —e
Z ol |—(p2
Regle de Modus Tollens Zl—oloe2 Z|—]¢2 MT
z|—lo1
Regle du Tiers Exclus x|l —qvlo RTE

Remarque :
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- L'objectif des régles dérivées et de rendre les preuves plus courtes
en évitant certains détails.
- Chaque regle dérivée remplace une suite de séquents.

Quelques exemples d’application des régles dérivées :
a) Reégle d’introduction de la double négation

Supposons la démonstration de ¢ |— —|—|(p/\(p

1- 9 |—o axiome

7,10 |— ¢ aXiome
3- oo |— o axiome '
-, lop |— oalp Al sur

5- 0 o
6- o |— Tlpae Al sur (1,5)

Dans I'exemple ci-dessus on peut passer directement de la lignel a la
ligne 5 en appliquant la régle dérivée de |i.

axiome

-9 |—o9
2- ¢ |— Tl 11i sur1
3- ¢ |— Tloro  Aisur(1,2)

b) Reégle d'augmentation des prémisses

Démontrer AAB |— C—A

1- AAB | —AAB  axiome

2-AAB |—A ~etsur 1
3-AAB,C |—A AP sur2
4-AAB | —CH>A  —isur3
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