EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDER

SUPERIEURE

0.1 Equations différentielles du second ordre

La forme générale d’une équations différentielles du second ordre est

F(ty,y.y") =0.
Sa forme normale ou résolue est
y'=F(tyy).
La solution générale y dépend en générale de deux parameétres A\, u € R qui appa-

raissent le plus souvent comme des constantes d’intégration.)

0.1.1 Equations différentielles type-homogéne du second or-
der

Ce sont les équations différentielles qui peuvent mettre sous la forme

/ !
F(t,y—,y—> —0.
v’y



0.1. Equations différentielles du second ordre

La résolution de ces équations se fait en effectuant un changement de fonction in-

y'(t) v AT
® , et donc =— = v’ + u~. On est ramené a une équation
) Y

différentielle du premier ordre de la forme F'(t,u,u’ + u?) = 0.

connue en posant u(t) =

Exemple 0.1.1 Soit I’équation yy" — (y')* + 6ty* = 0.

11

En divise par y*, on peut écrire cette équation sous la forme y? (%)2 + 6t = 0.

~

<

On effectue un changement de fonction inconnue en posant u = —. D’ot iy = uy =

< |

y'=u'y+uy, dou

1 /

Y —wrdd =u +2
) )

Donc l’équation y?” - (%)2 + 6t =0 devient ' +u?> —u* + 6t =0= v +6t =0 =
/

u=—3t24+ X\, XA € R et donc Y _ _gp + X qui est une équation différentielle du
)

premier ordre ayant pour solution générale : In|y| = —t3 + Xt + ¢ donc y = pe= "+

tels que A € R, u = £e® € R.

0.1.2 Equations différentielles linéaires du second ordre

Considérons 1'équation différentielle linéaire du second ordre

y' +alt)y’ + b(t)y = c(t) (1)
Définition 0.1.2 (Solution indépendantes)

Deuz solutions y; et yo de l’équation (1) sont indépendantes sur un intervalle I s’il

n’existe pas de réel k tel que pour tout t € I : ys(t) = kyi(2).

Remarque 0.1.3 Les fonctions y; et ys sont indépendantes cela signifie linéaire-

ment indépendantes au sens des espaces vectoriels.

Définition 0.1.4 Soient deux solutions dérivables t — yi(t) et t — yo(t) sur un

intervalle I. Le wronskien de ces deux fonctions est défini a l'aide d’un déterminant

1(2 9(T
W(y1(t), y2(t)) = det plt) et = y1(t)ya(t) — 1 (0)y2(t).



0.1. Equations différentielles du second ordre

Les deux fonctions dérivables ¢t +— y; () et t — yo(t) sont linéairement indépendantes

si et seulement si leur wronskien W (y;(t), y2(t)) n’est pas identiquement nul.

Exemple 0.1.5 Les fonctions t — sint et t — €' sont indépendantes.

Les fonctions f :t+ 3e"tsint et g :t — Se~'sint ne le sont pas puisque g = %f

0.1.3 Equations linéaires homogeénes du second ordre

Si ¢(t = 0) on dit que 'équation (1) est linéairement homogéne ou sans second

membre

y' +a(t)y +0(t)y =0 (2)

Cas ou 'on connait deux solutions particuliéres indépendantes :
Si y; et yo sont deux solutions indépendantes de 1’équation (2), alors la solution
générale de cette équation différentielle est y = Ay; + pys et A et p étant des

constantes arbitraires.

Exemple 0.1.6 Pour l’équation différentielle homogéne t*y” —2y = 0, en cherchant
des solutions sous la forme y(t) = t*, o € R, on trouve que y;(t) = t* et ya(t) = n

sont des solutions particuliéres. Et on a
5 1
W(t,z):det =—-3#0.

Donc d’apres la propriété ci-dessus, la solutions générale de ’équation différentielle

est de la forme y(t) = \? + %, A\ i, € R.

Cas otu ’on connait une solution particuliére :
Considérons I’équation différentielle homogéne (2) pour laquelle on connait une so-

lution particuliére y;.



0.1. Equations différentielles du second ordre

La méthode pour trouver la solution générale consiste a effectuer un changement de

fonction en posant y(t) = y1(t)z(t), ou z étant la nouvelle fonction inconnue, il vient
ylz + 202" + 2"y +a(t) (12 + 12 + b(t)yz = 0.
Comme y; est solution de notre équation différentielle, alors on obtient
12"+ (2] + a(t)yr)z' = 0.

On pose u = 2/, donc u solution d’une équation différentielle linéaire du premier

ordre, qui se peut se réécrire

VAN ()

U 2 Ty (t)

— a(t).

La solution générale est donnée par u(t) = A(yi(t)) 2/ *®d X € R. D'ou z(t) =

[ u(t)dt + p, A, p € R. La solution générale de (2) est donc

y(t) = (1) / w(t)dt + (), \ p € R.

Exemple 0.1.7 Considérons l’équation (t + 1)y" — (2t — 1)y’ + (t — 2)y = 0.

On peut vérifier que y,(t) = e'est une solution particuliére.

Cherchons la solution générale sous la forme y(t) = e'z(t), alors

(t+1)(e'z+2e'2" + 2"e") — (2t — 1)(e'z + ') + (t — 2)e'z = 0.

Apres simplification et puisque y; solution de notre équation différentielle, alors on

obtient : (t + 1)2" = —32' En posant u = 2/, on a (t + 1)u’ = —3u qui est une
A
équation différentielle du premier ordre ayant pour solution u(t) = m D’ou

2(t) = /u(t)dt = % + M €R.

La solution générale de notre équation différentielle est donc

—2)

y(t) = yi(t)z(t) = (m + u) e\ peR.



0.1. Equations différentielles du second ordre

0.1.4 Equations linéaires non homogénes du second ordre

Si ¢(t) # 0 on dit quie I’équation (1) est linéaire non homogéne ou avec second
membre. L’équation (2) est ’équation homogéne associée.
Comme pour les équations différentielles linéaires du premier ordre, la solution géné-
rale de I’équation non homogene (1) est égale a la somme de la solution générale de
I’équation homogeéne (2) et d’une solution particuliére de I’équation non homogeéne.
Variations des constantes :
Supposons qu’on connaisse la solution générale y = A\y; + uys, A, p € R de ’'équation
homogeéne y” 4+ a(t)y’ + b(t)y = 0. On peut alors chercher la solution générale par la
méthode de variation des constantes.
Le principe de cette méthode est de considérer A et p comme fonctions de la va-
riable ¢. Cherchons la solution sous la forme y = Ay, (t) + py2(t). En reportant cette
fonction dans ’équation non homogéne et utilisé le fait que y; et yo sont solutions

de I’équation homogéne on obtient aprés simplification :
XYy + 20 yat + Ny 4 1" ya + a(t)(N'yr + p'y2) = c(t).
Et donc les dérivées N et p' doivent vérifier le systéme
N+ iy = 0,

Nyp+ p'yy = c(t).
On résolvant ce systéme on obtient

)\/ _ _C(t)yZ Iu/ _ C<t)y1
Vivh — Yy Y1Ys — Y1l

D’ou la solution générale de I’équation non homogéne est :

—c(t)y c(t)y
yl/—,()f dt—i—yg/—,() L dt
Y1Yz2 — Y1lY2 Y1Ya2 — Y1lY2
Exemple 0.1.8 Considérons l’équation y" — t%y = te'. En cherchant des solutions

pour l’équation homogéne y" — t%y = 0. sous la forme y(t) = t* a € R, on trouve

5



0.1. Equations différentielles du second ordre

1
que y1(t) = t* et yo(t) = n sont deux solutions particulicres indépendantes. D’ou la
solution générale de I’équation homogéne est de la forme yy,(t) = M2 + %, A\ p€ R

On va donc chercher la solution particuliére de [’équation mon homogéne sous la

t
forme y,(t) = A\(t)t* + # Les dérivées N et p/ doivent vérifier le systéme
/,l//
)\/yl + lu/yQ = 07 >\/t2 + == 07
ou t
I
Nyp + p'yhy = c(t). 2N — 7= tet.
On en déduit que X' = 3e', i/ = ZH%e" et donc
1, L, s 2
A(t) = 3¢ cu(t) = 3¢ (—t° 4 3t — 6t + 6).

D’otu la solution générale de l’équation non homogene est

2
yg(t):et(t—2+¥)+/\t2+%, A e R.

0.1.5 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Une équations linéaires du second ordre & coefficients constants, est une équation
du type
/! /
y' +ay + by = c(t),
ou les coefficients a et b sont des constantes réelles, ¢ — ¢(t) est une fonction donnée
continue sur un intervalle I C R.
Comme dans le cas a coefficients non constants, on commence par résoudre I’équation

homogéne associée ou sans second membre
/! /
y' +ay +by=0.

On cherche des solutions sous la forme y = ¢, r € R. En substituant dans notre

équation homogeéne, on obtient

(r? +ar +b)e™ = 0.

6



0.1. Equations différentielles du second ordre

Comme la fonction exponentielle n’est jamais nulle, pour avoir une solution il faut
que

r’+ar+b=0.

Cette équation se nomme 1’équation caractéristique associée a notre équation homo-

géne. Les valeurs de r se trouvent aisément a l'aide de la formule quadratique

—a++va?2 —4b
5 )

Trois cas peuvent alors se produire
Si a? — 4b > 0, on trouve deux racines réelles distinctes r; et ry, ce qui montre que
les fonctions y; = €™ et y, = €™ sont deux solutions particuliéres indépendantes.

La solution générale de I’équation homogéne sera alors
yp = et 4+ pe™t N e R.

Si a? — 4b = 0, on trouve une racine réelle double ry. Dans ce cas, 'obtention d’une
solution réelle ry montre que la fonction y; = €™ est une solution particuliére,

rot

d’autre part on peut montrer que y, = te™" est aussi solution. On en déduit alors

que la solution générale de I’équation homogéne est de la forme
yn = (At +p)e™ A p € R,

Si a? — 4b < 0, on trouve deux racines complexes distinctes et conjuguées de forme
générale ry = a—if et ro = a+if, a, f € R. Alors la solution générale de I’équation
homogéne est

yn = e (Acos(Bt) + psin(Bt)), A, p € R.

Exemple 0.1.9 a) v" + 4y’ + 3y = 0.
L’équation caractéristique est r> +4r +3 =0, on ar, = —3 ry = —1. Alors la
solution générale est y = e 3 4+ pe~ ', \, u € R.

b))y + 4y + 9y = 0.



0.2. Recherche d’une solution particuliére pour des seconds membres
spécifiques

L’équation caractéristique est r> +4r +9 =0, on ar = —2 — iv5 rg = —2 4+ iv5.
Alors la solution générale est y = e~ (A cos(v/5t) + psin(v/5t)), A, € R.

c)y" + 6y + 9y = 0.

L’équation caractéristique est r>+6r+9 =0, on ar, = —3 une racine double. Alors

la solution générale est y = (M + p)e 3L\, u € R.

Ensuite, il faut trouver une solution particuliére y, de 1’équation avec le second

membre. La solution générale sera

Yg = yh"’yp-

0.2 Recherche d’une solution particuliére pour des

seconds membres spécifiques

Dans la pratique, c’est la forme de la fonction ¢(¢) qui nous indiquera sous quelle

forme chercher la solution particuliére.

Si ¢(t) = p(t) est un polyndéme de degré n :

Chercher une solution ¢(t) qui soit un polynéme de degré n si b # 0, de degré

n+1lsib=0eta#0,etdedegrén+2sia=0etb=0.



