CHAINES DE MARKOV DISCRETES 7
1.2 Relation de Chapman-Kolmogorov

Les probabilités de transition en n étapes sont en fait complétement déterminées par les probabilités de
transition en une étape, c’est-a-dire; par la matrice de transition. Ceci est explicité par les équations de
Chapman-Kolmogorov, que nous allons voir maintenant.

Soit (S )n>0 une chaine de Markov, dont I’ensemble des états est S et la matrice de transition P = (p;;)
(n)

]

1,jES*
Pour n > 0 et 7,57 € S, on désigne par p;.’ la probabilité, partant de I’état ¢ en l'instant 0, d’étre dans

I’état j en l'instant n; en d’autres termes, on pose :
P =P (Sy=j|S=1i).

On pose également : P = (pf?) s on peut démontrer la caractérisation de matrice de passage en n
€

)

étapes.

Théoréme 1.2.1 Pour tout n > 0, la matrice de transition en n étapes est égale o la puissance n—iéme

de la matrice de transition en une étape :

P =p.

Preuve. Le résultat est vrai pour n = 0 puisque P? = P(O) = | (la matrice identité) et pour n = 1, puisque

PO=P. Supposons n > 2, par récurrence,
P" = Pnflﬂ?) — ]Py(nfl)IP)(l)

Par conséquent, si I'on désigne par p;; (n) le coefficient en (i,j) de la matrice P™, on a : I’équation de

Chapman — Kolmogorov

n—1 1
pij (n) = Zpgk )pl(cj)
keS
= Y P(Sp1=k|So=i)P(S1=7]S =k)
kes
= > P(Sp1=k|So=1)P(Sn=7|S-1=k)
kes
= Y P(Sy1=k|So=1)P(Sn =79 1="k Sn2=in2,..., 81 =11, So =1
keS
(puisque la chaine est de Markov)

= Z P(Sp—1=k,Sp—2=1tn—2,....,51 =11|So =1)
kyi1—2,...,i0ES
XP(STL - ,7 ‘Sn—l = ka Sn—Q = in—27 "'751 = il? SO = Z) 3
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puisque les événements {S,_2 = ip_2,..., 51 = i1} forment un systéme complet d’événements. On en tire :

pij (n) = > P(Su=15,% 1=k S 2=tn2,..., 5 =i1]So =)

kyi1-2,...,i0€S
= P(S,=7|So=1)
|

Corollaire 1.2.1 Pour tout n > 0, la matrice P est stochastique.

Preuve. En effet, pour tout ¢ € S, on a :
S = P(Su=ilso=i)=1.
JES JES

[ ]

Remarque 1.2.1 Les puissances entiéres des matrices stochastiques sont toutes stochastiques.i .e., Pour

tout n > 0 la matrice P" est stochastique.

Remarque 1.2.2 Pour toutn > 0 fizé, la suite (Spm)m>0 est une chaine de Markov, ayant méme ensemble

d’états S et dont la matrice de transition est P™.

Corollaire 1.2.2 Pour tout i,j € S et tout couple (n,m) d’entiers positifs, on a l’identité :

(n+m) _ (n), (m)
Py =D PP
keS
ou encore

P (Supm =310 =) =D P (Sy=k[So =) P (Sm =j[So=k).
keS

Preuve. Cette identité résulte immédiatement de I’associativité du produit matriciel :

|

Proposition 1.2.1 Soient n > 0, m > 0 deux entiers. Alors

m
P (Sn+m = inera ooy Sn =ip |Sn71 = Z'nfla ) SO = ZO) = Hpiner—k—liner—k‘
k=0

(2.1)
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Preuve. Lorsque m = 0, I'identité (2.2) se réduit a (1.1). Donc, il suffit de procéder par récurrence sur m.

Pour m > 1, posons :

A o= {Sn—}—m = in—i—m})
B . = {Snerfl = Uptm—1, - On = in}a
c : :{Sn,1 Zinfl,...,SO :io}.

D’apres (1.1), ona: P(A|BNC) = pi,.n_1inim; de plus, par récurrence sur m,

m
P (B| C) = H pin#»mfkflinﬁ»mfk'
k=1
On conclut alors, en utilisant 1’identité :

P(ANB|C)=P(A/BNC)P(B|C).

1.3 Exemples classiques de chaines de Markov

Il y a des modeéles classiques de chaines de Markov, souvent rencontrés, avec lesquels il est bon de se

familiariser dés le début. En voici quelques-uns.

1.3.1 Variables aléatoires indépendantes

Si (Sp) est une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans S, alors (S),) est une chaine de Markov de matrice de
transition P,

pij =P (S, =13),i,5 €S.

La vérification est immédiate. Ce n’est pas ’exemple le plus intéressant de chaine de Markov !

1.3.2 La chaine a deux états
En excluant le cas trivial de la matrice-unité, la matrice de transition correspondante est de la forme

o 11—«
P= ,0<a,6< 1.

1= B
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Le graphe associé est trés simple :
1 4 2
—_—
l-o3®~—7—°0Ol-4

1.3.3 La chaine a trois états

Les trois états sont notés 1,2 et 3. Il existe a,b,c,d,e et f dans [0;1], vérifiant a +b < 1, c+d < 1 et

e+ f < 1, tels que la matrice P est

l1—a—-"> a b
P= c l—c—d d )
e f l—e—f

et le graphe est

l—c—d
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1.3.4 Promenade au hasard sur Z (Lord Rayleigh)

Considérons une chaine de Markov, caractérisée par ’ensemble des états S = Z et la matrice de transition

P= (pij)ijezv avec, pour tout i, € Z,
P sij=1+1
Piji =4 l—psij=i:—-1 ,
0 sinon

ou p est un nombre fixé tel que 0 < p < 1. Un tel processus est appelé promenade aléatoire sur Z. Son

graphe peut étre décrit comme suit :

¢ o

Le el
i-1 1= § =P in

1.3.5 Le modéle de diffusion d’Ehrenfest

Considérons une chaine de Markov, caractérisée par I’ensemble des états S = {0, 1,...,a} et la matrice de

transition correspondante est donnée par

0 1 0 0 0 0 0
a”l 0 (a—1)a=t 0 e 0 0 0
0 2! 0 (@a—2)at -+ 0 0 0
b 0 0 3a~1 0 |
0 271 0
(a—1at 0 a!
0 0 1 0

i.e., la probabilité de transition pour que S,+1 = j étant donné que S, = i est

(a—i)atlsij=i+1lpour0<i<a-—1
pij = ia~? sij=1—1pourl<i<a ;

0 sinon
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et le graphe associé est :

1 (a——l)/a (a —2)/a .. _3/a @2 2/a @1 1/a
o — e e o — e °

o l/a I 2/a o 3/a (a-—2)/a (a—l)/a 1

1.3.6 Marches aléatoires

Soient &, e, €9, ..., en, ... des v.a. indépendantes & valeurs dans Z. On suppose que eq, €3, ... ont méme loi et

on pose pour tout n > 0,
n
Sn = 5 + Z €k,
k=1

en remarquant que e, est indépendante de (Sp, Si, ..., Sp—1), on a :

P (S, =1in|Sh-1=tn-1,-,5 =1i0) = P(ent1+ Sn-1="1n|Sn-1="1n-1,...,5 =10)
= Plept1 =in — Sp—1|S-1=tn-1,...,5 =1p)
= Plept1 =in —in-1|—-1=1tn-1,...,5 = ip)
= Plept1 =in —in-1)
= Pl(ent n— in—1|Sn-1=1tn-1)
= P(ept1 =in — Sn—1|Sn-1="1n-1)
= P(ept1+ Sn—1=1n|Sn—1="ln-1)
= P(S,=1in|Sh—1=1tn-1),

alors (S,) est une chaine de Markov de matrice de transition P,
pij:P(el :j—’L)

1.3.7 Processus de branchement

On définit par récurrence une suite (S,) de v.a. a valeurs dans N,

So = meN,
Snfl

Sn = Zen_lvk,VnZI,
k=1
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ou les v.a. ey, n,k € N sont ii.d. En observant que les v.a. e,—1, & € N sont indépendantes de

S0, 51, ..., Sp_1,0n a:
Sn—l

P(Sp=1in|Sn1=in-1,...5 =1i0) = P Y en-1k=1n|S%1=in1,..., S0 =0
k=1

Z'nfl
= P E En—1k = in ’Snfl = Z'nfla ey SO =10
k=1

in—1

= P Z En—1,k = in
k=1

in—l

= P E En—1k = in ’Sn—l =1lp_1
k=1

Sn—l

= P Z €n—1,k = in |Sn—1 =lp1
k=1

= P (Sn =in |Sn—1 = in—l) )

alors (S,,) est une chaine de Markov de matrice de transition P,

i
pij = P (Z En—1k = j) .

k=1
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