CHAPITRE II
Théorie de I'état de contraintes



I- Introduction
L’étude d’'un phénomeéne quelconque impliquant un mouvement (déformation d’'une plaque,
écoulement d’'un fluide ...) est basée sur la résolution d’équations mathématiques, décrivant les lois
physiques qui régissent ce mouvement. Ces équations qui expriment généralement une conservation
(de forces, de moments ou d’énergie) sont appelées les équations de conservation.
II- Forces dans un milieu continu
Considérons un milieu continu, il existe trois types de forces a savoir :
e Les forces intérieures
e Les forces massiques (volumiques)
e Les forces surfaciques
II-1. Forces intérieures
Ce sont les forces qui s’exercent entre les particules qui forment le milieu, elles sont de méme
module et de sens opposé, elles peuvent donc étre négligées.
II-2. Forces massiques
Appelés forces de pesanteur, elles sont proportionnelles a la masse du milieu et s’exercent a
travers son volume.
d—F>V = p._g dv
p : masse volumique
g : accélération de la pesanteur
dV : élément de volume
II-3. Forces surfaciques
Appelées aussi forces de contact, elles s’exercent suivant le principe de Cauchy qui dit (I'effet
du matériau a I'extérieur de (S) sur la matériau a I'intérieur de (S) est équipollent a I'existence d’'une
force d?surfacique qui agit sur chaque élément de (S).
CIES =1.dS
T : vecteur contrainte
dS : élément de surface
La force totale est donnée par la relation :
_Es =[tdS
Le vecteur de contrainte?peut étre défini en passant alalimite du rapport de d—Fsur dS quand
celle-ci tend vers la valeur zéro
-
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ds—0



III- Notion de contrainte
Un solide est en état de contrainte s’il est soumis a I'action de forces extérieures.
Considérons un domaine (D) délimitant un solide (£1) qui est en équilibre sous l'action de
plusieurs forces extérieures Fi. Sous I'action de ses forces, le solide est en équilibre. On voit la
naissance de contraintes a I'intérieur de (). Soit (1) un plan virtuel qui partage () en deux parties.
Soit (S) la surface de coupe, qui peut étre plane ou non. Le domaine (D) occupé par le solide
est divisé en deux sous-ensembles A et B. Nous allons analyser I'’ensemble des efforts locaux

appliqués par B sur A a travers leur surface commune (S) (figure 1)

Figure 1. Force élémentaire sur une facette

1 Effort normal
dS : Elément d’aire sur la facette de la normal 1
d?: Effort interne qui passe par dS

Nous venons de voir qu'un solide sur lequel s’applique des actions mécaniques extérieures
développe des efforts intérieurs de cohésion. Ces efforts, on dit qu’ils sont en équilibre avec les
torseurs des actions mécaniques extérieures (. F = 0;X M = 0).

Analysons l'effort dF appliqué en M sur la facette. Si dS est suffisamment petite on peut
considérer que cet effort est proportionnel a 'aire de la facette en question. Nous pouvons écrire
'effort comme le produit d’'un vecteur de densité surfacique de force que nous notons T (M, n) par
l'aire de I'élément de surface dS :

dF =T (M, n) dS

La densité surfacique de force T (M, n) est plutot appelé vecteur contrainte. Ce nouvel élément

mécanique est relatif a un point M du milieu et dépend de l'orientation n de la facette choisie. Une

autre définition du vecteur contrainte est souvent proposée :

1040 = i &



III-1. Composantes normales et tangentielles du vecteur contrainte

Le vecteur contrainte défini précédemment peut étre décomposé suivant la normale a la
facette et sur le plan tangent a la facette au point M.

T(M,n)=on+t

Dans cette expression, o est la contrainte normale et traduit une densité d’effort de
compression ou de traction au point M. La composante vectorielle t traduit les contraintes de
cisaillement dans différentes directions du plan tangent a la facette. o est une valeur algébrique
positive dans le cas d'une contrainte de traction et négative dans le cas d’'une contrainte de

compression. Nous pouvons écrire la relation entre le vecteur contrainte et ses composantes :

[raa.mff =0 +[ef

Figure 2. Décomposition du vecteur contrainte agissant au point M sur la facette de normale n
Un vecteur contrainte ne définit pas completement I'état des contraintes en 1 point car il est
attaché a une facette attaché a ce point. Pour faire il est démontré que I'état des contraintes en 1

point est donné par 3 facettes distantes qui sont :
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Nous pouvons les résumés en un petit parallélépipede autour du point P :
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Figure 3. Composantes des vecteurs contraintes sur les facettes de normales



> > > »> >
Soient T1, T2 et T3 les contraintes associées aux facettes de normales el, e2 et e? Chacun de

: A . . . > > .
ces vecteurs de contraintes, peut étre décomposé selon les trois axes x1, x2 et %] (figure 4). Les neufs

composantes des trois vecteurs de contraintes peuvent s’écrire sous la forme suivante :

Gz3

G211

—

€1

Figure 4. Composantes du tenseur de contrainte

011 012 013
T, =\ 021 T, =102 T3 =| 023
031 032 033

Effectuons le produit scalaire :

> > > >
T2.e1=|T2|.|el]|. Cos (T2, el)

> >
Sachant que: Cos (T2,el) =0z /T2

> >
Alors: G21=T2.Cos (T2, el)

Or:
> -»>
|T2| =T2 Et lel| =1

Donc:

> > > >
G21=T2.Cos (T2,el) =T2.el

De méme :

> > > >
G22=T2.Cos (T2,e2) =T2.e2
> > > >
G23=T3.Cos (T2,e3)=T2.e3
> > > >
C11=T1.Cos (T1,el)=Tl.el
> > > >
G12=T1.Cos (T1,e2) =T1.e2

> > >
O31=T1.Cos (T3,el) =T3.el

> > >
O33=T1.Cos (T3,e3)=T3.e3

On en déduit la relation suivante :
> >
oij = Ti. €]

Les composantes G11, O22, et Os3 représentent les composantes normales du tenseur de

contrainte cij, tandis que les composantes non diagonales Gi, O23, et O3 représentent les



contraintes de cisaillement. Le 1¢r indice indique la direction dans laquelle agit la composante, le
second indique la normal de la facette.
III-2. Vecteur contrainte sur une facette quelconque

Etudiant I'équilibre d’un tétraedre élémentaire ayant comme repere (O, X, Y, Z) orienté par sa

; n,
n 112)
C Ny

normal.

T \
T(M,T) (T: )
T2/

-

B X2

Figure 5. Composantes du tenseur de contraintes sur une particule de forme quelconque

Considérons le bilan des forces agissant sur la particule (figure 5) :

Forces surfaciques
Facettes ABC MCA MAB MCB Forces
Aires ds n».ds n3.ds n;.ds volumiques
Mx,; T: -0 - 031 — o1l p-y,dv
Mx, T2 -on -on — o1 p.Y,-dv
Mx; Ts —on — o3 —on p.y;-dv

—> —
Soit dF1 la résultante suivant I’axe X1 de toutes les actions s’exercant sur la particule, alors on peut

écrire :

—
dF1=p.dV.y1
—

dF1="Ti.dS - (O11mdS + G21n2dS + G31n3dS) = T1.dS - (611n: + 621nz + 631n3) dS
D’autre part : dFi=p.dV.y1
Alors : T1- (O11n1 + Gainz + G31ns) =p. (dV/dS). y1

Si la particule est de dimensions tres petites le rapport (dV/dS) tend vers zéro et on peut écrire :

—

T1= OC1n1 + G21nz + G313

= T2=012n1 + G22n2 + O32n3

L T3=013n1+ O2nz + Os3ns

—>
On peut conclure que le vecteur de contrainte T (T1, T2, T3) dépend de la normale unitaire a la surface

sollicitée n (n1, nz, n3).



Donc: T

_> _’
o : Application linéaire qui lie T a n

1l
Q
=

En notation indicielle :

Tj = Oi.. ni (Formule fondamentale de Cauchy)

G : Composantes du tenseur de second ordre dit tenseur cartésien de contrainte attaché a (M) ou

tenseur de Cauchy.
En écriture matricielle :

—> —
(T) = [o] (n)

Ou:
T; 011 021 031Ny
T, =|012 022 032N
T; 013 0Op3 O33|[N3

Cette relation nous permet de calculer les contrainte pour n’importe quelle facette autour du

point (p) et ce a partir du tenseur de contrainte Gij c-a -d I’état de contrainte du point (p). La

connaissance du tenseur de contrainte Oy donc suffit pour déterminer 1'état de contraintes autour
d’un point.
IV- Equations d’équilibres

Soit une particule parallélépipédique de dimensions (Axi, Axz, Axs3). Ecrivons la loi de conservation
—

Jp.g.dV+J’ ?.dS:J’ p.v.dV
v s v

de mouvement suivant 'axe Xi.

[ p.g.dV : force de pesanteur
[ 7.dS : force de surface
[ p.y.dV : force d’inertie
o3 (x1 . X2, X3 +AX3)

onlx: -x2:x3)
o1 (x1-%2.%3) \ Ax, /

Ll

Ay

Ax; ’,"'/?/( on(x.x2+Ax:,x3)
4/ \ Axy
on(xi+Ax.x:.%x3)

X, o lx -x5.%x3)

X3

Figure 6. Particule soumise a un chargement extérieur



e Forces de surface
_>
J1.dS = [[ (c11(x1 + Ax1, x2, x3) - 611(x1, x2, x3)) dx2dx3 + [ (621(x1, X2 + AX2, X3) - 621(x1, X2,
S AX2AX3 AX1AX3

x3)) dx1dx3 + [f (631(x1, x2, X3+ Ax3) - 631(x1, x2, x3)) dx1dx2

AX1AX2
Développons en série de Taylor :

Oo11(x1,x2,x3) ocl1l

017 (x1 + Ax1, x2,x3) - 047 (x1, x2, x3) = 077 (x1, X2, x3) + ) Ax1 - 077 (x1, x2, x3) =—Ax1
Soit:
Ooll
o171 (x1 + Ax1, x2,x3) - 047 (x1, x2, x3) =—A 1
De méme :
0o21
071 (x1, X2 + Ax2, X3) - 057 (x1, x2, x3) ——AXZ

0o31
031 (x1, x2, x3 + AX3) - 037 (x1, x2, x3) =;—3AX3

Ce qui conduita:

Jr ds= [ (50_1 Ax1dx2dx3) + [[ (— Ax2dx1dx3) + [[ (— Ax3dx1dx2)

S AXZAXS Axle3 AX1AX2

Le volume de la particule est donné par la relation suivante :
V = dx1dx2dx3
La particule étant de dimensions infinies on peut utiliser I'approximation dx ~ Ax

Alors 'expression finale des forces de surface est:

_>
ocll 0c21 0o31
.dS = + +
£r ds \f/ff (axl e ) dx1dx2dx3

e Forces de volume
J p(yx1 - gx1). dxidxzdx3
Projetons cette la relation suivant l’axe'%\l/:
fo. 77V - [pddV =[p. D). dV
A la fin la projection sur I’axe XL de\{outes les f\(/)rces de su\;face et de volume conduit a la relation suivante :

ooll + 0c21 + 0oc31 + 1= 1= dX
oxl | oxz | ox3 | POXEP-YXIEpan

o . — > > sos
De la méme maniere la projection sur les deux autres axes X2 et X3 condulit a :

6012+6622 8632+ 5= 1= dX
ox1 0x2 0x3 p-gxz=p.vx pdt2

6613+8623 6633+ 3= 1= dx
ox1 0x2  0x3 p-gx3=p. 7 X pdt2

On pose :

pgxi = fi

L’expression finale des équations d’équilibre devient :



0ocll 0Ooc21 0o31
+ +

ox1

0x2

0x3

ox1

0x2

0cl2 0c22 0032
+ +

0x3

0c13 00623 0033
+ +

ox1

—

En notation indicielle :

0oij

j

ox2

+ fi =div (oij) + fi

0x3

+fa=p—

dt2

_ 4
p'dt2

¢ Equilibre des moments (symétrie du tenseur de contrainte)

Etudions la rotation d’une particule parallélépipédique de dimensions (dx1, dx2, dx2), autour de son

centre de masse (P)

G32

ch

h
Xs |
—
G23 l P
O3z y *

X1

hJ

X2

Figure 7. Symétrie du tenseur de contrainte

Ecrivons la loi fondamentale de la dynamique en projetant les vecteurs forces sur 'axe Px1 (seules

les forces ayant un moment non nul par rapport a Px1 sont représentées).

Considérons les efforts :

+o023dx1. dx2 : Forces élémentaires sur les deux facettes de normale Px3.

+o532dx1. dx3 : Forces élémentaires sur les deux facettes de normale Px2.

Soit (M1) le moment résultant de ses forces par rapport a Px1 :

M1 = 623dx1. dx2. (dx3/2) + o23dx1. dx2. (dx3/2) - o32dx1. dx3. (dx2/2) - 632dx1. dx3. (dx2/2)

Soit:

M1 = 623dx1. dx3. dx2 - o32dx1. dx2. dx3

dx2/2 et dx3/2 représentent les bras des leviers

Pour que les moments soit en équilibre il faut que : Y, M =0

Soit:

M1= 523dx1. dx3. dx2 - o32dx1. dx2. dx3 =0

Ce qui donne : 623= 032



Il en est de méme pour:
612-021=0 = c12=0621 et 613—-031=0 = 613 =031
Finalement on peut dire que :
clj=0ji

D’ou la symétrie du tenseur de contrainte. Si on remplace la relation on obtient :

Ti = oij. Nj
En écriture matricielle :
T; 011 O12 O013||Ng
T, =|012 022 O033||N2
T3 013 023 033||N3

Donc le tenseur contrainte est un tenseur symétrique, il est défini par 6 composant au lieu de 9 :
3composante qui représentent les contraintes normales et 3 qui représentent les contraintes
tangentielles.
cij= [Sym gz 03
Sym Sym o33
V- Contraintes principales et invariants
L’état des contraintes en un point dans le solide est donc completement décrit par la connaissance
du tenseur des contraintes. Nous avons vu d’apres la formule de Cauchy que le vecteur contrainte
T(M, n) peut étre calculé en appliquant le tenseur o au vecteur direction n de la facette en question.
Il existe des facettes de normale pour lesquelles la contrainte de cisaillement est nulle. Ces
facettes sont dites facettes principales, les directions X sont les directions principales
Donc la symétrie du tenseur de contraintes entraine qu’il possede trois vecteurs propres c1, 62,
o3 réels, appelés contraintes principales. En prenant ces trois vecteurs (directions principales)
comme repere (repere principal) (figure 8), le tenseur des contraintes devient diagonal.
¢ Repeére quelconque o ()—(:, ;:2, )-(:)

0117 021 031
cij=| 012 022 032
013 023 033

> > >
e Repere principal 0 (X1, Xz, X3)
(] 0 0
Gij= 0 () 0
0 0 03
X3
Lo
1 - N >
X
X,

Figure 8. Contraintes principales



V-1. Intérét des contraintes principales

La connaissance des contraintes principales est d'une grande importante et concerne
essentiellement le calcul des structures en RDM. Un exemple important est celui du critere
d’apparition de la rupture

or =max (o1, 62, 63)

61, 02,63 : Contraintes principales
or : Contrainte de rupture
V-2. Interprétation physique

On peut trouver une particule contenant le point (P) et orientée de telle facon que ces facettes
ne seront soumises qu’a des contraintes normales (contraintes principales) a I’exclusion de toutes

les contraintes tangentielles (figure 10).

_TJ(_M‘ n3) = g3li3

I Y
h

T(M,Ti,) = 0,1,
T(M,1;) = o1,

np

Figure 10. Interprétation des contraintes principales
V-3. Recherche des éléments principaux
Les contraintes principales s’obtiennent par résolution de I’équation caractéristique (24.3) a
partir du repeére initial quelconque O():, g, >_(;).
e Equation caractéristique

det [oij - A. 8ij] = 0

Soit :
011 — A 021 031
P(k)=det 012 0yp — A 032 =0
013 023 033 —

P (A) = (011 — A) [(022 = A). (033 = A)= (023.032)]— 021.[ 012.( 033 = A)— 033. 032 |+ 031.[ 012. 023 —
013-( 022 — 2)] =0

Soit apres arrangement :
P (1) = — A3+ (011 + 022 + 033). A2 = (011. 02 + 0. 033 + 011.033) - (0124053 +073 ) A+ (011.0p2. 033 +
2.013.013.023 —011. 0223 =022 0123 — 033. 0122)= 0

En introduisant les grandeurs 1, [2 et [3 appelées invariants du tenseur des contraintes P (1)
devient:

PA)=-A3+LA2-TA+13=0



[1, I2 et I3 sont définis par:

[1 = 611 + 022 + 033 = trace (oij)
1 . .
[2 = 611022 + 622633 + 511633 - (G122 + 0232 + G13?) = [(trace (cij))? — trace (61]2)]

[3 = 6116220633 + 2012613623 - G110232 - 6220132 - 6330122 = det (oij)

Dans le repére principal O(X1, Xz, X3) les invariants Iy, I2 et I3 sont donnés par les relations
suivantes :
l1 =01+ 02 + 63 = trace (o)
[2 = 0102 + 6203 + 6163§ [(trace (6))? — trace (62)]
I3 = 610203 = det (o)
e Déviateur des contraintes
On peut décomposer le tenseur de contraintes en la somme de deux tenseurs, un premier tenseur
sphérique et un second déviatorique.
cij =o. 8ij + Sij
o représente la partie sphérique, elle est donnée par la relation
o6 =l1/3 = (o611 + 622 + 633) /3 = (01 + 62 + 53) /3.
Sij est la partie déviatorique du tenseur de contraintes. Elle est donnée par la relation.
Sij = oij —(1/3) Okk. Oij
S11=011- (1/3) (011 + 622 + 633) = (2011 - 022 - 033) /3
S22=022-(1/3) (011 + 022 + 033) = (2622 - 511 - 533)/3

S33=033-(1/3) (011 + 022 + 033) = (2033 - 511 - 622) /3

S12=012
S13=013
S23 =023

L’expression finale du tenseur déviatorique est donnée par la relation suivante :

Pour le tenseur déviatorique les invariants sont notés : J1, J2, J3 et sont définis de la méme
maniére que pour les invariants du tenseur des contraintes :
J1=trace (Sij) =S11+S22+S33=S1+S2+S3=0
J2 = S11S22 + S22533 + S11S33 - (S122 + S232 + S132)
J3 = det(Sy) = S1S2S3
Remarque

Les invariants sont utilisés en plasticité des solides (Critere de Von Mises)



V-4. Tenseur de contraintes particuliers
V-4.1. Etat de contraintes uni axial (traction ou compression simple)

L’état de contraintes en un point (M) est dit uni axial (figure 11), si le tenseur des contraintes

s’écrit sous la forme suivante :

c 0 0
cij=|0 0 0
0 0 0
Soit:
> —»> —»>
T (M, 1’1) =0. €1
“ —_—
g E—— o
] —

Figure 11. Etat de contraintes uni-axial

Cet état de contrainte est appelé état de traction si o est positif et état de compression simple
si o est négatif. Si 6 > 0, il s’agit d'une traction et si ¢ < 0 c’est une compression.
V-4.2. Etat plan de contrainte

En un point (M), I'état de contrainte est plan (figure 12), si le tenseur des contraintes est de
la forme :

011 021 0
Gij a1 (%) 0
0 0 0

G2 4

ey 12

X ‘ ol

X1

Figure 12. Etat plan de contraintes
Dans cet état plan de contraintes (figure 12), les contraintes évoluent dans le plan O(x1, X2).

Si de plus, nous avons o33# 0, on parle de pseudo état plan de contraintes.

011 021 0
cij=| 012 02 0
0 0 033



V-4.3. Etat de contraintes isotrope
L'état de contraintes en un point (M) est isotrope (figure 13), si quelque soit la facette, nous
P, & . I . . - . .

avons T (M, n) =c .n, ainsi les trois contraintes principales sont égales et le tenseur de contraintes est

de la forme suivante quelque soit le repeére :

o 0 0
ci=|{0 o 0
0 0 o

Si 6 >0, il s’agit d’une tension et si 6 < 0 ¢’est une compression.

p

/

Figure 13. Etat de contrainte isotrope
V-4.4. Etat de cisaillement simple
Sil'état de contraintes en (M) est un état de cisaillement simple (figure 14) par rapport aux

deux directions x1 et x2, le tenseur des contraintes se réduit a :
0 7 0
ci=|t 0 0
0 0 O

Figure 14. Etat de cisaillement simple
VI- Mesure de contraintes
Les contraintes sont des forces par unité de surface (pression), I'unité de mesure des
contraintes dans le systeme international (SI) est le Pascal (1 Pa = 1 N/m?) dont le multiple est le
méga pascal (1 MPa = 10¢ Pa = 10° N/m?2).

VII- Représentation géométrique des cercles de Mohr



Otto Mohr était un ingénieur allemand qui a mis au point plusieurs procédés de construction
géométrique ramenant des problemes spatiaux a des solutions de géométrie plane simples.
Il a développé entre autre la théorie dite des « cercles de Mohr » en 1882.

La représentation de Mohr consiste a représenter I’état de contraintes tridimensionnel, d'un
point (P) sur un graphe bidimensionnel appelé plan de Mohr ou encore plan des contraintes :
normales G et tangentielles . Les axes de cordonnées choisis sont les axes principaux dont les
contraintes principales sont des valeurs distinctes prises par convention dans 'ordre o1 > 62> G3.

Soit un point P d’'un milieu continu en état de contrainte (figure 15) la composante on du vecteur

contrainte T (P, n) est donnée par la relation :

ON = "TP(P, I_lj

T(M, D)

-l

Figure 15. Composantes du vecteur contrainte
Pour chaque facette de normale unitaire h on obtient un point (M), extrémité du vecteur
contrainte _T"(P,'ﬁ). On se propose de chercher le lieu géométrique de ce point (M). Si on fait varier
cette facette dans le plan de Mohr O (c’m,_ﬁ).
Sachant que:
T=6k+7
Alors :
T? = on2 +142

En écriture indicielle I'expression de oN devient :

> > >
on =T (P, n). n= Tini = nicjn;
Alors :

ON = NiGijh;j

Soit alors en écriture matricielle :

Np\011 021 031

oN={N2|012 022 032 [n1n2n3)
Nnz|013 023 033

z ; \ > > .
En développant la relation par rapport au repére quelconque O(®, Xz, x3) on obtient :
ON = 61112 + 622122 + 033N32 + 2G12n1N2 + 2613N1N3 + 202302013
" \ = 3 _> _> _> AY 3 "
En raisonnant dans le repeére principal O(X1, X2, X3) ou i=0 pour i# j nous aurons :
ON = 01112 + G222 + G3N32
Et: T?=on?+1t2=T.T =TiTi = (oin;). (oin;) = (ci)*(ny)?

Alors :



oN2 +7¢2 = 612n12 + 622n22 + 632n32
La normale unitaire est définie par la relation suivante :
ni2+n2?+n3?2=1
Alors :
ON = 61N12 + 62Nn22 + 63N32
ON?% +Tt2 =012n12 + 62222 + 632n32
ni2+n22+n32=1
Sous forme matricielle :
2

2 2 2An o
0—10-20-3é N

2
o, o0, o3||n;|=|oy + of
101 1)n2 | 1

La résolution de ce systéme d’équations, par la méthode de Cramer par exemple, par rapport
a n:2, nz2 et nz2, nous ramene a un résultat qui peut nous aider a trouver le lien géométrique du point

(M) extrémité du vecteur contrainte ?(P, n).

On obtient :
2
n+ot of o3
On 0y O3 P 2
n2 = 1 1 1) on+toi — oy(oz+03) + 0,03
1 — =
12 022 032 (01 — 0z )(07 — 03)
g} (] 03
1 1 1
De méme :
2 of + of — oy(o; + 03) + 0,03
2
(0, — 01 )(0; — 03)
2 o + of — oy(0; + 05) + 050,
3
(03 — 01 )(03 — 02)
Posons :

ot + of — oy(o, + 03) + 0,05 = K1n§ Avec K; = (0; — 0y )(0; — 03)

Cette équation est I’équation d’un cercle de centre :

(4] +O'3
C;, =—
1 2
Et de rayon:
0z — 03
R, =——
1 2
De méme :

0% + 0f — oy(o; + 03) + 0,03 = Ko;ni  Avec K, = (0, — 07 ) (0, — 03)
Cette équation est 'équation d’un cercle de centre :

O'1+O'3
CZ=_2



Et de rayon:

Et:of +0f — oy(o; + 03) + 0,0, = Kgni  Avec K; = (03— 07 ) (03— 03)

Cette équation est I'’équation d’'un cercle de centre :

(] + ()
Cg ==
2
Et de rayon :
0; — 02
R. =
3 2
wt
T(M,T) = o,. 1 + %
Tt
> On
O3 [+ 7] On o1

Figure 16. Représentation graphique des cercles de Mohr
Discussions des cas : sachant que : n:2, n;? et ns2 sont strictement positifs et par convention on
prend 61> 62> G3 nous avons :
K; = (0; — 03 )(07 — 03) >0 Ce qui implique que : 0% + 67 — oy (0, + 03) + 0,05 >0 et cela signifie
qu’on est a I'extérieur du cercle (C1).
K, = (0, — 07 )(0, — 03) <0 Ce qui implique que : 6 + of — oy(0; + 03) + 0,05 <0 et cela signifie
qu’on est a I'extérieur du cercle (C3).
K; = (03 — 07 )(03 — 03) >0 Ce qui implique que : 6§ + of — oy(0; + 05) + 070, >0 et cela signifie
qu’on est a 'extérieur du cercle (C3).
Remarques
¢ Si 02 =03 le tri cercles de Mohr se réduit a un seul cercle, et le lieu géométrique du point (M) est le

périmetre de ce cercle.

Tt

Y

M
Cn
T2=03 g1

¢ Si 61 =62 =03 le tri cercle de Mohr ainsi que le lieu géométrique du point M se réduit a un point.



Tt

M

& -

G102 =03
Application

En un point (M) d'un milieu continu I'état de contrainte est donné par le tenseur suivant :

120 0 0
cij=| 0 40 10
0 10 40

1. Déterminer les contraintes principales 61, 62 et 63

2. Déterminer les contraintes : totale T, normale on et tangentielle 1, suivant une facette de
normale unitaire = (1/V3) &+ (V2 /V3) &

Solution

1. Contraintes principales

det [oij - A. 8ij] = 0

120 — A 0 0
Detl 0 40 — L 10| =0
0 10 40 —

(120 - A)[(40 - 1)2-102] = 0

A1=120 o1=120MPa
A2=30 ce qui donne o2=30MPa
A3=50 o3= 50MPa

2. Contrainte totale
Ti = cij. n;
Ty (120 0 0

T,l4 0 40 10
T3 0 10 40

Sl @il

—T1 =40V3 = 69.28 Mpa ; T2 = (40/3) V6 = 32.65 Mpa ; T3 = (10/3) V6 = 8.16 Mpa
T =/ (T12 + T22 + T32) = 77.02 Mpa
3. Contrainte normale
on = nioijn; = (1/V3 vV 2/ 3 0) (40V3 (40/3)V6 (10/3) V6) = 66.66 Mpa
4. Contrainte tangentielle

= (T? - on?) = 38.58 Mpa
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