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Exercice 1 :
1. Montrer l’inégalité de Holder pour p, q ∈]1, +∞[.
2. Cette inégalité est-elle vraie pour p = 1 et q = +∞
3. Montrer l’inégalité de Minkouvski pour p ∈ [1, +∞].
Exercice 2 :
1. Montrer que si f ∈ Lp, g ∈ Lq avec 1

p
+ 1

q
= 1

r
, alors fg ∈ Lr et

‖fg‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q.

2. Soient p et q dans [1, +∞] avec q < p ( pas nécessairement conjugués). Montrer que si
f ∈ Lp ∩ Lq, alors f ∈ Lr pour tout r ∈ [q, p], et on a :

‖f‖r ≤ ‖f‖α
q ‖f‖1−α

p ,

ou α ∈ [0, 1] est définit par 1
r

= α
q

+ 1−α
p

.

3. Montrer que si µ est une mesure finie alors

L∞ ⊂ \
p≥1

Lp,

et pour tout f
lim
p→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞.

Exercice 3 : Considérons l’espace mesuré (R,B(R), λ).
1. Soit f : R→ R une fonction définie par

f(x) =

8><>: 1
x+1

, si x ∈ [0, +∞[,

0, sinon.

Montrer que f ∈ Lp pour p > 1 et que f 6∈ L1.
2. Soit

f : R → R

x 7→ f(x) = I[−1,1]∗ | x |−α=

¨ | x |−α si x ∈ [−1, 1]
0 sinon.

Montrer que f ∈ Lp ssi αp < 1.
3. Soit f la fonction définie sur ]0, +∞[ par

f(x) =
1

x(1 + | ln x|)2

Montrer que f ∈ L1(]0, 1[) et que f 6∈ Lp(]0, 1[) pour tout p ∈]1, +∞[.
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Exercice 4 :
Montrer que la fonction (x, y) 7→ e−y sin 2xy est intégrable pour la mesure de Lebesgue sur
[0, 1]×]0,∞[ ; en déduire la valeur de Z ∞

0

1

y
(sin y)2e−ydy

Exercice 5 :
Soient f = I] 1

2
,1[ et pour tout n ≥ 2 la suite (fn)n qui définie par

fn(x) =

8><>:0 si x ∈ [0, 1
2
]

n(x− 1
2
) si x ∈ [1

2
, 1

2
+ 1

n
]

1 si x ∈ [1
2

+ 1
n
, 1]

1. Montrer que fn → f p.p.
2. Montrer que ‖fn‖∞ → ‖f‖∞
3. Montrer que fn 6→ f dans L∞

Exercice 6 :(Produit Lp − Lq)
Soient (E,

P
, µ) un espace mesuré, p ∈ [1, +∞[ et q le conjugué de p. Soient (fn)n∈N ⊂

Lp, (gn)n∈N ⊂ Lq, f ∈ Lp et g ∈ Lq tels que fn → f dans Lp et gn → g dansLq. Montrer
que Z

fn gn dµ →
Z

f g dµ.

* On suppose maintenant que gn → g p.p.. Montrer par un contre exemple queZ
fn gn dµ 6→

Z
f g dµ.

Exercice 7 :
Soient p, q ∈ [1, +∞[ (p 6= q) et soit (fn)n∈N ⊂ LpTLq. On suppose que (fn) converge vers 0
dans Lp et que (fn) est une suite de Cauchy dans Lq. Montrer que (fn) converge vers 0 dans Lq

Exercice 8 :
Soient a, b > 0, et soit f et g les fonctions définies sur Rn par f(x) = e

−a|x|2
2 et g(x) = e

−b|x|2
2 .

Calculer f ∗ g(x).
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