
 

 

 

 

 

 

 المحور الأول

 نظریة المعاینة وتوزیعاتها

 

 

 
 

 



 :تمهید
حصاء ضمن ما یسمى الاتهتم نظریة المعاینة بدراسة العلاقة بین المجتمع والعینات المسحوبة منه 

 ذلك من خلال دراسة بیانات العینة ثم تعمیم النتائج المتوصل إلیها على المجتمع بأكمله.الاستدلالي، و 

 ریاضیةاحصائیة و  فاهیمم أولا:

 من بین أهم المفاهیم المرتبطة بالمعاینة الاحصائیة ما یلي:

هو مجموعة المفردات أو العناصر التي تشترك في خصائص أو خاصیة محددة تمیزها  حصائي:المجتمع الا -

 عن غیرها من المجتمعات.

  هي جزء من المجتمع الاحصائي یتم اختیارها منه بطرق مختلفة بهدف تعمیم النتائج المتوصل إلیها العینة:  -

تباین خصائص و  حجم العینة من خلال دراستها على المجتمع، والذي یتحدد مدى تمثیل العینة له بعدة عوامل منها:

 المجتمع.

من مفردات  تمع عشوائیا، بحیث یكون لكل مفردة هي عینة یتم اختیارها من المجالعینة العشوائیة البسیطة:  -

 المجتمع نفس الفرصة في تكوین العینة (نفس احتمالیة الظهور).

 بي، الانحراف المعیاري للعینة، معامل الارتباط....الخ.ة في مفردات العینة كالوسط الحساهي دال الاحصاءة: -

 .بطریقة علمیة للاستدلال على خواصههي دالة في مفردات المجتمع الاحصائي المدروس  المعلمة: -

هي عملیة اختیار جزء من مفردات المجتمع الاحصائي المدروس بطریقة علمیة للاستدلال على  المعاینة: -

 خواصه.

 خلال من علیه الحصول یمكن الذي العینة للاحصاءات الاحتمالي هو التوزیع): التوزیع العیني( المعاینةتوزیع  -

 العملیة وتكرار n حجمها عشوائیة عینة سحب طریق عن المجتمع، ومعالم العینة احصاءة بین العلاقة دراسة

 .الممكنة العینات جمیع على للحصول

  :اتملاحظ

  .تسمى دراسة جمیع مفردات المجتمع بالحصر الشامل -

 .ةعشوائی اتاحصاءات العینة متغیر معالم المجتمع تكون دائما ثابتة في حین أن  -

العینة مساویة لمعلمة المجتمع وقد تكون أصغر منها وأكبر منها، ویسمى الفرق بین إحصاءة حصاءة قد تكون إ -

أخطاء  وعدم وجودوهذا بافتراض أن العینة عشوائیة  ،العینة ومعلمة المجتمع بخطأ المعاینة أو الخطأ العشوائي

 غیر عشوائیة (الأخطاء في تجمیع البیانات وتدوینها وتبویبه).



 :ـمتوسط العینة مساو ل :المجتمععزوم العینة و  -

X� =
1
n�𝑥𝑥i

n

i=1

 

، عندئذ فإن µوفي نفس الوقت عبارة عن تقدیر لمتوسط المجتمع  ،وهو یمثل المتوسط الحسابي لقیاسات العینة

 هو:�X التوقع (الأمل الریاضي) للمتغیر العشوائي 
E(X�) = µ 

 أما التباین فیكون:

V(X) =
σ2

n  

وعزما  µوله عزما من الرتبة الأولى حول نقطة الأصل هو  µ هو تقدیر لمتوسط المجتمع  �X  ن متوسط العینةإ

σ2مركزیا من الرتبة الثانیة هو

n
 بمتوسط قدره  𝑓𝑓(X�) هو متغیر عشوائي یتبع وفق دالة احتمالیة �Xوهذا یعني أن  ˇ

µوتباین σ
2

n
الذي اختبرت  Xللمتغیر العشوائي  تعتمد على دالة التوزیع الاحتمالي �X ـوبذلك الدالة الاحتمالیة ل 

 منه تلك العینة.

 :S2كذلك نفس الشیئ بالنسبة لتباین العینة 

S2 =
∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 − X�)2

n − 1  

E(S2) = σ2 

 فیكون: S2أما بالنسبة لتباین 

V(S2) =
1
n �µ −

n − 3
n − 1σ

2� 

µ4علما أن:  = E(X − µ)4 

          وعزما مركزیا من الرتبة الثانیة  σ2له عزما من الرتبة الأولى حول نقطة الأصل   S2 تباین العینة وبذلك

1هو 
n
�µ4 −

n−3
n−1

σ2�  ، احتمالیة مثل دالة متغیر عشوائي یتبع وهذا یعني أن𝑓𝑓(S2) بمتوسط قدره  σ2 وتباین

 .V(S2)قدره 

 یمكن توضیحها من خلال ما یلي: :التوزیعات التقاربیة -

;X1 نقول أن متتالیة متغیرات عشوائیة عشوائیةالتقارب بالاحتمال:  • X2; … . . ; Xn {Xn, n ≥ متقاربة   {1

 إذا كان: xبالاحتمال إلى متغیر عشوائي 
lim
n→+∞

P(|Xn − X| ≥ ξ) = 0 

 ویرمز له:



Xn
P
→ X 

;𝑋𝑋1;𝑋𝑋2لتكن مثال:  … . . ;𝑋𝑋𝑛𝑛 :متتالیة متغیرات عشوائیة حیث 

p(Xn = 1) =
1
n 

        p(Xn = 0) = 1 −
1
n 

Xn أثبت أن:    
p
→0 

;X1نتیجة:  X2; … . . ; Xn  وY1; Y2; … . . ; Yn   متتالیتین للمتغیرات العشوائیة ولتكنf: R ⟶ R دالة مستمرة 

 لنفرض أن:   

Xn
p
→X 

Yn
p
→Y 

 فإن: 

∀ α,β ∈ R          α Xn + βγn
p
→ αX + βY    

XnYn
p
→ XY 

f(Xn)
p
→ f(X) 

متقاربة بالمتوسط نحو متغیر أنها قابلة للمكمالة النقول عن متتالیة من المتغیرات العشوائیة  التقارب بالمتوسط: •

 : إذا كان xعشوائي 
lim
n→+∞

E(|Xn − X|) = 0 

 : رمز لهوی

Xn
m
→ X 

;Xn}  قول أن متتالیة من المتغیرات العشوائیةن و n ≥ متقاربة بالمتوسط التربیعي نحو المتغیر نحو المتغیر  {1

 إذا كان: Xالعشوائي 
lim
n→+∞

E(|Xn − X|2) = 0 

;Xn} لتكنمثال:  n ≥  متتالیة من المتغیرات العشوائیة  {1
∀n ≥ 1       P(Xn = 0) = 1 − e−n 

      P(Xn = 1) = e−n               
;Xn}بین أن  n ≥   بالمتوسط 0متقاربة نحو  {1

ر ا متقاربة بشكل شبه مؤكد نحو متغیعشوائیة أنهالمتغیرات النقول عن متتالیة من  التقارب شبه المؤكد: •

 : إذا كان xعشوائي 



�p(|Xn − X| ≥ ξ)
n

< ∞          ∀ξ > 0 

 :رمز لهوی

Xn
ps
→ X 

;X1مثال:  X2; … . . ; Xn :متتالیة متغیرات عشوائیة حیث 

        P(Xn = 0) = 1 −
1

n2 

P(Xn = 1) =
1

n2 

Xn  أثبت أن: 
ps
→ X 

;X1إذا كانت  التقارب بالقانون: • X2; … . . ; Xn   متغیرات عشوائیة ولتكن{Fn; n ≥ متتالیة توابع التوزیع  {1

 لها:
∀n ≥ 1 Fn(x) = FXn 

(x) 
 أو: 

lim
n→+∞

E(f(Xn)) = E[f(X)] 

 ویرمز له:

X
loi
�� Xn 

 مستمرة ومحدودة.  𝑓𝑓بشرط دالة 

;X1 مثال: X2; … . . ; Xn :متتالیة متغیرات عشوائیة مستقلة لها نفس دالة الكثافة الاحتمالیة حیث 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼𝑥𝑥−(𝛼𝛼+1)         𝑥𝑥 ∈ [1, +∞[ 

𝑛𝑛نضع من أجل  ≥ 1 

yn = n−
1
∝    Max  Xk    0 ≤ k ≤ 1 

𝑋𝑋بین أن: 
loi
�� Xn 

تعد مبرهنات النهایة المركزیة مجموعة نتائج لنظریة الاحتمالات تنص على أن مجموعة  :نظریة النهایة المركزیة -

عدة متغیرات عشوائیة مستقلة ومتشابهة التوزع تمیل إلى التوزع حسب توزیع احتمالي معین، ، وهي تبین الشروط 

;X1العامة المفروضة على المتغیرات العشوائیة  X2; … . . ; Xn  لكي یؤول مجموعهاYn  التوزیع الطبیعي إلى

nعندما  →  ، وبشكل عام یمكن التعبیر عن المحتوى العام لمبرهنات النهایة المركزیة كالآتي:∞+

 :مبرهنة النهایة المركزیة بصیغة لیابونوف •

 متتالیة من المتغیرات العشوائیة تحقق الشروط التالیة:  {Xn} إذا كانت



 ةالقیم المتوقع  E(Xi) = µ.موجودة 

 التباینات Var (Xi) = σ2 .موجودة 

  العزوم المركزیة المطلقة من الرتبة الثالثةE(|Xi − m|3)  ةموجود. 

lim
n→+∞

∑[(|X1 − m|3)]

(∑ σi2n
i=1 )

3
2

= 0 

Yn  فإن توزیع المجموع = ∑ Xin
i=1 ینتهي إلى التوزیع الطبیعي N(nµ; nσ2) تكون  عندماn وإذا  ،كبیرة

Zn ـ رمزنا ل = Xn−nµ
σ√n

  .الطبیعي المعیاريیخضع تقریبا للتوزیع الطبیعي المعیاري  فإن هذا المتغیر  

توزیع ا یرات العشوائیة مستقلة ولكل منهإذا كانت متتالیة المتغ: مبرهنة النهایة المركزیة بصیغة موافر ولابلاس •

Yi  فإن توزیع المجموع 𝐵𝐵(1,𝑃𝑃)  بیرنولي = ∑ Xin
i=1 ;N(np یتقارب من التوزیع الطبیعي   npq)   بازدیاد

n  :أي أن 
lim
n→+∞

B(n, P) =  N(np; npq) 

عند المعاینة یكون الهدف الأساسي جعل الفرق المطلق قریبا من الصفر، ولتحقیق هذا : لأعداد الكبیرةاقانون  -

  الهدف یجب أن یكون حجم العینة كبیرا وهو ما یطلق علیه قانون الأعداد الكبیرة. 

 من الفهمبیشیف تمكن الروسي بافنوتي تشهي متراجحة مشهورة ترجع إلى عالم الریاضیات بیشیف:متراجحة تش -

 الدقیق لكیفیة أن التباین یقیس التغیر حول المتوسط للمتغیر العشوائي.

ولكن ،  E(X) ومتوسطه  V(X) تحدید تباینه  یمكنفإنه  Xالتوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي  علمإذا ف

وبالتالي فإنه من غیر من غیر الممكن إیجاد التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي بمجرد معرفة تباینه ومتوسطه، 

إمكانیة لحساب حد أعلى أو حد أدنى لهذه  توجدنه هذا التوزیع في هذه الحالة، إلا أالممكن حساب الاحتمالات ل

 على مایلي:تشبیشیف بیشیف، وتنص نظریة تشالاحتمالات وذلك باستخدام متباینة 

 σkبالمقدار   μتنحرف عن متوسطه  X  من القیمة الممكنة لـ𝑥𝑥 یأخد القیمة X احتمال المتغیر العشوائي  •

1 كثر یكون على الأقل هو الأعلى  − 1
𝑘𝑘2

 :التالیة ویعبر عن ذلك بالعبارة الاحتمالیة، 

P(|X − µ| ≤ σk) ≥ 1 −
1

k2 

 أو:

𝑃𝑃(|𝑋𝑋 − 𝜇𝜇| ≥ k𝜎𝜎) ≤
1

k2 

k)  ثابت أكبر من الواحد  k  :حیث > 1) 



µ]أن هذه القیمة داخل الفترة  أي − k𝜎𝜎,µ + k𝜎𝜎]  وإذا كانت𝜎𝜎 و𝜇𝜇  مجهول للمجتمع وقدرت من العینة

�𝑋𝑋]فإن الفترة السابقة تصبح  �𝑋𝑋و 𝑆𝑆2بالمقدارین  − 𝜎𝜎k ,𝑋𝑋� + 𝜎𝜎k] 

 �µX  من المجتمع الأصلي ذو المتوسط nلجمیع متوسطات العینات التي حجمها �X  إذا كان المتغیر العشوائي •

�𝜎𝜎𝑋𝑋وتباین 
بالمقدار 𝜇𝜇  تنحرف عن متوسطهالعینات الممكنة طات لأي من متوس �Xفإن احتمال انحراف القیمة  2

k𝜎𝜎𝑋𝑋�  1على الأكثر هو على الأقل − 1
𝑘𝑘2

 :التالیة الاحتمالیةویعبر عنه بالعبارة  

P(|X� − µ| ≤ kσX�) ≥ 1 −
1

k2 

µ)أي أن هذه القیمة تقع داخل الفترة  − kσX� ,µ + kσX�)   

X كنلی: الأول مثالال ↝ N(64.4)  أوجد الحد الأعلى لاحتمال حدوث الحادثة{|𝑋𝑋 − µ| ≥ باستخدام  {6

  .متباینة تشبیشیف

µإذا كان لدینا مجتمعا من طلاب جامعة ما له متوسط  المثال الثاني: = كلغ أخذت  6كلغ وانحراف معیاري  70

حسب العبارة الاحتمالیة بطریقتین  𝜇𝜇عن  �Xطالبا، أوجد احتمال انحراف متوسطها  36منه عینة عشوائیة حجمها 

 التالیة:

P(|X� − µ| ≤ 2) 
بشكل خاص في  تشبیشیف ویستفاد منهمن نتائج نظریة  یعتبر هذا القانون: الكبیرةالقانون الضعیف للأعداد  -

 نظریة المعاینة، وتصاغ هذه النظریة بالشكل التالي:

;X1لتكن المتغیرات  X2; … . . ; Xn ها نفس المتوسط متغیرات عشوائیة مستقلة لها نفس التوزیع الاحتمالي ولكل من

 :والتباین إذا كان
𝑋𝑋 = 𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2 + ⋯+ 𝑋𝑋𝑛𝑛 

lim
n→+∞

P��
1
n �𝑥𝑥𝑖𝑖 −

1
𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

�𝐸𝐸(𝑋𝑋)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

� < ξ � = 1      ξ > 0 

;X1  إذا كانت :الاحصاءات المرتبة - X2; … . . ; Xn عینة عشوائیة من توزیع مستمر                                    

𝑥𝑥و  = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2+. . . +𝑥𝑥𝑛𝑛 ـقیم ل X ،   فالقیم الملاحظة𝑥𝑥1; 𝑥𝑥2; … . . ; 𝑥𝑥𝑛𝑛  رتیبها تصاعدیا حسب یمكن ت

;𝑦𝑦1;𝑦𝑦2صغر إلى الأكبر) ونرمز لها قیمها (من الأ … . . ; 𝑦𝑦𝑛𝑛  :حیث 
𝑦𝑦1 ≤ 𝑦𝑦2 ≤ 𝑦𝑦3 ≤ ⋯ ≤ 𝑦𝑦𝑛𝑛 … … … … … (1) 

𝑥𝑥𝐾𝐾;𝑘𝑘للمتغیر العشوائي الذي یأخد القیمة  𝑋𝑋𝑘𝑘ولنرمز ب  = 1, …𝑛𝑛 عند أي قیمة ملاحظة  𝑥𝑥 ، وبذلك نعرف

;𝑌𝑌1;𝑌𝑌2متتالیة جدیدة من المتغیرات العشوائیة   … ;𝑌𝑌𝑛𝑛 :حیث 
Y1 ≤ Y2 ≤ Y3 ≤ ⋯ ≤ Yn … … … … … (2) 



ومن ثم ، kبالإحصاءة ذو الترتیب 𝑌𝑌𝑘𝑘 بالإحصاءات المرتبة للعینة ویدعى المتغیر 𝑌𝑌𝑘𝑘تدعى المتغیرات الجدیدة 

;𝑌𝑌1;𝑌𝑌2تدعى  … ;𝑌𝑌𝑛𝑛 ) بالمتسلسلة المتغیرة 2بالعینة المرتبة، كما تدعى السلسلة المعرفة بالعلاقة (

;X1للعینة X2; … . . ; Xn ـة ل، وهذا ما یعني أن السلسلة المتغیر  X ما هي إلا عینة عناصرها مرتبة تصاعدیا

 حسب قیمها.

;X1إذا كانت  التوزیع الاحتمالي الهامشي لإحصاءة مرتبة: • X2; … . . ; Xn  عینة عشوائیة من توزیع مستمر

;𝑌𝑌1;𝑌𝑌2وكانت 𝐹𝐹(𝑥𝑥)  ودالة توزیعه 𝑓𝑓(𝑥𝑥)دالة كثافته الاحتمالیة  … ;𝑌𝑌𝑛𝑛  الاحصاءات المرتبة للعینة

X1; X2; … . . ; Xn  فإن التوزیع الاحتمالي للإحصاءة المرتبة ،𝑌𝑌𝑖𝑖 :یعرف بدالة الكثافة التالیة 

𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑖𝑖) =
𝑛𝑛!

(𝑖𝑖 − 1)! (𝑛𝑛 − 𝑖𝑖)!𝑓𝑓
(𝑦𝑦𝑖𝑖)[𝐹𝐹(𝑦𝑦𝑖𝑖)]𝑖𝑖−1[1 − 𝐹𝐹(𝑦𝑦𝑖𝑖)]𝑛𝑛−𝑖𝑖 

𝑖𝑖 بوضع = 𝑛𝑛 و   1 = 𝑖𝑖 نتحصل على دالة الكثافة الاحتمالیة لتوزیع𝑌𝑌1 و 𝑌𝑌𝑛𝑛:على التوالي 
g(y1) = n[1 − F(y1)]n−1f(y1) 

g(yn) = n[F(yn)]n−1f(yn) 
 المثال الأول:

;X1بفرض  X2; … . . ; Xn  عینة عشوائیة من التوزیع المنتظم𝑅𝑅[0,1]   أوجد توزیع كل من𝑌𝑌1 و  𝑌𝑌𝑛𝑛 

 المثال الثاني:

;𝑋𝑋1;𝑋𝑋2 إذا كانت … . . ;𝑋𝑋𝑛𝑛  أوجد توزیع كل من  عینة عشوائیة من توزیع أسي𝑦𝑦𝑛𝑛−1;𝑦𝑦2 

;X1إذا كانت  التوزیع المشترك لإحصائیتین مرتبتین: • X2; … . . ; Xn  عینة عشوائیة من مجتمع دالة كثافته

 هي: 𝑌𝑌𝑖𝑖و 𝑌𝑌𝐽𝐽 فإن دالة الكثافة الاحتمالیة المشتركة للاحصائیتین المرتبتین  𝐹𝐹(𝑥𝑥) ودالة توزیعه 𝑓𝑓(𝑥𝑥)الاحتمالیة 

𝑔𝑔�𝑦𝑦𝑖𝑖; 𝑦𝑦𝑗𝑗� =
𝑛𝑛!

(𝑖𝑖 − 1)! (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖 − 1)! (𝑛𝑛 − 𝑗𝑗)!
[𝐹𝐹(𝑦𝑦𝑖𝑖)]𝑖𝑖−1�1 − 𝐹𝐹�𝑦𝑦𝑗𝑗��

𝑛𝑛−𝑗𝑗�𝐹𝐹�𝑦𝑦𝑗𝑗�

− 𝐹𝐹(𝑦𝑦𝑖𝑖)�
𝑗𝑗−𝑖𝑖−1𝑓𝑓(𝑦𝑦𝑖𝑖)𝑓𝑓�𝑦𝑦𝑗𝑗� 

;X1بفرض: الأول مثالال X2; … . . ; Xn عینة من التوزیع المنتظم، أوجد التوزیع المشترك للاحصائیتین            

𝑦𝑦𝑛𝑛 و. 𝑦𝑦1 

;X1بفرض   :الثاني مثالال X2; … . . ; Xn   عینة عشوائیة من مجتمع كثافة توزیعه 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
1
2 𝑒𝑒

−𝑥𝑥2                𝑥𝑥 > 0 

 𝑦𝑦1 و 𝑦𝑦𝑛𝑛أوجد التوزیع المشترك للاحصائیتین 

 

 


