
 

 :Autocorrelation Functionدالة الارتباط الذاتي 
,𝛾(𝑠 تقيس دالة التغاير الذاتي  𝑡) عتمثاد الطيثي بثيي    درجثة اا -ريفها في المبحث  السثابقالتي سبق تع

 𝛾(1,2)متغيثثريي مثثي المتغيثثرا  التثثي تقثثا علثثة افثثس السلسثثلة ال مايثثة  فعلثثي سثثبيا الميثثاا يقثثيس التغثثاير الثثذاتي 
والثذ  يميثا ميمثة السلسثلة عاثد الاقيثة ال مايثة الولثة والمتغيثر  𝑦1ااعتماد الطيي بيي المتغير العشوائي  درجة

يميا درجة ااعتمثاد الطيثي  𝛾(1,2) ي   ،  والذ  يميا ميمة السلسلة عاد الاقية ال ماية اليااية 𝑦2العشوائي 
بيي كا القيم التي يمكي  ي تولدها العملية العشوائية عاد الاقية ال ماية الولة وتلث  القثيم التثي يمكثي  ي تولثدها 

,𝛾(𝑠افثثثس العمليثثثة العشثثثوائية عاثثثد الاقيثثثة ال مايثثثة الياايثثثة  وباثثثفة عامثثثة فثثث ي التغثثثاير الثثثذاتي  𝑡)  هثثثو دالثثثة فثثثي
,𝑠 الدليليي 𝑡   

 :الجديرة بالذكر  همهاالإشارة هاا إلة بعض الملاحظا  الهامة و وتجدر 
,𝛾(𝑠إذا كثثاي  -1 𝑡) = ,𝑌𝑠 فهثثذا يعاثثي  ي المتغيثثريي  0 𝑌𝑡   غيثثر مثثرتبييي طييثثثثثا ولكثثي مثثد يكثثوي هاثثا

 ارتباي غير طيي بياهما 
,𝛾(𝑠إذا كثثثاي  -2 𝑡) = ,Ysوكثثثاي المتغيثثثراي  0 𝑌𝑡   لهمثثثا تو يثثثا معتثثثاد ياثثثائيBivariate normal 

distribution  ف ي هذا يعاي  ي المتغيريي مستقلاي 
,𝛾(𝑠يمكثثي اعتبثثار تبثثايي العياثثة كحالثثة طااثثة مثثي دالثثة التغثثاير  -3 𝑡)  بوضثثاs =  t  وهثثذا يعاثثي  ي ، 

𝑉(𝑌𝑡) = 𝛾(𝑡, 𝑡) 
,𝛾(𝑠 إذا كاا  السلسلة ساكاة ف ي دالة التغاير  -4 𝑡)  تكثوي دالثة فثي الفجثوة ال مايثة 𝑘 = |𝑠 − 𝑡|  فقثي

𝛾(|𝑠ذه الحالة وتكتب عادة في ه − 𝑡|)  و 𝛾(𝑘) 
 :ماهية الارتباط الذاتي 2.2.2

مي المعروف في علم الإحااء  ي استطدام التغاير لقياس درجة ااعتمثثاد الطيي بيي متغيريي يييثر بعثض 
مثثوة  و ضثثعف  ىيثثاي يمكثثي الرجثثوا إليهثثا لتحديثثد مثثدالمشثثاكا العمليثثة،  ولهثثا عثثدم وجثثود حثثدود مرجعيثثثثثة  دايثثا عل

التغاير يعتمد علة وحدا  القياس المسثتطدمة  ومثي يثم يفضثا معثايرة التغثاير الثذاتي  العلامة الطيية، وياايها  ي
,𝑌𝑠بالقسثثمة علثثة حااثثا ضثثرب اااحثثرافيي المعيثثارييي للمتغيثثريي  𝑌𝑡  لاحاثثا علثثة مثثا يعثثرف باارتبثثاي الثثذاتي

  التسلسليي 
 :يفتعر 

,𝜌(𝑠 يعثثرف معامثثا اارتبثثاي الثثذاتي  𝑡)المتغيثثريي  بأاثثم معامثثا اارتبثثاي الطيثثثي بثثثيي 𝑌𝑠, 𝑌𝑡 ويكتثثب علثثثة
,𝜌(𝑠: الاورة 𝑡) =

𝛾(𝑠,𝑡)

√𝑉𝑎𝑟( 𝑌𝑠) .  𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡)
=

𝐸(𝑌𝑠−µ𝑠)(𝑌𝑡−µ𝑡)

√𝐸(𝑌𝑠−µ𝑠)
2 .𝐸(𝑌𝑡−µ𝑡)

2
 ; 𝑠, 𝑡 = 0 ± 1 ± 2,…  



y (s, t 
 

يمكثثي حسثثاب بسثثي معامثثا اارتبثثاي مثثي دالثثة ااحتمثثاا  -كمثثا هثثو معثثروف فثثي علثثم الإحاثثاء  –وبثثاليبا 
,𝑌𝑠 الياائيثثثثة للمتغيثثثثريي  𝑌𝑡  بيامثثثثا يحسثثثثب المقثثثثام مثثثثي دالتثثثثثي ااحتمثثثثاا الهامشثثثثي للمتغيثثثثريي وذلثثثث  لكثثثثا مثثثثثيم ،

(𝑠, 𝑡) المطتلفثثة  وبالتثثثالي ياشثثأ لثثثدياا علامثثة داليثثثة بثثيي معثثثاملا  اارتبثثاي الثثثذاتي والثث مايي(𝑠, 𝑡) بدالثثثة  ةتسثثثم
علثة افثس  ابثيي المتغيثرا  التثي تقث تقيس درجة اارتباي الطيي act autocorrelation function))لذاتياارتباي ا

 :السلسلة  و العملية العشوائية  وتتاف هذه الدالة بعدة طاائص  همها
,𝜌(𝑡: وافسم يساو  الواحد،     ي 𝑌𝑡اارتباي الذاتي بيي المتغير  -1 𝑡) = 1 
2- 𝜌(𝑡, 𝑠) = 𝜌(𝑠, 𝑡)  ّوذل  لي𝛾(𝑡, 𝑠) = 𝛾(𝑠, 𝑡) 
,𝜌(𝑠ميمة   -3 𝑡)  [1,1−]تقا دائماً علة الفترة المغلقة 
,𝜌(𝑠إذا كثثثاي  -4 𝑡) = ,𝑌𝑠فهثثثذا يعاثثثي  اثثثم ا توجثثثد علامثثثة طييثثثة بثثثيي المتغيثثثريي  0 𝑌𝑡   ولكثثثي مثثثد توجثثثد

 علامة غير طيية بياهما 
,𝜌(𝑠إذا كاي  -5 𝑡) ± ,𝑌𝑠بيي المتغيريي  يردية  و عكسيةي فهذا يعاي  ام يوجد علامة طيية تامة  1 𝑌𝑡 

،     اثثم يمكثثي التابثث  بأحثثد المتغيثثريي بالضثثبي باسثثتطدام علامثثة طييثثة يقثثوم فيهثثا المتغيثثر ا طثثر بثثدور 
 هذه العلامة  الوحيد في regressorالمتغير المفسر 

دالثثثة  مثثا إذا كااثثث  العمليثثثة العشثثثوائية  السلسثثثلةي سثثثاكاة ف اثثثم يمكثثثي إعثثثادة تعريثثثف معامثثثا اارتبثثثاي الثثثذاتي و 
 :اارتباي الذاتي كما يلي

بأاثثم معامثثا اارتبثثاي  𝑘عاثثد الفجثثوة ال مايثثة  {𝑦𝑡}  يعثثرف معامثثا اارتبثثاي الثثذاتي للعمليثثة السثثاكاة : في  تعر 
𝑦𝑡الطيي بيي المتغيريي  , 𝑦𝑡−𝑘 ويأطذ الاورة ا تية: 

ρ(𝑘) =
𝐸(𝑌𝑡 − µ)(𝑌𝑡−𝑘 − µ)

𝐸(𝑌𝑡 − µ)2
=

𝛾(𝑘)

𝛾(0)
  , 𝑘 = 0,±1 ± 2…. 

 لافس العملية  𝑘إلة التغاير الذاتي عاثد الفجوة  𝛾(𝑘)إلة تبايي العملية الساكاة ويرم   𝛾(0)حي  يرم  
𝑘ومثي يثم يمكثي حسثاب معامثثا اارتبثاي الثذاتي لكثا فجثثوة مثي الفجثوا  ال مايثة  = 0,±1 ± فياشثثأ  .…2

تبثثاي الثثذاتي للعمليثثة بدالثثة اار  ةتسثثم kوالفجثثوة ال مايثثة  ρ(𝑘)لثثدياا علامثثة داليثثة بثثيي معثثاملا  اارتبثثاي الثثذاتي 
تقيس اارتباي الطيي بثيي المتغيثرا  علثة افثس السلسثلة ال مايثة والتثي تبعثد عثي بعضثها الثبعض  {y1}الساكاة 

درجثة اارتبثاي الطيثي بثيي    متغيثريي الفااثا ال ماثي  ρ(1)فعلة سبيا الميثاا يقثيس   𝑘فجوة  ماية مقدارها 
,𝑌1 بياهمثثا يسثثاو  الوحثثدة    درجثثة اارتبثثاي بثثيي  𝑌2 و بثثيي  ،𝑌11, 𝑌10 و باثثفة عامثثة اارتبثثاي الطيثثي     و 

𝑌𝑡بثثثيي  , 𝑌𝑡−1 ويقثثثيس ،ρ(3) اارتبثثثاي الطيثثثي بثثثيي    متغيثثثريي الفااثثثا ال ماثثثي بياهمثثثا يسثثثاو  يثثثلا   درجثثثة



,𝑌4درجثثة اارتبثثاي الطيثثي بثثيي  وحثثدا     𝑌1  و بثثيي 𝑌14, 𝑌10  اارتبثثاي الطيثثي   و باثثفة عامثثة درجثثة..  و
𝑌𝑡بيي  , 𝑌𝑡−3  جدولي  و بيااي كما سارى فيما بعد  وتعرض دالة اارتباي الذاتي في شكا رياضي  و 

مي المتغيرا  فثي  n تعرف مافوفة اارتباي الذاتي للعملية العشوائية الساكاة التي تتكوي مي عدد: تعريف
 :الاورة ا تية
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 :خصائص وأهمية دالة الارتباط الذاتي2.2.2.
 اذكر ماها ما يلي: طاائص هامة ةل  عملية ساكاة بعد ρ(𝑘)تتاف دالة اارتباي الذاتي 

ρ(0)معاما اارتباي الذاتي عاد الفجوة ال ماية افر يساو  الواحد،     ي  -1 =   ل  عملية ساكاة 1
 [1,1−]تقا دائماً علة الفترة المغلقة  ρ(𝑘)ميمة   -2
ρ(𝑘)إذا كاي  -3 = وحدة ،  kفهذا يعاي  ام ا توجد علامة طيية بيي    متغيريي الفااا ال ماي بياهما  0

 ولكي باليبا مد توجد علامة غير طيية بياهما 
ρ(𝑘)إذا كثاي  -4 =  𝑘يعاثثي  اثم توجثثد علامثة طييثثة تامثة بثثيي    متغيثريي الفااثثا ال ماثي بياهمثثا  فهثذا ±1

،     ام يمكي التاب  بأحدهما بالضبي باسثتطدام علامثة طييثة يقثوم فيهثا المتغيثر ا طثر بثدور المتغيثر ةوحد
 المفسر الوحيد في هذه العلامة 

𝑘دالثثة متمايلثثة دائمثثاً حثثوا الفجثثوة ρ(𝑘)الدالثثة  -5 = ρ(−𝑘)،     ي  0 = ρ(𝑘)  ولثثذل  عثثادة مثثا يكتفثثي  
 فيما بعد في الميلة  ىالموجبة فقي كما سار  𝑘برسم هذه الدالة لقيم 

 ، ولثثذل  تثثرتبي معثثاملا  اارتبثثاي المطتلفثثة  Positive definiteماثثفوفة اارتبثثاي دائمثثا موجبثثة تامثثة  -6
𝜌(0), 𝜌(1), 𝜌(2)….  فيمثثثا بياهمثثثا بعلامثثثا  جبريثثثة يمكثثثي اسثثثتاتاجها مثثثي العلامثثثة بثثثيي الماثثثفوفة تامثثثة

  حااءالإيجاب والمحددا  الرئيسية كما هو الحاا في مافوفة التغاير والتبايي في اظرية الإ
في التحليا الحدي  للسلاسا ال ماية  شثكااً متعثددة، فتثارة تجثدها تتلاشثة بثبيء، وتثارة   ρ(𝑘)وتأطذ الدالة 

مثي الاثفر فثي شثكا  ، وتثارة ياليثة تقتثرب تثدريجيا exponential fashionجدها تتلاشة بسرعة فثي اثورة  سثية ت
مثثثثي الثثدواا مثثي الاثثفر فثثي شثثكا توليفثثثة  ا، وتثثارة رابعثثة تقتثثرب تثثدريجيً sinewavesموجثثا  تحثثاكي دالثثة الجيثثب 

.2)السية، وتارة طامسثة تاقيثا كليثة فجثأة بعثد عثدد معثيي مثي الفجثوا  ال مايثة  ففثي شثكا  a)  تتاثامصρ(𝑘)  
.2)ببيء، وتتاامص برتابة وبسرعة وفي اورة  سية في شكا  𝑏)  وتقترب تدريجياً مي الافر في شكا موجا ،

.2) تحاكي دالة الجيب 𝑐)2)جوة ال ماية اليااية في شكا ، بياما تاقيا كلية فجأة بعد الف. 𝑏) 



إي لثثم يكثثي  هثثم دور علثثة الإيثثلاق فثثي التحليثثا  –دورا هامثثا وطييثثرا   ρ(𝑘)وتلعثثب دالثثة اارتبثثاي الثثذاتي 
الحثثدي  للسلاسثثا ال مايثثة بيريقثثة بثثوكس وجياكاثث   فهثثثي الداة الرئيسثثية التثثي ارتضثثاها هثثذاي العالمثثاي اطتبثثار 

قريبيثثة الطثثثرى وهثثي  حثثثد الدوا  الرئيسثثية للتعثثثرف علثثة الامثثثوذ  المبثثثدئي بجااثثب اليثثثرق الت –سثثكوي السلسثثثلة 
الملائم للسلسلة  بالإضافة إلة ذل  ف ي هذه الدالة مي  هم  دوا  تشطيص الاموذ  المبدئي مي  جا تحسيام  و 

الااتجثثثة مثثثي هثثثذا الامثثثوذ   وسثثثاتعرض للثثثدور الثثثذ  تلعبثثثم دالثثثة  Residualsتيثثثويره إذا مثثثا يبقثثث  علثثثة البثثثوامي 
 اارتباي الذاتي بالتفايا عاد تقديم ماهجية بثثوكس وجياكا  في الباب الرابا 

 ي: بعض دواا اارتباي الذاتي المشهورة2شكا  
  ااتجثاه المحثدد والميلة ا تية توضح كيفية إيجاد اارتبثاي الثذاتي لثبعض العمليثا  العشثوائية والامثاذ  ذا

  غير العشوائيي 
ε}ااضيرابا  الهادئة" " وجد دالة اارتباي الذاتي لعملية  (:6مثال )

𝑡
} 

ε}حي  إي عملية : الحل
𝑡
 اضيرابا  هادئة ف ي: {

𝐸(ε
𝑡
) = 0 ;   𝑡 = 0,±1,±2,… .. 

𝑉(ε
𝑡
) = 𝜎2 ;   𝑡 = 0,±1,±2,… .. 

γ(𝑘) = 𝐶𝑜𝑣(ε
𝑡
, ε

𝑡−𝑘
)  ;   𝑘 ≠ 0; 𝑡 = 0,±1,±2 

ρ(𝑘):  وبالتالي ف ي = 
γ(𝑘)

γ(0)
= 0  , 𝑘 ≠ ρ(𝑘)   ي:    0 = {

1  , 𝑘 = 0
0  , 𝑘 ≠ 0  

 

 (:7مثال )
𝑦𝑡تتبا الاموذ   𝑦𝑡كاا  السلسة  إذا = 𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝜀𝑡  حي𝜀𝑡   عمليثثة اضيرابا  هادئة،  وجد دالة

 𝑦𝑡اارتباي الذاتي للسلسلة
 :الح    ل

𝑉(𝑦𝑡) = 𝑉(𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝜀𝑡) = 𝑉(𝜀𝑡) = 𝜎2 
𝑓(𝑡)وذل  لي الدالة  = 𝛽0 + 𝛽1𝑡 هي دالة محددة  غير عشوائيةي Deterministi  غير عشوائية    

𝑦(𝑠, 𝑡) = 𝐶𝑜𝑣(𝛽0 + 𝛽1𝑠 + 𝜀𝑠 , 𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝜀𝑡) = 0  , 𝑠 ≠ 𝑡 
ρ(𝑘):        ومي يم ف ي = {

1   , 𝑘 = 0
0  , 𝑘 ≠ 0

 

ا الذاتي لهذا الاموذ  تساو  الافر بدءً وتجدر الإشارة هاا إلة حقيقة في غاية الهمية وهي  ي دالة اارتباي 
حي  إي  ،مي الفجوة ال ماية الولة،     ي هاا  ااقياا تام لهذه الدالة علة الرغم مي عدم سكوي هذه السلسلة

لهثثا اتجثثاه عثثام طيثثثثي بال يثثادة  و الاقاثثاي علثثة عكثثس مثثا مثثد اثثرى فثثي الفاثثوا القادمثثة عاثثد التعامثثا مثثا امثثاذ  
ARIMA  حيث  إي الامثوذ   ،ام ا يوجد تعارض بالمرة كما سارى في الفاوا القادمثة  وفي الواما𝑦𝑡  فثي هثذا



 اكمثثا  وضثثحاا سثثابقً  Deterministicبثثا هثثو امثثوذ  محثثدد  nonstochastic االميثثاا الثثذ  بثثيي  يثثدياا لثثيس عشثثوائيً 
  ومثثد ذكراثثا هثثذا اا مايقيًثثفثثثثثي البثثاب الوا، وبالتثثالي فعثثدم وجثثود ارتبثثاي ذاتثثي بثثيي مشثثاهدا  السلسثثلة يبثثدو  مثثرً 

الامثثوذ  فثثثي هثثثذا البثثثاب لاثثثم عثثثادة مثثثا يحثثثد  لثثثبس لليالثثثب  و الباحثثث  الثثثذ  لثثثيس لديثثثم الطبثثثرة والدرايثثثة الكافيثثثة 
بموضوعا  الاماذ  المحددة والعشوائية وعلامتها بالسكوي وعلامة هذا بالطير بدالة اارتباي الذاتي  وباليبا ما 

 ذا المياا يقاا عي كا الاماذ  المحددة في ه 𝑦𝑡يقاا عي الاموذ   
 ي5في المياا   {𝑦𝑡 }  وجد دالة اارتباي الذاتي للعملية (:8مثال )

 :لالح
 :عاد حا هذا المياا وجداا  ي

γ(𝑘) = {
𝜎2(1 + 𝜃2) , 𝑘 = 0

−𝜃𝜎2          , 𝑘 = 1
0                 , 𝑘 ≥ 2

 

ρ(𝑘)وبالتالي ف ي:                         = {

1              ; 𝑘 = 0

−
𝜃

1+𝜃2     ; 𝑘 = 1

0            ; 𝑘 ≥ 2

 

 :تقدير دالة الارتباط الذاتي 2.2.2
 وضثثحاا سثثابقاً  هميثثة وضثثا شثثروي السثثكوي علثثة العمليثثة العشثثوائية التثثي ولثثد  السلسثثلة المراثثودة  المتاحثثةي 

مكاايثة تقثديرها باسثتطدام و همها تطفيض عدد المعالم الرئيسية  عثثث وم الدرجثثثة الولثي والياايثة وسثهو  لة تفسثيرها وام
,𝑦1 مشثثثاهدا  السلسثثثلة المتاحثثثة  𝑦2, …… , 𝑦𝑛  وباثثثاء علثثثة هثثثذه التقثثثديرا  يمكثثثي تقثثثدير دالثثثة اارتبثثثاي الثثثذاتي

 :للعملية العشوائية الساكاة بأحد التقديريي ا تييي

𝑟(𝑘) = 𝜌̂(𝑘) =
∑ (𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦𝑡+𝑘 − 𝑦̅)𝑛−𝑘

𝑡=1

∑ (𝑦1 − 𝑦̅)2𝑛
𝑡=1

 

𝑟0(𝑘) = 𝑝̃(𝑘) =

1
𝑛 − 𝑘

∑ (𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦𝑡+𝑘 − 𝑦̅)𝑛−𝑘
𝑡=1

1
𝑛

∑ (𝑦1 − 𝑦̅)2𝑛
𝑡=1

 

، ولثذل  فلثيس هاثا   يثة  فضثلية لإحثداهما علثة ا طثر، وعثادة  biasedوفي الحقيقة  ي هذيي التقديريي متحي اي 
لتقثدير دالثثة اارتبثاي الثذاتي، وهثثذا التقثدير هثثو الثذ  ساسثتطدمم بالفعثثا فثي هثثذا  𝑟(𝑘)مثا يسثتطدم التقثثدير الوا 

𝐸(𝑌1 ساكاة وطيية و ي الع م الرابثا  {𝑦𝑡} با   ام إذا كاا  العملية العشوائية الكتاب  ويمكي إي
محثدود فث ي (4

متوسثثثيم  Normalكبيثثثرةي تو يثثثا معتثثثاد  معتثثثداي  nإذا كااثثث   يتبثثثا تقاربيثثثاً  𝑟(𝑘)تقثثثدير دالثثثة اارتبثثثاي الثثثذاتي 
ρ(𝑘)  ولم تبايي معيي معثروف يعتمثد علثةρ(𝑘)  يضثاً  ومثي يثم يمكثي إجثراء ااطتبثارا  الإحاثائية الطااثة 

  اارتبايا  الذاتية المطتلفة significanceبمعاوية 



 𝑟(𝑘)والحالة الطااة الهامة إذا كاا  العملية العشوائية موضا الدراسة عملية "اضيرابا  هادئة ف ي تبثايي 
𝑉[𝑟(𝑘)]  يأطذ الاورة البسيية ا تية: ≈

1

𝑛
 

عاثثد تشثثطيص امثثاذ   ىا سثثار مثثاتي فثثي هثثذه الحالثثة بشثثكا تقريبثثي كيمكثثي اطتبثثار معاويثثة اارتبثثاي الثثذومثثي يثثم 
ARIMA معاملا  اارتباي الذاتي يوضح كيفية حساب تيا والمياا   في الباب الرابا: 

 :  حد المحلا  الكبرى مي إحدى السلا فثثثي اد الوحدا  المباعة بالمائة ساويً تميا البيااا  ا تية عد (:9مثال )
 السنة 9111 9111 9111 9111 9111 9111 9111 9111

 عدد الوحدات المباعة 9 1 1 1 1 1 1 1

  احسب معاملا  اارتباي الذاتي وارسم دالة اارتباي المقدرة
 :الح ل

𝑦̅ =
20

8
= 2.5  ; ∑(𝑦𝑡 − 𝑦̅)2 = 6

8

𝑡=1

 

𝑟(1) =
∑ (𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦𝑡+𝑙 − 𝑦̅)7

𝑡=1

6
 

𝑟(1) =
1

6
[(𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦2 − 𝑦̅) + (𝑦2 − 𝑦̅)(𝑦3 − 𝑦̅) + (𝑦3 − 𝑦̅)(𝑦4 − 𝑦̅) + 

(𝑦4 − 𝑦̅)(𝑦5 − 𝑦̅) + (𝑦5 − 𝑦̅)(𝑦6 − 𝑦̅) + (𝑦6 − 𝑦̅)(𝑦7 − 𝑦̅) 
+(𝑦7 − 𝑦̅)(𝑦8 − 𝑦̅)] = −0.29 

𝑟(2) =
1

6
[(𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦3 − 𝑦̅) + (𝑦2 − 𝑦̅)(𝑦4 − 𝑦̅) + (𝑦3 − 𝑦̅)(𝑦5 − 𝑦̅) + 

(𝑦4 − 𝑦̅)(𝑦6 − 𝑦̅) + (𝑦5 − 𝑦̅)(𝑦7 − 𝑦̅) + (𝑦6 − 𝑦̅)(𝑦8 − 𝑦̅)] = 0.17 

 ميا يمكي إيبا   يّ: وبال

𝑟(3) = −0.21; 𝑟′4) = −0.33 ;   𝑟(5) = 0.21 ; 𝑟(6) = −0.17;   𝑟(7) = 0.13 

 ي 3ومام يمكي عرض دالة اارتباي الذاتي المقدرة في الشكا  

 ي: تميا البيااا  ا تية متوسي الاسبة المئوية للساوية للريوبة في إحدى المدي:11مياا  
 السنة 9111 9119 9111 9111 9111

 عدد الوحدات بالمائة 11 11 91 11 11

 ارسم دالة اارتباي الذاتي لهذه البيااا  

 :الحل



𝑦̅ =
100

58
= 20  ;  ∑(𝑦𝑡 − 𝑦̅)2 = 200

5

𝑡=1

 

𝑟(1)يمكي بسهولة إيبا   يّ:  = −
1

2
  ;   𝑟(2) = 𝑟(3) = 𝑟(4) = 0   

 ي 4ويمكي رسم هذه الدالة في الشكا  

 تاقيا فجأة بعد الفجوة ال ماية الولة  𝑟(K)ويلاحظ  ي 
   Partial Autocorrelation Functionدالة الارتباط الذاتي الجزئي  2.2

والتثثثي سثثثبق  𝜌(𝑘)−تلعثثب دالثثثة اارتبثثاي الثثثذاتي الج ئثثثي دوراً ا يقثثا  هميثثثة عثثي دور دالثثثة اارتبثثثاي الثثذاتي 
تقثثديمها فثثي المبحثث  السثثابق فثثي التعثثرف علثثة الامثثوذ  الملائثثم للبيااثثا  ال مايثثة المراثثودة فثثي ماهجيثثة بثثوكس 

ومبا تعريف هذه الدالة ودراسة طاائاها فثي السلاسثا ال مايثة مثد يكثوي مثي الفضثا  ي اسثتها هثذا   وجياكا 
المألوفة لدى القارئ يم ااتقا إلثة  اااحدارالمبحثث  بمقدمة عي مفهوم اارتباي الج ئي بافة عامة في مجاا  

رتبثثثاي الثثثذاتي الج ئثثي و هثثثم يثثثرق تعمثثيم هثثثذا المفهثثثوم فثثي مجثثثاا  السلاسثثثا ال مايثثة ودراسثثثة طاثثثائص دالثثة اا
 تقديرها باستطدام بيااا  سلسلة  ماية متاحة 

 :مقدمة 2.2.2
,Xافترض  ي    Z,W    يلاية متغيرا  عشوائية لهم دالثة كيافثة احتمثاا مشثتر𝑓(𝑥, 𝑧, 𝑤)   مثي المعثروف فثي

باي الطيي بثيي  ي معاما اارت -وفي موضوعا  اااحدار بافة طااة  –موضوعا  الإحااء بافة عامة 
,Xالمتغيريي  Z يعرف في  :ρ(𝑋, 𝑍) = 𝜌

𝑋,𝑍
=

𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑍)

√𝑉𝑎𝑟(𝑋)𝑉𝑎𝑟(𝑍)
 

,𝑋درجثثة ااعتمثثاد الطيثثي  الكلثثيي بثثيي المتغيثثريي  𝜌𝑋,𝑍ويقثثيس المعامثثا  𝑍  مثثوة اارتبثثاي الطيثثي بياهمثثا إذا   
 :التابايالمتغير  هو 𝑋كاا  العلامة بياهما علة الشكا التالي  بافتراض  ي 

𝐸(𝑋 ∕ 𝑍) = 𝛽0 + 𝛽1𝑍 
ويميا بسي معاما اارتباي الطيي التغثاير بثيي المتغيثريي والثذ  يمكثي الحاثوا عليثم مثي دالثة كيافثة ااحتمثاا 

,𝑋المشتركة للمتغيريي  𝑍 وذل  ب يجثاد , 𝐸(𝑋 − µ𝑋)(𝑍 − µ𝑍) بيامثا يميثا المقثام الجثذر التربيعثي لحااثا ،
𝐸(𝑋ب يجثثاد  𝑋ا علثثة تبثثايي المتغيثثر ضثثرب تبثثايي المتغيثثريي  ويمكثثي الحاثثو  − µ𝑋)2  باسثثتطدام دالثثة كيافثثة

𝐸(𝑍ب يجثثاد  𝑍، بيامثثا يمكثثي الحاثثوا علثثة تبثثايي المتغيثثر  𝑋ااحتمثثاا الهامشثثي للمتغيثثر  − µ𝑍)
باسثثتطدام  2

𝜌𝑋,𝑍   إذا كاي Zدالة كيافة ااحتماا الهامشي للمتغير  > للمتغيريي تميا  ي ف ي هذا يعاي  ي القيم الكبرى  0
𝜌𝑋,𝑍تحثد  معثاً، كمثثا  ي القثيم الاثغرى لهمثثا تميثا  يضثاً  ي تحثثد  معثاً   مثا إذا كثثاي  < فث ي هثذا يعاثثي  ي  0

 القيم الكبرى لحد المتغيريي تميا  ي تحد  ما القيم الاغرى للمتغير ا طر 
,𝑋ولكثثي مثثي جهثثة  طثثرى مثثد يكثثوي هاثثا  علامثثة بثثيي كثثا مثثي المتغيثثريي     𝑍 لمتغير الطثثر بثثا𝑊  وفثثي هثثذه ،

,𝑋ا يعبر عي اافي العلامة بيي المتغيريي  𝜌𝑋,𝑍الحالة ف ي  𝑍  اما تعتمد ميمة هذا المعاما بالإضافة إلة  -وام



,𝑋العلامة بثيي  𝑍 -   إلثة مثدى ارتبثاي كثا مثي هثذيي المتغيثريي بثالمتغير اليالث𝑊   فتغيثر المتغيثر اليالث  W 
,𝑋تغيريي يساهم في تغير كا مي الم 𝑍  ومي يم يتأير معاما اارتباي𝜌𝑋,𝑍  بهذا التغير  وفي كيير مي الحياي

,𝑋مثد يكثوي مثي المرغثوب فيثم البحثث  فثي اثافي العلامثة المتغيثريي  𝑍  بعثثد حثذف تثأيير المتغيثرW  علثة هثثذيي
 -𝜌𝑋,𝑍,𝑊ادة بثالرم  والثذ  يرمث  لثم عث -  ولإيجثاد ميثا هثذا اارتبثاي  Wالمتغيريي    بافتراض يبثا  المتغيثر 

,𝑓(𝑥يجب  واً إيجاد التو يا الشريي  𝑧|𝑤)  الشريي  لإيجاد معاما اارتبايواستطدام هذا التو يا 

𝜌𝑋,𝑍,𝑊 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑍|𝑊)

√𝑉𝑎𝑟(𝑋|𝑊). 𝑉𝑎𝑟(𝑍|𝑊)
=

𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)][𝑍 − 𝐸(𝑍|𝑊)]

√𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)]2. 𝐸[𝑍 − 𝐸(𝑍|𝑊)]2
 

,Xوالسثبب فثثي امتثراص الاثثيغة السثابقة لقيثثاس اارتبثثاي الج ئثي بثثيي المتغيثريي  Z  يعثثود إلثة  ي المتغيثثر العشثثوائي
[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)]  يميثثا المتغيثثر العشثثوائيX  بعثثد حثثذف تثثأيير المتغيثثر𝑊كمثثا  ي المتغيثثر العشثثوائي ،[𝑍 −

𝐸(𝑍|𝑊)] يميثثا المتغيثثر العشثثوائيZ  بعثثد حثثذف تثثأيير المتغيثثرWمثثا اارتبثثاي بثثيي المتغيثثر   ومثثي يثثم فثث ي معا
[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)]  والمتغير[𝑍 − 𝐸(𝑍|𝑊)]  يكوي امتراص مايقي لقياس درجثة  -والمعرف بالايغة السابقة

,Xاارتباي الج ئي بيي المتغيريي  Z  بعد حذف تأيير المتغيرW  
 :(2نظرية )

,𝑋إذا كاا  المتغيرا  العشوائية  𝑍,𝑊   تتبا تو يا معتاد يلاtrivariate normal distribution ف ي: 

𝜌𝑋,𝑍,𝑊 =
𝜌𝑋,𝑍 − (𝜌𝑋,𝑊)(𝜌,𝑍,𝑊)

√(1 − 𝜌2 )(1 − 𝜌2 )

 

السلاسثثا ال مايثثة فثثي  ولثثي اتعثثرض لإيبثثا  هثثذه الاظريثثة هاثثا لااثثا سثثايب  الوجثثم ا طثثر لهثثذه الاظريثثة فثثي مجثثاا
 المبح  التالي 

 :ماهية الارتباط الذاتي الجزئي 2.2.2
عاثد الفجثوة ال مايثة الياايثة بأهميثة  اارتبثاي الثذاتي الج ئثيفي موضوعا  السلاسا ال ماية تحظة دراسثة معامثا 

حيثث  يقثثيس هثثذا المعامثثا درجثثة اارتبثثاي الطيثثي بثثيي متغيثثريي يبعثثداي عثثي بعضثثهما الثثبعض وحثثدتاي  ،طااثثة
فهثثذا المعامثثا يقثثيس مثثوة      بثثافتراض يبثثا  هثثذا المتغيثثر ، مايتثثاي بعثثد حثثذف تثثأيير المتغيثثر الثثذ  يقثثا بياهمثثا

، ويقثيس مثوة العلامثة الطييثة بثيي المتغيثريي  Y2بعثد حثذف تثأيير المتغيثر  Y Yيثة بثيي المتغيثريي العلامثة الطي
𝑌4, 𝑌2  بعثثد حثثذف تثثأيير المتغيثثر𝑌3هثثذا المعامثثا مثثوة اارتبثثاي الطيثثي بثثيي  ،     وهكثثذا  وباثثفة عامثثة يقثثيس

𝑌𝑡المتغيريي  , 𝑌𝑡−2  بعد حذف تأيير المتغير الذ  يقا بياهما وهو𝑌𝑡−1،   بافتراض يبا  هذا المتغيثر ويرمث   
ϕلهثثثثذا المعامثثثثا عثثثثادة بثثثثالرم  

22
𝑌𝑡] ويمكثثثثي تفسثثثثيره علثثثثة  اثثثثم معامثثثثا اارتبثثثثاي الطيثثثثي بثثثثيي المتغيثثثثر  −

𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1)]  والمتغيثثثثثر[𝑌𝑡−2 − 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)] ويمكثثثثثي حسثثثثثابم باسثثثثثتطدام دالتثثثثثي ااحتمثثثثثاا الشثثثثثريي ، 
𝑓(𝑌𝑡 , 𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)  و𝑓(𝑌1|𝑌𝑡−1) 

 (:2)نظرية 



𝑌𝑡 { ساكاة وكاا  المتغيرا  𝑌𝑡إذا كاا  العملية } , 𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2 ًي معتاداً  معتداًي يلايياً فث تتبا تو يعا: 

𝜙22: حي  إي المتغيرا  اليلاية تتبا تو يا معتاد متعدد ف ي =
𝜌(2)−𝜌2(1)

1−𝜌2(1)
 

 :البرهان
 حي   ي المتغيرا  اليلاية تتبا تو يا معتاد متعدد ف ي:

𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1) = µ + 𝜌(1)[𝑌𝑡−1 − µ]          (1) 
𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1) = µ + 𝜌(1)[𝑌𝑡−1 − µ]                     (2) 
𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1) = 𝜎2[1 − 𝜌2(1)]                      (3) 
𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1) = 𝜎2[1 − 𝜌2(1)]                            (4) 
𝜙22 = 𝐶𝑜𝑟𝑟{[𝑌𝑡 − 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1)]  , [𝑌𝑡−2 − 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)]} 

=
𝐸[𝑌𝑡 − 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1)] [𝑌𝑡−2 − 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)]

√𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1). 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)
        (5) 

 :ااا إلة 𝜙22ي في بسي المعاما 2ي و  1بالتعويض مي  

البسي = 𝐸[𝑌1 − µ − 𝜌(1)(𝑌𝑡−2 − µ)][𝑌𝑡−2 − µ − 𝜌(1)(𝑌𝑡−1 − µ)] 
= 𝐸[𝑌1 − µ][𝑌𝑡−2 − µ] − 𝜌(1)𝐸(𝑌1 − µ)(𝑌𝑡−1 − µ) 

−𝜌(1)𝐸(𝑌𝑡−1 − µ)(𝑌𝑡−2 − µ) + 𝜌2𝐸(𝑌1 − µ)2 

= γ(2) − 𝜌(1)γ(1) − 𝜌(1)γ(1) +
𝜌(1)γ(0)γ(1)

γ(0)
= γ(2) − 𝜌(1)γ(1)        (6) 

 :ي ااا إلة5في المعادلة   𝜙22ي في مقام المعاما 2ي و  1بالتعويض مي  

المقام =  γ(0)[1 − 𝜌2(1)]            (7) 

𝜙22:    ي ااا إلة7ي علة  6بقسمة   =
[𝛾(2)−𝜌(1)𝛾(1)]

𝛾(0)[1−𝜌2(1)]
= 

𝜌(2)−𝜌2(1)

1−𝜌2(1)
 

  وهو الميلوب إيباتم
 : ي مباشرة وذل  بوضا1رية  الاظ ي بالتعويض عثي2الإشارة إلة  ام يمكي بسهولة إيبا  الاظرية   وتجدر

𝑌𝑡−2 = 𝑋 ; 𝑌𝑡 = 𝑍 ;  𝑌𝑡−1 = 𝑊 
 يف:تعر 

بأاثثم معامثثا اارتبثثاي الطيثثي بثثيي  𝑘عاثثد الفجثثوة ال مايثثة  {𝑌𝑡} يعثثرف معامثثا اارتبثثاي الج ئثثي للعمليثثة السثثاكاة 
𝑌𝑡المتغيريي  , 𝑌𝑡−𝑘  بعد حذف تأيير المتغيرا  التث تقا بياهما وهي 𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … 𝑌𝑡−𝑘+1 

سثثيره علثثة  اثثم معامثثا اارتبثثاي تفويمكثثي  ϕ22بثثالرم   kويرمثث  عثثادة لمعامثثا اارتبثثاي الج ئثثي عاثثد الفجثثوة    
𝑌𝑡]  المتغيثثثثثثثثثثثثثري بثثثثثثثثثثثثثيي  الطيثثثثثثثثثثثثث − 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … . , 𝑌𝑡−𝑘+1)] والمتغيثثثثثثثثثثثثثر [𝑌𝑡−𝑘 −



𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … . , 𝑌𝑡−𝑘+1)]  ويمكي حساب معاما اارتباي الذاتي باستطدام دواا ااحتمثاا الشثريي  
𝑘المااسبة لجميا ميم  = 1, 2,…. 

 :تعريف
  𝑘والفجوة ال ماية ϕ𝑘𝑘الج ئي  تعرف دالة اارتباي الذاتي الج ئي بأاها علامة دالية بيي معاملا  اارتباي

شثكا رياضثي و حيااًثا فثي  عثادة فثي –شأاها في ذل  شأي دالثة اارتبثاي الثذاتي  -لج ئي وتعرض دالة اارتباي ا
 شكا جدولي  و بيااي 

 :خصائص دالة الارتباط الذاتي الجزئي 2.2.2
 تتاف دالة اارتباي بعدة طاائص هامة اذكر ماها ما يلي:

𝜙00 ي:    معامثثا اارتبثثاي الثثذاتي الج ئثثي عاثثد الفجثثوة ال مايثثة اثثفر يسثثاو  واحثثد،  -1 = ل  عمليثثة 4
  ساكاة

 [1,1−]تقا دائمًا علة الفترة المغلقة  𝜙00ميمة   -2
ا يساو  معاما اارتباي الذاتي عاد الفجثوة معاما اارتباي الذاتي الج ئي عاد الفجوة ال ماية الولي دائمً  -3

𝜙11ال ماية الولة،     ي = ρ(1)  وذل  لعدم وجود متغيرا  بيي المتغيرييY𝑡 , Y𝑡−1 
𝜙𝑘𝑘إذا كاي  -4 = فهذا يعاي  ام ا توجد علامة طيية ج ئيثة بثيي    متغيثريي الفااثا ال ماثي بياهمثا  0

k  وحدة، ولكي باليبا مد توجد علامة ج ئية غير طيية بياهما 
𝜙𝑘𝑘وتأطثثثذ الدالثثثة فتثثثارة  ، ρ(𝑘)فثثثي التحليثثثا الحثثثدي   شثثثكااً مريبثثثة الشثثثبم مثثثثثي  شثثثكاا دالثثثثثثثة اارتبثثثاي الثثثذاتي   

تتلاشة ببيء، وتارة تتلاشثي بسثرعة فثي اثورة  سثثثية وتثارة تقتثرب تثدريجيًا مثي الاثفر فثي شثكا موجثا  تحثاكي 
دالة الجيب  و في شكا توليفة مي الدواا السية، وتارة تاقيا كلية بعد عدد معثيي مثي الفجثوا  ال مايثة  وتلعثب 

اطتبثار سثكوي السلسثلة  ور دالثة اارتبثاي الثذاتي، فتسثتطدمدالة اارتباي الثذاتي الج ئثي دوراً ا يقثا  هميثة عثي د
بجااثثب اليثثرق الطثثرى، وهثثة  حثثد الدوا  الرئيسثثية الثث  وظفثث  بواسثثية بثثوكس وجياكاثث  للتعثثرف علثثة الامثثوذ  
المبثدئي وتشثطيص هثثذا الامثوذ  مثي  جثثا تحسثيام  و تيثويره وسثثاتعرض للثدور الثذ  تلعبثثم هثذه الدالثة بالتفاثثيا 

 جية بوكس وجياكا  في الباب الرابا عاد تقديم ماه
 :تقدير دالة الارتباط الذاتي الجزئي 2.2.2

مدم الفكر الطاص بالسلاسا ال ماية  سثاليب عديثدة لتقثدير دالثة اارتبثثثاي الثثذاتي الج ئثي ويعتبثر  سثلوب  و اظثام 
مثثي  هثثم هثثذه السثثاليب علثثة الإيثثلاق  واظثثرا لهميثثة هثثذا الاظثثام والثثدور الهثثام الثثذ  يلعبثثم فثثي  والكثثر -يثثووا 

اثاا المبحث  القثادم بالكامثثا لعثرض هثذا الاظثام بالتفاثثيا، بيامثا اقثدم فثي هثثذا ماهجيثة بثوكس وجياكاث  فقثثد طا  
 المبح   سلوبيي آطريي لتقدير اارتباي الذاتي الج ئي 

 :الأسلوب الأول



𝑌𝑡 اارتباي الج ئي بثيي المتغيثريي  لدراسة , 𝑌𝑡−𝑘 علامثة اااحثدار بثيي المتغيثر  يفتثرض هثذا السثلوب  ي𝑌𝑡−𝑘 
 :علة الاورة الطيية ا تية 𝑌𝑡والمتغيرا  التي تقا بيام وبيي المتغير 

𝑌𝑡−𝑘 = 𝛽0 + 𝛽1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛽2𝑌𝑡−𝑘+2 + ⋯+ 𝛽𝑘−1𝑌𝑡−1 + 𝜀𝑡−𝑘  ; 𝑘 = 2,3,…𝑛 − 1 
 ي1 3 2 

 :وبالتالي ف ي المتغير العشوائي
 𝜀𝑡−𝑘 = 𝑌𝑡−𝑘 − (𝛽0 + 𝛽1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛽2𝑌𝑡−𝑘+2 + ⋯+ 𝛽𝑘−1𝑌𝑡−1) 

  وبالميثا يفتثرض هثذا السثلوب  𝑌𝑡بعد حذف تأيير المتغيثرا  التثي تقثا بياثم وبثيي المتغيثر  𝑌𝑡−𝑘يميا المتغير 
 : علة الاورة الطيية 𝑌𝑡−𝑘م وبيي المتغير والمتغيرا  التي تقا بيا 𝑌𝑡 ي علامة اااحدار بيي المتغير 

𝑌𝑡 = 𝛼0 + 𝛼1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛼2𝑌𝑡−𝑘+2 + ⋯+ 𝛼𝑘−1𝑌𝑡−1 + 𝜀𝑡−𝑘 ; 𝑘 = 2,3,…𝑛 − 1 
 (2.3.2) 

𝑒𝑡: ومي يم ف ي المتغير العشوائي = 𝑌𝑡 − (𝛼0 + 𝛼1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛼2𝑌𝑡−𝑘+2 + ⋯+ 𝛼𝑘−1𝑌𝑡−1) 
عثي  ϕ𝑘𝑘وبااءً علة ذلث  يمكثي تقثدير  𝑌𝑡−𝑘حذف المتغيرا  التي تقا بيام وبيي المتغير  بعد 𝑌𝑡يميا المتغير 

 :يريق إجراء الطيوا  ا تية
𝑘 اضا  -1 = ي 2 3 2، يثم اجثر  اااحثدار  𝜀𝑡̂ي واحاثا ماثم علثة البثوامي 1 3 2واجثر  اااحثدار  2

  𝑒̂𝑡واحاا مام علة البوامي 
  هثثذا المعامثثا يعيثثي تقثثدير مااسثثب 𝑒̂𝑡والقثثيم  𝜀𝑡̂الطيثثي بثثيي مثثيم القثثيماحسثثب معامثثا بيرسثثوي للارتبثثاي  -2

   ϕ̂22، ويرم  لم عادة بالرم   ϕ22لمعاما اارتباي الج ئي 
𝑘اضثثا  -3 =  ϕ33الثثذاتي الج ئثثي  واكثثرر الطيثثوتيي السثثابقتيي واحاثثا علثثة تقثثدير لمعامثثا اارتبثثاي 3

    ϕ̂33وليكي 
، وبالتثثالي يمكثثي الحاثثوا علثثة التقثثديرا   𝑘لجميثثا القثثيم الطثثرى للفجثثوة ال مايثثة  2,1اكثثرر الطيثثوتيي  -4

  ϕ̂22, ϕ̂33  
 :الأسلوب الثاني

ااحدار مطتلفتيي لتقدير كا معاما  ومي يم  إا إام يحتا  إلة توفيق معادلتيبالرغم مي سهولة السلوب الوا، 
ا بثثد مثثي توفيثثق عثثدد مثثي معثثادا  اااحثثدار يسثثاو  ضثثعف عثثدد معثثاملا  اارتبثثاي الثثذاتي الج ئثثي الميلثثوب 
تقثثديرها  السثثلوب اليثثااي يثثوفر ااثثف هثثذا العثثدد وذلثث  بتوفيثثق مجموعثثة معثثادا  اااحثثدارا  ا تيثثة والحاثثوا 

 ليميا التقدير الميلوب علة آطر تقدير في كا معادلة 
1.    𝑌𝑡 = 𝜙21𝑌𝑡−1 + 𝜙22𝑌𝑡−2 + 𝜀𝑡 

2.      𝑌𝑡 =  𝜙31𝑌𝑡−1 + 𝜙32𝑌𝑡−2 + 𝜙33𝑌𝑡−3 + 𝜀𝑡    
⋮       ⋮          ⋮           ⋮    ⋮                     ⋮ 



𝑘.          𝑌𝑡 =  𝜙𝑘1𝑌𝑡−1 + 𝜙𝑘2𝑌𝑡−2 + ⋯ .+𝜙𝑘𝑘𝑌𝑡−𝑘 + 𝜀𝑡  
بشثكا مسثتقا  𝜙11هذا المبحث  تجثدر الإشثارة بثالقوا بأاثم مثد ا يكثوي هاثا  داا لتقثدير المعامثاومبا  ي اطتتم 

، لاثثم لثثيس هاثثا     متغيثثرا  تقثثا بثثيي  ρ(1) حيث  إي هثثذا المعامثثا يسثثاو  بثثالتعريف معامثثا اارتبثثاي الثذاتي 
𝑌𝑡 , 𝑌𝑡−1 تقدير  ، ومي يم يمكي𝜙11 :كما يلي 𝜙̂11 = 𝜌̂(1) = 𝑟(1) 

 في المبحث السابق. 𝑟(1)وقد سبق تعريف 
 


