
: برمجة الأعداد الصحيحة

طريقة قطع المستوى 

غوموري



integer)الصحيحةالأعدادبرمجةمفهوم programming):

تغيراتالمقيمتكونأنشرطيحققأمثلحلإلىبالوصوليسمحأسلوبهيالصحيحةالأعدادبرمجة

متغيراتهاقيمإيجادالواجبالمتغيراتتكونالخطيةالبرامجحلوعندالأحيانمنالكثيرفيف.صحيحة

يمُكنلاالمثاللسبيفعلىصحيحة،أعدادعنعبارةقيمهاتكونأنينبغيبمعنىللتجزئة،قابلةغيركاملة

الخطيرنامجالبإلىإضافةيتمالحالةهذهوفيونصف،سيارةبإنتاجقامالسياراتلإنتاجمصنعأنالقول

.صحيحةأعدادعنعبارةقيمهاإيجادالواجبالمتغيراتتكونأنشرطفييتمثلجديدقيد

:لصحيحةابالأعدادللبرمجةنماذجثلاثةبينالتمييزويمُكن

Max (Min) Z= c1x1+c2x2+c3x3+…+ cnxn

a11x1+ a12x2+…+ a1nxn (≤ , =, ≥) b1

a21x1+ a22x2+…+ a2nxn (≤ , =, ≥)  b2

…………………………………………………………

am1x1+ am2x2 +…+ amnxn (≤ , =, ≥) bm

x1≥ 0, x2≥ 0,…, xn≥ 0

x1, x2,…, xn entiers

s/c

امجالبرنمتغيراتجميعتكونالنموذجهذافي:(المطلق)التامالصحيحةبالأعدادالبرمجةنموذج-

.صحيحةقيمذاتالخطي



Max (Min) Z= c1x1+c2x2+c3x3+…+ cnxn

a11x1+ a12x2+…+ a1nxn (≤ , =, ≥) b1

a21x1+ a22x2+…+ a2nxn (≤ , =, ≥)  b2

…………………………………………………………

am1x1+ am2x2 +…+ amnxn (≤ , =, ≥) bm

x1≥ 0, x2≥ 0,…, xn≥ 0

x1, x2,…, xk entiers

s/c

𝑘:حيث < 𝑛

برنامجالمتغيراتبعضتكونالنموذجهذافي:(الجزئي)المختلطالصحيحةبالأعدادالبرمجةنموذج-

.صحيحةغيرقيمذاتالآخروالبعضصحيحةقيمذاتالخطي



أكثرأوالخطيالبرنامجمتغيراتإحدىتأخذالنموذجهذافي:الثنائيالصحيحةبالأعدادالبرمجةنموذج-

ةالصحيحبالأعدادالبرمجةنموذج:النموذجهذامننوعينبينالتمييزيمكنوبهذا،0أو1القيمتينإحدى

البرمجةجنموذتطبيقمجالاتبينومن.المختلطالثنائيالصحيحةبالأعدادالبرمجةونموذجالتامالثنائي

إختيارحالةفي1القيمةالمتغيرةتأخذبحيثالإستثماريةالمشاريعإختيارهيالثنائيالصحيحةبالأعداد

.المشروعإختيارعدمحالةفي0والقيمةالمشروع

بينومنت،للمتغيراصحيحةبقيمالخطيةللبرامجأمثلحللإبجادإستخدامهايتمالتيالطرقمنعددوهناك

Gomory`s)غوموريالمستوىقطعطريقةهناكالطرقهذه Cutting plane method).



Gomory`sغوموريالمستوىقطعطريقة Cutting plane method:

:الخطواتمنبعددغوموريطريقةتطبيقويمر

غوموري؛قيدإضافة-2

الخطي؛البرنامجحلإعادة-3

رارتكيتمكذلكقيمهاتكونأنيجبالتيللمتغيراتصحيحةقيمعلىالحصولعدمحالةفي-4

.3و2الخطوتين

.Rطرفمنالطريقةهذهقدُمت E. Gomoryعجميتكونأنالطريقةهذهتطبيقفيويشُترط.1958سنة

،(الثوابتموقيالهدفدالةفيالمتغيراتمعاملاتالقيود،فيالمتغيراتمعاملات)صحيحةالخطيالبرنامجقيم

.صحيحةقيمإلىتحويلهافيجبذلكغيركانتوإذا

مخرجاتتكانفإذاالسمبلكس،بطريقةالخطيالبرنامجحليتم:السمبلكسبطريقةالخطيالبرنامجحل-1

الخطوات،باقيلإستكمالداعيفلاكذلكقيمهاتكونأنفيهايشُترطالتيللمتغيراتصحيحةقيمالأمثلالحل

.ةالثانيالخطوةإلىالإنتقالفيتمالمتغيراتلهذهصحيحةغيرقيمالأمثلالحلمخرجاتكانتإذاأما



:غوموريقيدوإضافةتشكيل

حديدتيتمالأمثلالأساسيالحلجدولمن:غوموريقيدكتابةأساسهاعلىيتمالتيالمتغيرةإختيار-1

تحتويالتييرةالمتغنختارثمالشرطهذافيهايتحققلموالتيصحيحةقيمهاتكونأنيشترطالتيالمتغيرات

.عشريجزءأكبرعلى

:أنلنفترض

: 𝑏𝑘المتغيرةقيمة.

: 𝐸𝑘منالصحيحالجزءbk

: 𝐷𝑘منالعشريالجزءbkموجبادائمايكونأنيجبوالذي.

:ومنه
𝑏𝑘 = 𝐸𝑘+𝐷𝑘

: 𝑋𝑟ريعشجزءأكبرعلىتحتويوالتيالصحيحةغيرقيمةالذاتالمتغيرة.

𝑋𝑟



السابقةطوةالخفيإختيارهاتمالتيالمتغيرةسطرقراءةمنننطلقغوموريقيدلكتابة:غوموريقيدكتابة-2

:يليكما

𝑏𝑘 = 𝑋𝑟 + 

𝑗=ℎ

𝑝

𝑎𝑘𝑗 𝑋𝑗

𝑋𝑟 = 𝑏𝑘 − 

𝑗=ℎ

𝑝

𝑎𝑘𝑗 𝑋𝑗

𝑋𝑟 = 𝐸𝑘+𝐷𝑘 − 

𝑗=ℎ

𝑝

𝑎𝑘𝑗 𝑋𝑗

𝑋𝑟 = 𝐸𝑘+𝐷𝑘 −  

𝑗=ℎ

𝑝

𝐸𝑘𝑗 𝑋𝑗 + 

𝑗=ℎ

𝑝

𝐷𝑘𝑗 𝑋𝑗

𝑋𝑟 = 𝐸𝑘 − 

𝑗=ℎ

𝑝

𝐸𝑘𝑗𝑋𝑗 + 𝐷𝑘 − 

𝑗=ℎ

𝑝

𝐷𝑘𝑗 𝑋𝑗

𝑎𝑘𝑗 = 𝐸𝑘𝑗+𝐷𝑘𝑗
:حيث

0 ≤ 𝐷𝑘< 1

0 ≤ 𝐷𝑘𝑗< 1

𝐸𝑘⇒ صحيح عدد

𝐸𝑘𝑗⇒ صحيح عدد

:حيث

ℎ:الأساسخارجمتغيرةأولترتيب.

𝑝:الأساسخارجغيراتالمتعدد.



:يكونأنيجب(entier)صحيحاعدداXrيكونوحتى

0أنوبما ≤ 𝐷𝑘 < 1

:فإن

𝐷𝑘 − 

𝑗=ℎ

𝑝

𝐷𝑘𝑗 𝑋𝑗 ≤ 0

𝐷𝑘 − 

𝑗=ℎ

𝑝

𝐷𝑘𝑗 𝑋𝑗 صحيحعدد

:ييلكماالأمثلالحلجدولإلىغوموريقيدإضافةويتم

− 

𝑗=ℎ

𝑝

𝐷𝑘𝑗 𝑋𝑗 + 𝑋𝑚+1
𝑐 = −𝐷𝑘

− 

𝑗=ℎ

𝑝

𝐷𝑘𝑗 𝑋𝑗 ≤ −𝐷𝑘
غوموريقيدوهو

:يليكمامكملةمتغيرةبإضافةمعادلةإلىالقيدتحويل-

ديدجعمودإضافةيتمكماجديد،سطرإضافةخلالمنالأمثلالحلجدولإلىالسابقةالمعادلةإضافة-

𝑋𝑚+1المكملةالمتغيرةيمثل
𝑐

المتغيراتعددهوmحيث



:مثال

:التاليالخطيالبرنامجلديكليكن

biXiCi

Cj

Zj

∆j

x
c

4x
c

3x2x1

10 x2

15 0 010

15 x1 1

0 1 -1/17 5/17 98/17

4/17 -3/17 118/170

15 10 5/17

0 0 -50/17 -5/17 Z=2750/17

50/17

غوموري؟بطريقةالأمثلالحلأوجد:المطلوب

(الأمثل)3رقمالأساسيالحلجدول

s/c

Max Z= 15x1+10x2

5x1+3x2 ≤ 52
x1+4x2 ≤ 30

x1≥0, x2≥0

x1, x2 entiers

:الحل



.حيحتانصقيمتهماتكونأنشرطمعيتنافىماوهوصحيحتانليستاقيمتهماX2وX1قيمتيأنيلُاحظ

:لدينا
X1 = 118/17 = 6,94

X2 = 98/17 = 5,76

.ختيارهاإيتمالتيالمتغيرةفهيعشريةقيمةأكبرعلىتحتويX1المتغيرةقيمةأنبما

𝑏𝑘 = 𝐸𝑘+𝐷𝑘

118/17 = 6 + 16/17

𝑏1 = 𝐸1+𝐷1



𝑋1 = 6 +
16

17
− 0 +

4

17
𝑋3
𝑐 + −1 +

14

17
𝑋4
𝑐

𝑋1 = 6 +
16

17
−
4

17
𝑋3
𝑐 + 𝑋4

𝑐 −
14

17
𝑋4
𝑐

𝑋1 = 6 + 𝑋4
𝑐 +
16

17
−
4

17
𝑋3
𝑐 −
14

17
𝑋4
𝑐

𝑏𝑘 = 𝑋𝑟 + 

𝑗=ℎ

𝑝

𝑎𝑘𝑗 𝑋𝑗

6 +
16

17
= 𝑋1 +

4

17
𝑋3
𝑐 + −

3

17
𝑋4
𝑐

𝑋1 = 6 +
16

17
−
4

17
𝑋3
𝑐 + −

3

17
𝑋4
𝑐



16

17
−
4

17
𝑋3
𝑐 −
14

17
𝑋4
𝑐 ≤ 0

:لييكمايكُتبغوموريقيدفإنومنه

:يليكماالأمثلالحلجدولإلىالأخيرالقيدإضافةويتم

−
4

17
𝑋3
𝑐 −
14

17
𝑋4
𝑐 ≤ −
16

17

−
4

17
𝑋3
𝑐 −
14

17
𝑋4
𝑐 + 𝑋5

𝑐 = −
16

17



bi𝑋5
𝑐XiCi

𝑋5
𝑐

0

Cj

Zj

∆j

 
∆𝑗
𝑥𝑖∗𝑗

x
c

4x
c

3x2x1

10 x2

15 0 010

15 x1 1

0 1 -1/17 5/17 98/17

4/17 -3/17 118/170

15 10 5/17

0 0 -50/17 -5/17 Z=2750/17

50/17

1

0

0

0 0 -4/17 -14/17 -16/17

0

0

0

صف 

الإرتكاز

- - 50/4 5/14 -

عمود الإرتكاز



bi𝑋5
𝑐XiCi

0

Cj

Zj

∆j

x
c

4x
c

3x2x1

10 x2

15 0 010

15 x1 1

0 1 -1/7 0 38/7

2/7 0 50/70

15 10 0

0 0

5/14

0 Z=1130/7

20/7

0 0 2/7 1 8/7

0

x
c

4 -17/14

-3/14

5/14

-20/7 -5/14

لهذاصحيحتينغيرمازلتاX2وX1المتغيرتينقيمتيلكنوممكنأمثلحلجدولهوالجدولأنيلُاحظ

.غوموريطريقةتطبيقنكرر



:لدينا

X1 = 50/7= 7,14

X2 = 38/7= 5,43

.ختيارهاإيتمالتيالمتغيرةفهيعشريةقيمةأكبرعلىتحتويX2المتغيرةقيمةأنبما

38/7 = 5 + 3/7

𝑏2 = 𝐸2+𝐷2

𝑋2 = 5 +
3

7
− −1 +

6

7
𝑋3
𝑐 + 0 +

5

14
𝑋5
𝑐

𝑋2 = 5 +
3

7
+ 𝑋3
𝑐 −
6

7
𝑋3
𝑐 −
5

14
𝑋5
𝑐

𝑋2 = 5 + 𝑋3
𝑐 +
3

7
−
6

7
𝑋3
𝑐 −
5

14
𝑋5
𝑐

𝑋2 = 5 +
3

7
− −

1

7
𝑋3
𝑐 +
5

14
𝑋5
𝑐

5 +
3

7
= 𝑋2 + −

1

7
𝑋3
𝑐 +
5

14
𝑋5
𝑐



:لييكمايكُتبغوموريقيدفإنومنه

3

7
−
6

7
𝑋3
𝑐 −
5

14
𝑋5
𝑐 ≤ 0

−
6

7
𝑋3
𝑐 −
5

14
𝑋5
𝑐 ≤ −
3

7

−
6

7
𝑋3
𝑐 −
5

14
𝑋5
𝑐 + 𝑋6

𝑐 = −
3

7

:يليكماالأمثلالحلجدولإلىالأخيرالقيدإضافةويتم



bi𝑋6
𝑐𝑋5

𝑐XiCi

0

𝑋6
𝑐

0

Cj

Zj

∆j

 
∆𝑗
𝑥𝑖∗𝑗

x
c

4x
c

3x2x1

10 x2

15 0 010

15 x1 1

0 1 -1/7 0 38/7

2/7 0 50/70

15 10 0

0 0

5/14

0 Z=1130/7

20/7

0 0 2/7 1 8/7

0

x
c

4 -17/14

-3/14

5/14

-20/7 -5/14

0 0 -6/7 0 -5/14

0

0

0

1 -3/7

0

0

0

صف 

الإرتكاز

- - 10/3 - 1 0

عمود الإرتكاز



bi𝑋6
𝑐𝑋5

𝑐XiCi

0

𝑋5
𝑐

0

Cj

Zj

∆j

x
c

4x
c

3x2x1

10 x2

15 0 010

15 x1 1

0 1 -1 0 5

4/5 0 37/50

15 10 0

0 0

0

0 Z=161

2

0 0 16/5 1 13/5

0

x
c

4 0

0

0

-2 0

0 0 12/5 0 1

1

-3/5

-17/5

-14/5 6/5

0

1

-1

X1المتغيرةقيمةلكنصحيحة،قيمتهاأصبحتX2قيمةوأنوممكن،أمثلحلجدولهوالجدولأنيلُاحظ

.غوموريطريقةتطبيقنكررلهذاصحيحةغيرمازالت



:لدينا

X1 = 37/5= 7,40

.يارهاإختيتمالتيالمتغيرةفهيصحيحةغيرقيمتهاالتيالوحيدةالمتغيرةهيX1المتغيرةأنبما

37/5 = 7 + 2/5

𝑏1 = 𝐸1+𝐷1

𝑋1 = 7 +
2

5
− 0 +

4

5
𝑋3
𝑐 + −1 +

2

5
𝑋6
𝑐

𝑋1 = 7 +
2

5
−
4

5
𝑋3
𝑐 + 𝑋6

𝑐 −
2

5
𝑋6
𝑐

𝑋1 = 7 + 𝑋6
𝑐 +
2

5
−
4

5
𝑋3
𝑐 −
2

5
𝑋6
𝑐

7 +
2

5
= 𝑋1 +

4

5
𝑋3
𝑐 + −

3

5
𝑋6
𝑐

𝑋1 = 7 +
2

5
−
4

5
𝑋3
𝑐 + −

3

5
𝑋6
𝑐



2

5
−
4

5
𝑋3
𝑐 −
2

5
𝑋6
𝑐 ≤ 0

:ييلكمايكُتبغوموريقيدفإنومنه

−
4

5
𝑋3
𝑐 −
2

5
𝑋6
𝑐 ≤ −
2

5

−
4

5
𝑋3
𝑐 −
2

5
𝑋6
𝑐 + 𝑋7

𝑐 = −
2

5

:يليكماالأمثلالحلجدولإلىالأخيرالقيدإضافةويتم



bi𝑋7
𝑐𝑋6

𝑐𝑋5
𝑐XiCi

0

𝑋5
𝑐

0

𝑋7
𝑐0

Cj

Zj

∆j

 
∆𝑗
𝑥𝑖∗𝑗

x
c

4x
c

3x2x1

10 x2

15 0 010

15 x1 1

0 1 -1 0 5

4/5 0 37/50

15 10 0

0 0

0

0 Z=161

2

0 0 16/5 1 13/5

0

x
c

4 0

0

0

-2 0

0 0 12/5 0 1

1

-3/5

-17/5

-14/5 6/5

0

1

-1

0 0 -4/5 0 0 -2/5

0

0

0

0

1 -2/5

0

0

0

- - -5/2 - 5/2 0

صف 

الإرتكاز

عمود الإرتكاز



bi𝑋7
𝑐𝑋6

𝑐𝑋5
𝑐XiCi

0

𝑋5
𝑐

0

𝑋6
𝑐0

Cj

Zj

∆j

x
c

4x
c

3x2x1

10 x2

15 0 010

15 x1 1

0 1 0 4

0 80

15 10 0

0 0

0

0 Z=160

0

0 0 1 6

0

x
c

4 0

0

0

0 0

0 0 0 1

0

0

0

0 4

0

0

0

0 0 0 0 1 1

0

5/2

-5/2

-5/22

-3/2

5/2

-17/2

-7

2

-3

10

8

الشرطيحققماوهوصحيحتانX2وX1قيمتيوأنوممكن،أمثلحلجدولهوالجدولأنيلُاحظ

:يليكماهيالأمثلالحلنقطةفإنومنهالمطلوب،

𝑋1 = 8, 𝑋2 = 4, 𝑋3
𝑐 = 0, 𝑋4

𝑐 = 6, 𝑋5
𝑐 = 4, 𝑋6

𝑐 = 1,Max Z = 160


