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 الانحدار الخطي المتعــدد   : نموذج اضرة الثالثة المح
 

 تمهيد: 

الانحدار الخطي البسيط الذي يمثل اللبنة الابتدائية والأساسية لتقنية الانحدار العام،  لنموذج    ة السابق   اضرات تعرضنا في المح
لكن كما هو معلوم في الواقع الاقتصادي لا يمكن الاعتماد على متغير مستقل واحد لتفسير تغيرات متغير آخر تابع، فعلى سبيل  

يتحدد السعر بالعديد من العوامل على غرار التكلفة، أسعار  ها، إنما  المثال لا يمكننا أن نقول أن سعر سلعة ما يتبع فقط الطلب علي 
ولغرض تقليل أخطاء التقدير إلى أقصى حد  السلع المكملة، أسعار السلع المنافسة، الأذواق إلى غير ذلك من المتغيرات الأخرى،  
لى وأدق للمتغير التابع، من هنا يعتبر نموذج  ممكن صار من الضروري إدراج كل المتغيرات المفسرة أو معظمها على الأقل لتفسير أع 

المتغيرات    الانحدار الخطي المتعدد امتداد لنموذج الانحدار الخطي البسيط بإضافة على الأقل متغير مستقل إضافي، أين يصبح إجمال 
 قيد الدراسة على الأقل ثلاثة متغيرات )متغير تابع ومتغيرين مستقلين على الأقل(. 

 الرياضية للنموذج الخطي العام: الصياغة   .1

على النحول    𝑥𝑘𝑡وعدد من المتغيرات المستقلة    𝑦𝑖وجود علاقة خطية بين متغير تابع    نموذج الانحدار الخطي المتعدديفترض  
 التال: 

𝑦𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥1𝑡 + 𝑎2𝑥2𝑡 +⋯+ 𝑎𝑘𝑥𝑘𝑡 + 휀𝑡  ⋮ 𝑡 = 1,… , 𝑛 

 حيث يمثل كل من: 

𝑦𝑡 المتغير التابع في الفترة :t . 

𝑥1𝑡 المتغير المستقل الأول في الفترة :t . 

𝑥𝑘𝑡 المتغير المستقل :k   في الفترةt . 

𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑘 .معلمات النموذج : 

휀𝑡 .)خطأ التحديد )وهو مجهول ويبقى مجهولا : 

𝑛 .عدد المشاهدات : 

 بناءا على المعادلة أعلاه يمكننا كتاب نظام المعادلات التال لكل مشاهدة على النحول التال: 

{
 
 

 
 
𝑦1 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥11 + 𝑎1𝑥21 +⋯+ 𝑎𝑘𝑥𝑘1 + 휀1
𝑦2 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥12 + 𝑎1𝑥22 +⋯+ 𝑎𝑘𝑥𝑘2 + 휀2

.

.
𝑦𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥1𝑛 + 𝑎1𝑥2𝑛 +⋯+ 𝑎𝑘𝑥𝑘𝑛 + 휀𝑛
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 كما يمكن تحويل النموذج أعلاه إلى الشكل المصفوفي التال: 

Y               =            X                    a       +          ε 

(n, 1)                (n, k + 1)        (k + 1,1)             (n, 1)  

 منه يكون الشكل المصفوفي: 

𝑌 = [

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛

]

(𝑛,1)

; 𝑋 =  [

1 𝑥11 𝑥21 … 𝑥𝑘1
1 𝑥12 𝑥22 … 𝑥𝑘2
⋮
1

⋮
𝑥1𝑛

⋮ ⋮
𝑥2𝑛 …

⋮
𝑥𝑘𝑛

]

(𝑛,𝑘+1)

; 𝑎 =  

[
 
 
 
𝑎0
𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑘]
 
 
 

(𝑘+1,1)

 

;  휀 =  

[
 
 
 
휀0
휀1
휀2
⋮
휀𝑘]
 
 
 

(𝑛,1)

 

فقط وهذا دلالة على الحدث الثابت، كما تجدر الإشارة إلى    1أن العمود الأول مشكل من الرقم    Xنلاحظ في المصفوفة  
والعدد الثاني  ء في الشكل الخطي أو المصفوفي تمثل أبعاد المصفوفة حيث يمثل العدد الأول عدد الأسطر  اأن الأرقام بين الأقواس سو 

 عدد الأعمدة. 

 التقدير بواسطة طريقة المربعات الصغرى:  .2

 بنفس طريقة نموذج الانحدار الخطي البسيط ونفس المنهجية لدينا نموذج الانحدار المتعدد التال: 

𝑌 = 𝑋 𝑎 +  휀 

هما معطيات التقدير، وكما في الانحدار الخطي البسيط سوف  𝑋 و   𝑌والمصفوفتين  휀 و  𝑎حيث أن مجاهيل النموذج هي  
∑نعمد إلى تدنية مجموع مربعات البواقي   휀𝑡
2𝑛

𝑡=1  :وذلك كالتال 

𝑌𝑡 = 𝑋𝑡 𝑎 +  휀𝑡 →  휀𝑡 = 𝑌𝑡 − 𝑋𝑡 𝑎 

 منه تدنية مجموع مربعات البواقي يكون كالتال: 

𝑀𝑖𝑛 ∑ 휀𝑡
2

𝑛

𝑡=1
= 𝑀𝑖𝑛 휀′휀 = 𝑀𝑖𝑛(𝑌 − 𝑋𝑎)′(𝑌 − 𝑋𝑎) = 𝑀𝑖𝑛 𝑆 

 . 휀 Le transpose de matrice des erreursمنقول المصفوفة   ′휀تمثل  أين 

𝑆 =  (𝑌 − 𝑋𝑎)′(𝑌 − 𝑋𝑎) =  (𝑌′ − 𝑋′𝑎′)(𝑌 − 𝑋𝑎)  

𝑆 =  𝑌′𝑌 − 𝑌′𝑋𝑎 − 𝑋′𝑎′𝑌 − 𝑋′𝑎′𝑋𝑎 
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𝑌′𝑋𝑎وبما أن   =  𝑋′𝑎′𝑌  :يصبح لدينا 

𝑆 =  𝑌′𝑌 − 2𝑎′𝑋′𝑌 − 𝑎′𝑋′𝑋𝑎 

 نحصل على:  aبالنسبة ل  Sوباشتقاق 

∂𝑆

∂a
= 0 − 2𝑋′𝑌 + 2𝑋′𝑋𝑎 

 وكما تجري العادة ولغرض تدنية المشتقة أعلاه نضعها تساوي الصفر: 

∂𝑆

∂a
= 0 → −2𝑋′𝑌 + 2𝑋′𝑋�̂� = 0  

مما يعني قبولها لوجود    (k+1, k+1)مصفوفة مربعة من الشكل    𝑋′𝑋فإن المصفوفة    k+1هي    Xوبما أن رتبة المصفوفة  
 ومنه نجد:  1−(𝑋′𝑋)معكوس  

2(𝑋′𝑋)�̂� − 2𝑋′𝑌 = 0 →  (𝑋′𝑋)�̂� − 𝑋′𝑌 = 0 →  (𝑋′𝑋)�̂� = 𝑋′𝑌 

 نتحصل على:  1−(X′X)وبضرب كلا طرفي المعادلة في  

 

 

يجبب التحقق من الشرط الثاني للتدنية وهو ضرورة أن تكون المشتقة الثانية    Sهي قيمة دنيا ل    �̂�ولغرض التأكد من أن  
 : 0أكبر من 

∂2S

∂a𝑎′
= 

∂

∂a′
 (−2𝑋′𝑌 + 2𝑋′𝑋�̂�) = 2𝑋′𝑋 ≥ 0 

 . Sيدني   �̂�مصفوفة معرفة موجبة ومنه   𝑋′𝑋حيث أن  

�̂�كما أن الشكل المصفوفي للعلاقة   = (X′X)−1𝑋′𝑌   :يكتب على النحو التال 

(X′X) =  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑛 ∑ 𝑥1𝑡

𝑛

𝑡=1
∑ 𝑥2𝑡

𝑛

𝑡=1
… ∑ 𝑥𝑘𝑡

𝑛

𝑡=1

∑ 𝑥1𝑡
𝑛

𝑡=1

∑ 𝑥2𝑡
𝑛

𝑡=1

∑ 𝑥1𝑡
2

𝑛

𝑡=1

∑ 𝑥2𝑡
𝑛

𝑡=1
𝑥1𝑡

∑ 𝑥1𝑡
𝑛

𝑡=1
𝑥2𝑡

∑ 𝑥2𝑡
2

𝑛

𝑡=1

…
…

∑ 𝑥1𝑡
𝑛

𝑡=1
𝑥𝑘𝑡

∑ 𝑥2𝑡
𝑛

𝑡=1
𝑥𝑘𝑡

⋮

∑ 𝑥𝑘𝑡
𝑛

𝑡=1

⋮

∑ 𝑥𝑘𝑡
𝑛

𝑡=1
𝑥1𝑡

⋮

∑ 𝑥𝑘𝑡
𝑛

𝑡=1
𝑥2𝑡 …

⋮

∑ 𝑥𝑘𝑡
2

𝑛

𝑡=1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

�̂� =  (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 
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التي تعبر عن عدد المشاهدات وهذا راجع لضرب    nنلاحظ أن تقاطع العمود الأول مع السطر الأول يتمثل في القيمة  
فقط    1مما يعني أن السطر الأول للمنقول يمثل الرقم    1في منقولها حيث أن العمود الأول للمصفوفة يمثل فقط الرقم    Xالمصفوفة  

 . nمرة لهذا القيمة هي  nفي نفسه هو  1أيضا، ومن خلال الضرب سوف تكون عدد مرات ضرب 

(𝑋′𝑌) =  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ∑ 𝑦𝑡

𝑛

𝑡=1

∑ 𝑥1𝑡𝑦𝑡
𝑛

𝑡=1

∑ 𝑥2𝑡𝑦𝑡
𝑛

𝑡=1

⋮

∑ 𝑥𝑘𝑡𝑦𝑡
𝑛

𝑡=1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; �̂� =  

[
 
 
 
 
�̂�0
�̂�1
�̂�2
⋮
�̂�𝑘]
 
 
 
 

 

 : Gauss-Markovنظرية . 3.5

تنص على أن مقدرات طريقة المربعات الصغرى    Gauss-Markovعلى غرار نموذج الانحدار الخطي البسيط، فإن نظرية  
الذي يعني أنها أحسن التقديرات    ،في نموذج الانحدار الخطي المتعدد بناءا على الفرضيات الموضحة أعلاه تمتاز بأصغر تباين الأمر 

المتحيزة   أن،  BLUE (Best Linear Unbiased Estimator)الخطية غير  التبا  كما  المقدر  قيمة  تعطى على  ين  للأخطاء 
 :  ل التال الشك

�̂�2 = 
𝑒′𝑒

𝑛 − 𝑘 − 1
 

 معادلة تحليل التباين:  .3

 بنفس طريقة نموذج الانحدار الخطي البسيط لدينا:  

∑ 𝑦𝑡 = 
𝑛

𝑡=1
∑ �̂�𝑡  →   �̅� = �̅�

𝑛

𝑡=1
;  ∑ 𝑒𝑡 =  0

𝑛

𝑡=1
 

 ومنه تكون معادلة تحليل التباين على النحو التال:  

 

 

 

∑ (𝑦𝑡 − �̅�)
2 = ∑ (�̂�𝑡 − �̅�)

2 + ∑ 𝑒𝑡
2

𝑛

𝑡=1

𝑛

𝑡=1

𝑛

𝑡=1
 

𝑆𝐶𝑇            =           𝑆𝐶𝐸              +             𝑆𝐶𝑅 
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كلما اقترب مجموع المربعات المفسرة  وكما أشرنا سابقا، فإن هذه المعادلة تسمح لنا بالحكم على جودة النموذج المقدر حيث  
إلى مجموع المربعات الكلية مقلصا بذلك مجموع مربعات البواقي كان النموذج ذو جودة عالية، ويمكننا حساب معامل التحديد على  

 النحو التال: 

𝑅2 = 
∑ (�̂�𝑡 − �̅�)

2𝑛
𝑡=1

∑ (𝑦𝑡 − �̅�)
2𝑛

𝑡=1

= 1 − 
∑ 𝑒𝑡

2𝑛
𝑡=1

∑ (𝑦𝑡 − �̅�)
2𝑛

𝑡=1

 

𝑅2 = 
𝑆𝐶𝐸

𝑆𝐶𝑇
= 1 − 

𝑆𝐶𝑅

𝑆𝐶𝑇
 

، أما في حالة البيانات الممركزة أو لا يحتوي على الحدث  �̂�𝑡و  𝑦𝑡معامل الارتباط بين    𝑅معامل التحديد و    𝑅2حيث  
 الثابت يكتب معامل التحديد كالتال: 

𝑅2 = 
𝑌 ′̂�̂�

𝑌′𝑌
= 1 − 

𝑒′𝑒

𝑌′𝑌
 

حين يكون    1، و Yالتي تمثل حالة عدم تفسير معادلة الانحدار تغيرات المتغير التابع    0تتراوح بين    𝑅2دة قيمة حيث كالعا
ل  كننا استخراج علاقة تجمع بين معام )كل النقاط تقع على خط الانحدار(، ويمالتفسير تاما وكاملا لمعادلة الانحدار للمتغير التابع  

 التحديد وشعاع المقدرات على النحو التال: 

𝑅2 = 
𝑌 ′̂�̂�

𝑌′𝑌
= 
�̂�′𝑋′𝑋�̂�

𝑌′𝑌
  

 ملاحظة:  

من خلال معادلة حساب معامل التحديد أعلاه يتضح جليا أن معامل التحديد يعتمد أساسا على التغيرات التي تطرأ على  
)المفسرة أو غير المفسرة(، هذا ما يجعله لا يأخذ بعين الاعتبار عدد المتغيرات المستقلة وعدد درجات الحرية، حيث    Yالمتغير التابع  

أن إضافة متغيرات مستقلة جديدة للنموذج لا يقلل معامل التحديد، بل قد يزيد من قيمته، حيث أن إضافة متغير مستقل جديد  
،  SCEبل يؤثر فقط على قيمة مجموع مربعات الانحرافات المفسرة    SCTنحرافات الكلية  للنموذج لن يؤثر على مجموع مربعات الا

 لهذا الغرض يستعمل معامل آخر يسمى معامل التحديد المصحح أو المرجح، ويحسب على النحو التال:  

�̅�2 = 1 − [
𝑛 − 1

𝑛 − 𝑘 − 1
 (1 − 𝑅2)] = 1 − 

𝑆𝐶𝑅 (𝑛 − 𝑘 − 1)⁄

𝑆𝐶𝑇 (𝑛 − 1)⁄
 

�̅�2  (�̅�2نحو   𝑅2اتجه   nحيث نلاحظ أنه كلما ارتفعت قيمة   ≅ 𝑅2  .) 

lim
𝑛→∞

�̅�2 = 1 − lim
𝑛→∞

𝑛 − 1

𝑛 − 𝑘 − 1
 (1 − 𝑅2) =  𝑅2  
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تجدر الإشارة إلى أن معامل التحديد المرجح قد يأخذ قيم سالبة حيث في هذه الحالة يتعامل معه على أساس أنه يساوي  
الصفر، كما أنه وسيلة أفضل لقياس جودة النموذج المقدر أفضل من معامل التحديد العادي، حيث يمكنه توضيح أهمية إضافة  

معامل التحديد المرجح هو نفسه معامل التحديد العادي في حالة  ذلك مه، إضافة إلى متغيرات مستقلة إضافية إلى النموذج من عد 
 . نموذج الانحدار الخطي البسيط 

 : ANOVAجدول تحليل التباين  .4

 على ما سبق يكون جدول تحليل التباين لنموذج الانحدار الخطي المتعدد كالتال:  بناءا

 متوسط مربعات الانحرافات  عدد درجات الحرية   مجموع مربعات الانحرافات  مصدر التغير 
 X ة المستقل اتالمتغير 

𝑆𝐶𝐸 =∑ (�̂�𝑡 − �̅�)
2

𝑛

𝑡=1
  

𝑘 𝑆𝐶𝐸/𝑘 

 البواقي  
𝑆𝐶𝑅 =∑ 𝑒𝑡

2
𝑛

𝑡=1
  𝑛 − 𝑘 − 1 𝑆𝐶𝑅 𝑛 − 𝑘 − 1⁄  

 المجموع  
𝑆𝐶𝑇 =∑ (𝑦𝑡 − �̅�)

2
𝑛

𝑡=1
  𝑛 − 1  

 :  ، توزيع المعاينة وتحديد مجالات المعالمالاختبارات الإحصائية .5

 تحديد التوزيع الاحتمالي للمقدرات: . 1.8

 بداية لدينا كما هو معلوم أخطاء التقدير تتبع التوزيع الطبيعي على النحو التال: 

휀𝑡  → 𝑁(0, 𝛿2) →  
1

𝛿2
 ∑ 𝑒𝑡

2 → 𝜒𝑛−𝑘−1
2

𝑛

𝑡=1
 

𝑛منه نستنتج أن تباين الأخطاء يتبع توزيع كاي تربيع ب   − 𝑘 −  درجات حرية على النحو التال:  1

�̂�2 = 
∑ 𝑒𝑡

2𝑛
𝑡=1

𝑛 − 𝑘 − 1
 → (n − k − 1)

�̂�2

𝛿2
 →  𝜒𝑛−𝑘−1

2  

 ( كالتال: Student)  tحيث يكون قانون التوزيع 

𝑡 =  
𝑁(0,1)

√𝜒𝑛−𝑘−1
2 (𝑛 − 𝑘 − 1)⁄

=  

�̂�𝑖 − 𝑎𝑖
𝛿 √𝑎𝑗𝑗

√
(𝑛 − 𝑘 − 1)�̂�2

𝛿2
/(𝑛 − 𝑘 − 1)

 

𝑛عند   تصبح إحصائية ستيودنت المحسوبة منه  − 𝑘 −  تحدد وفق العلاقة التالية:  درجات حرية  1
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𝑡 =  
�̂�𝑖 − 𝑎𝑖

𝛿 √𝑎𝑗𝑗
= 
�̂�𝑖 − 𝑎𝑖
𝛿�̂�𝑖

  ~ 𝑡𝑛−𝑘−1 

 . 1−(𝑋′𝑋)عناصر قطر المصفوفة   𝑎𝑗𝑗أين تمثل  

 

 اختبار الفرضيات:   .2.8

على غرار حالة نموذج الانحدار الخطي البسيط لابد في إطار نموذج الانحدار الخطي المتعدد المرور على اختبار الفرضيات  
 حالات مختلفة لاختبار الفرضيات على النحو التال:  لمات المقدرة، حيث يمكننا تمييز ستةلاختبار معنوية المع

 حالة اختبار معنوية المعلمة وهل تختلف معنويا عن الصفر: الحالة الأولى: 

تعتبر أشهر الحالات وأكثرها أهمية حيث تسمح لنا باختبار معنوية المعلمة المقدرة وهل هي تساوي الصفر معنويا أم تختلف  
 عنه، بالتال تسمح لنا بمعرفة هل المتغير قيد الاختبار يؤثر على المتغير التابع أم لا، وتكتب الفرضيتان على النحو التال:  

{
𝐻0: 𝑎𝑖 = 0 
𝐻1: 𝑎𝑖 ≠ 0

 

المحسوبة أعلاه نظرا لسهولة اختبارها   ولغرض اختبار الفرضتين، نقوم بتعويض الفرضية العدمية في إحصائية ستيودنت
 مقارنة بالفرضية البديلة، وذلك على النحو التال:  

𝑡 =  
|�̂�𝑖 − 𝑎𝑖|

𝛿�̂�𝑖
= 
|�̂�𝑖|

𝛿�̂�𝑖
   

|�̂�𝑖|حيث يتم قبول الفرضية العدمية إذا كانت  

𝛿�̂�𝑖
 ≤  𝑡𝑛−𝑘−1

مما يعني أن المعلمة ليس لها دلالة إحصائية ولا تختلف    0.05

|�̂�𝑖|، في حين لو كانت  %αمعنويا عن الصفر عند درجة معنوية  

𝛿�̂�𝑖
 >  𝑡𝑛−𝑘−1    نرفض الفرضية العدمية ونقبل الفرضية البديلة

مما يعني أن المتغير المستقل قيد الدراسة    %αونقول أن المعلمة المقدرة لها دلالة إحصائية وتختلف معنويا عن الصفر عند درجة معنوية  
 يفسر معنويا المتغير التابع. 

 الحالة الثانية: حالة اختبار مساواة معلمة لقيمة محددة: 

 عدد حقيقي معلوم:  𝑣في هذه الحالة تكتب الفرضيات على النحو التال حيث  

{
𝐻0: 𝑎𝑖 = 𝑣 
𝐻1: 𝑎𝑖 ≠ 𝑣

 

 حيث في هذه الحالة من خلال اختبار الفرضية العدمية نتحصل على إحصائية ستيودنت محسوبة كالتال: 
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𝑡 =  
|�̂�𝑖 −  𝑣|

𝛿�̂�𝑖
 →  𝑡𝑛−𝑘−1 

|�̂�𝑖− 𝑣|وتتم المقارنة بنفس طريقة الحالة الأولى حيث إذا كانت  

𝛿�̂�𝑖
 ≤  𝑡𝑛−𝑘−1

نقبل الفرضية العدمية مما يعني أن المعلمة    0.05

|�̂�𝑖− 𝑣|، أما إذا كانت  %αعند مستوى احتمال    𝑣المقدرة لا تختلف معنويا عن  

𝛿�̂�𝑖
 >  𝑡𝑛−𝑘−1    نرفض الفرضية العدمية ونقبل

 .%αعند مستوى احتمال   𝑣البديلة ونقول أن المعلمة المقدرة تختلف معنويا عن  

 حالة اختبار معلمة أصغر من حد معين: الحالة الثالثة: 

في هذه الحالة لا يتم التعامل مع المساواة مقارنة بالحد المعلوم بل يتم التعامل على أساس أصغر من حد معلوم ما يعني وجود  
 وتكتب الفرضيات على النحو التال:  𝑣مجال واحد فقط للرفض وهو المجال الأصغر أي يسار القيمة  

{
𝐻0: 𝑎𝑖 = 𝑣 
𝐻1: 𝑎𝑖 ≤ 𝑣

 

في هذه الحالة يتم حساب إحصائية ستيودنت بنفس الطريقة السابقة، لكن الفرق الوحيد يكمن في إحصائية ستيودنت  
وليس ثنائي    Unilatéralلأن الاختبار في هذه الحالة أحادي الاتجاه    %2αالجدولية حيث يتم مضاعفة مستوى الاحتمال إلى  

فإن    %5على سبيل المثال إذا كان مستوى الاحتمال المأخوذ في الاعتبار هو    ،Bilatéralالاتجاه على غرار الحالات السابقة  

𝑡𝑛−𝑘−1إحصائية ستيونت المقارن معها هي  
𝑡𝑛−𝑘−1وليس    0.1

|�̂�𝑖− 𝑣|حيث إذا كانت  على غرار الحالات السابقة،    0.05

𝛿�̂�𝑖
 ≤

 𝑡𝑛−𝑘−1
، في حين  %2αوليس   %αعند مستوى احتمال   𝑣تختلف معنويا عن   رضية العدمية ونقول أن المعلمة لا نقبل الف  0.1

|�̂�𝑖− 𝑣|ما إذا كانت  

𝛿�̂�𝑖
 >  𝑡𝑛−𝑘−1

  𝑣ونقول أن المعلمة أصغر معنويا من القيمة  نرفض الفرضية العدمية ونقبل الفرضية البديلة    0.1

 .%αعند مستوى احتمال  

 الحالة الرابعة: حالة اختبار معلمة أكبر من حد معين: 

 هذه الحالة تشبه إلى حد بعيد الحالة الثالثة وذلك على النحو التال: 

{
𝐻0: 𝑎𝑖 = 𝑣 
𝐻1: 𝑎𝑖 ≥ 𝑣

 

|�̂�𝑖− 𝑣|حيث يتم حساب إحصائية ستيودنت بنفس الطريقة، لكن إذا كانت  

𝛿�̂�𝑖
 ≤  −𝑡𝑛−𝑘−1

نقبل الفرضية العدمية   0.1

|�̂�𝑖− 𝑣|، في حين إذا كانت  %αعند مستوى احتمال    𝑣المعلمة المقدرة لا تختلف معنويا عن    ونقول أن

𝛿�̂�𝑖
 >  −𝑡𝑛−𝑘−1

0.1  

 . %αعند مستوى احتمال   𝑣نرفض الفرضية العدمية ونقبل البديلة ونقول أن المعلمة المقدرة أكبر معنويا من  
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 الحالة الخامسة: حالة اختبار أكثر من معلمة:  

هذه لا يتم اختبار كل معلمة على حدا، إنما يتم اختبار معلمتين على الأقل هل تساويان قيمة محددة وذلك على النحو  في 
 التال من خلال الفرضيات التالية: 

{
𝐻0: 𝑎𝑖 + 𝑎𝑗 = 𝑣 

𝐻1: 𝑎𝑖 + 𝑎𝑗 ≠ 𝑣
   𝑖 ≠ 𝑗 

 باختبار الفرضية العدمية تكون إحصائية ستيودنت المحسوبة كالتال: 

𝑡 =  
|�̂�𝑖 + �̂�𝑗 −  𝑣|

�̂��̂�𝑖+�̂�𝑗
 →  𝑡𝑛−𝑘−1 

 وفق العلاقة التالية:  𝛿�̂�𝑖+�̂�𝑗حيث يتم حساب المقام  

�̂��̂�𝑖+�̂�𝑗 = √𝛿�̂�𝑖
2 + 𝛿�̂�𝑗

2 + 2𝐶𝑜𝑣(�̂�𝑖 , �̂�𝑗)  

|�̂�𝑖+ �̂�𝑗− 𝑣|منه إذا كانت  

�̂��̂�𝑖+�̂�𝑗
 ≤  𝑡𝑛−𝑘−1

مجموع المعلمتين المقدرتين لا يختلف معنويا   نقبل الفرضية العدمية ونقول أن  0.05

|�̂�𝑖+ �̂�𝑗− 𝑣|، أما أذا كانت  %αعند مستوى احتمال    𝑣عن  

�̂��̂�𝑖+�̂�𝑗
 >  𝑡𝑛−𝑘−1

نرفض الفرضية العدمية ونقبل الفرضية البديلة    0.05

 .%αعند مستوى احتمال   𝑣ونقول أن مجموع المعلمتين يختلف معنويا عن القيمة  

 الحالة السادسة: حالة اختبار عدة معلمات في آن واحد: 

 ، وتكون الفرضيات كالتال: 𝑣يتم اختبار مساواة العديد من المعلمات في نفس الوقت لمعلمة محددة   الحالة  في هذه

{
𝐻0: 𝑎𝑞 = 𝑣 

𝐻1: 𝑎𝑞 ≠ 𝑣
 

 عدد المعلمات قيد الاختبار أو بعد المعلمات.  𝑞حيث تمثل  

1في هذه الحالة لدينا الإحصائية  

𝑘+1
(�̂� − 𝑎)′�̂��̂�

−1(�̂� − 𝑎)    عند  تتبع توزيع فيشر𝑘 + 𝑛 و  1 − 𝑘 − 1  

1عدد المتغيرات المفسرة، منه يكون لدينا الإحصائية   𝑘درجات حرية حيث  

𝑞
(�̂�𝑞 − 𝑎𝑞)

′�̂��̂�
−1(�̂�𝑞 − 𝑎𝑞)   التي بدورها

𝑛 و 𝑞توزيع فيشر ب   تتبع  − 𝑘 −  درجات حرية، حيث لقبول الفرضية العدمية يجب أن تتحقق العلاقة:  1

1

𝑞
(�̂�𝑞 − 𝑎𝑞)

′�̂��̂�
−1(�̂�𝑞 − 𝑎𝑞) ≤ 𝐹𝑞,𝑛−𝑘−1

𝛼  
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𝐹𝑞,𝑛−𝑘−1حيث تمثل  
𝛼   إحصائية فيشر الجدولية عند مستوى احتمالα% و 𝑞 ،𝑛 − 𝑘 −  درجات حرية.  1

 تحديد مجال الثقة للمعالم:   .3.8

 لتحديد مجال الثقة للمعالم لدينا دالة كثافة الاحتمال التالية: 

𝑃𝑟 [−𝑡𝑛−𝑘−1

𝛼
2 ≤

�̂�𝑖 − 𝑎𝑖
𝛿�̂�𝑖

≤ 𝑡𝑛−𝑘−1
𝛼/2

] = 1 − 𝛼 

 وبتبسيط المتراجحة نجد: 

−𝑡
𝑛−𝑘−1

𝛼
2 ≤

�̂�𝑖 − 𝑎𝑖
𝛿�̂�𝑖

≤ 𝑡
𝑛−𝑘−1

𝛼
2 → �̂�𝑖 − 𝛿�̂�𝑖 (𝑡𝑛−𝑘−1

𝛼
2 ) ≤ 𝑎𝑖 ≤ �̂�𝑖 + 𝛿�̂�𝑖(𝑡𝑛−𝑘−1

𝛼
2 ) 

 بالتال يكون مجال الثقة: 

𝑎𝑖  ϵ [�̂�𝑖 ± 𝛿�̂�𝑖(𝑡𝑛−𝑘−1

𝛼
2 )]   ∀𝑖 = 0,1,… , 𝑘 

 تحديد مجال الثقة لتباين الأخطاء:   .4.8

 كما أشرنا سابقا فإن الأخطاء تتبع التوزيع الطبيعي من خلال العلاقة: 

휀𝑡  → 𝑁(0, 𝛿2) →  
1

𝛿2
 ∑ 𝑒𝑡

2 → 𝜒𝑛−𝑘−1
2

𝑛

𝑡=1
 

 ولدينا أيضا: 

∑ 𝑒𝑡
2

𝑛

𝑡=1
= �̂�2(𝑛 − 𝑘 − 1) →  �̂�2 = 

1

𝑛 − 𝑘 − 1
∑ 𝑒𝑡

2
𝑛

𝑡=1
  

𝑛هذا ما يستلزم أن تكون العلاقة التالية تتبع توزيع كاي تربيع ب   − 𝑘 −  درجات حرية:  1

�̂�2 = 
1

𝑛 − 𝑘 − 1
∑ 𝑒𝑡

2
𝑛

𝑡=1
 ↔  

(𝑛 − 𝑘 − 1)�̂�2

𝛿2
 →  𝜒𝑛−𝑘−1

2  

 حيث من خلال هذه العلاقة وتوزيع كاي تربيع يمكننا تحديد دالة الكثافة الاحتمالية كالتال: 

𝑃𝑟 [𝜒
𝑛−𝑘−1,

𝛼
2

2 ≤
(𝑛 − 𝑘 − 1)�̂�2

𝛿2
≤ 𝜒

𝑛−𝑘−1,1−(
𝛼
2
)

2 ] = 1 − 𝛼 

 ومن خلال تبسيط المتراجحة نتحصل على: 
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𝛿2 ϵ [
(𝑛 − 𝑘 − 1)�̂�2

𝜒
𝑛−𝑘−1,

𝛼
2

2 ,
(𝑛 − 𝑘 − 1)�̂�2

𝜒
𝑛−𝑘−1,1−(

𝛼
2
)

2 ] 

𝜒حيث تمثل  
𝑛−𝑘−1,

𝛼

2

𝑛قيمة كاي تربيع ب    2 − 𝑘 − 𝛼درجات حرية عند    1

2
درجة معنوية، في حين تمثل الإحصائية    

𝜒
𝑛−𝑘−1,1−(

𝛼

2
)

𝑛قيمة كاي تربيع ب    2 − 𝑘 − 1درجات حرية عند    1 − (
𝛼

2
وبما أن توزيع كاي تربيع  درجة معنوية،    (

 أو العكس.   1غير متناظر فلابد من قراءة كلا الإحصائيتين على حدا وعدم طرح الأولى من 

 اختبار المعنوية الكلية للنموذج المقدر:  .6

كما في حالة نموذج الانحدار الخطي البسيط، يمكن اختبار جودة النموذج المقدر ككل ضمن نموذج الانحدار الخطي المتعدد  
باستعمال جدول تحليل التباين، وذلك بمقارنة أو استخدام نسبة التباين المفسر إلى التباين غير المفسر، حيث يعتمد هذا الاختبار  

𝑛 و  𝑘  على توزيع فيشر بدرجات حرية − 𝑘 −  ر المحسوبة على النحو التال: ، وتحسب إحصائية فيش1

𝐹∗ = 
𝑆𝐶𝐸/𝑘

𝑆𝐶𝑅/(𝑛 − 𝑘 − 1)
=  

∑ (�̂�𝑡 − �̅�)
2𝑛

𝑡=1 /𝑘

∑ 𝑒𝑡
2𝑛

𝑡=1 /(𝑛 − 𝑘 − 1)
=  

𝑅2/𝑘

(1 − 𝑅2)/(𝑛 − 𝑘 − 1)
  

 ذلك لاختبار الفرضيتين التاليتين: 

{
𝐻0: 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑘 = 0
𝐻1: 𝑎1 ≠ 𝑎2 ≠ ⋯ ≠ 𝑎𝑘 ≠ 0

 

أنه يوجد على الأقل معلمة واحدة تختلف معنويا عن الصفر، في حين تعني الفرضية العدمية أن كل    أين تعني الفرضية البديلة 
المعلمات لا تختلف معنويا عن الصفر، فإذا كانت إحصائية فيشر المحسوبة أصغر أو تساوي فيشر الجدولية عند مستوى احتمال  

α%    حيث𝐹∗ ≤ 𝐹𝑘,𝑛−𝑘−1
𝛼    نقبل الفرضية العدمية ونقول أن النموذج المقدر ككل غير معنوي، أما في حالة العكس𝐹∗ >

𝐹𝑘,𝑛−𝑘−1
𝛼   فنرفض الفرضية العدمية ونقبل الفرضية البديلة ونقول أن النموذج ككل معنوي عند مستوى احتمالα%    مما يعني

معامل التحديد    في هذه الحالة يعني أيضا أن ديلة  مة واحدة معنوية وتختلف عن الصفر، كما أن قبول الفرضية البوجود على الأقل معل
 معنوي ويختلف معنويا عن الصفر. 

 اختبارات أخرى اعتمادا على إحصائية فيشر:   .7
 ختبار إضافة متغيرات أخرى:  ا -1

على سبيل المثال نريد دراسة إضافة متغيرين إضافيين لنموذج بمتغير مستقل واحد، ونختبر هل إضافة هذين المتغيرين تضيف  
 تعزز القدرة التفسيرية للنموذج قيد الدراسة، حيث لدينا ثلاثة مراحل لإجراء الاختبار على النحو التال: أو 

 المرحلة الأولى: تتمثل في تقدير النموذج الكلي بثلاثة متغيرات واستخراج جدول تحليل التباين للنموذج المقدر. 
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النموذج ذو   الثانية: تتمثل في تقدير  التباين للنموذج  المرحلة  الواحد قبل إضافة المتغيرات الأخرى واستخراج جدول تحليل  المتغير 
 المقدر. 

 المرحلة الثالثة: نقوم باختبار الفرضيتين التاليتين: 

{
𝐻0: 𝑎2 = 𝑎3 = ⋯ = 𝑎𝑘 = 0
𝐻1: 𝑎2 ≠ 𝑎2 ≠ ⋯ ≠ 𝑎𝑘 ≠ 0

 

التي تعتبر أساسية في النموذج، والاختبار يعمد إلى دارسة هل إضافة   𝑎1نلاحظ أن الفرضيتين تتعلقان بالمعالم دون المعلمة  
 هذه المعلمات )المتغيرات المستقلة المتعلقة به( سيزيد من القدرة التفسيرية للنموذج أم لا. 

 التال:  النحو ثم نقوم بحساب إحصائية فيشر المحسوبة على طريقتين على

𝐹∗ = 
(𝑆𝐶𝐸 − 𝑆𝐶𝐸1)/(𝑘 − 𝑘′)

𝑆𝐶𝑅/(𝑛 − 𝑘 − 1)
 

𝐹∗ = 
(𝑆𝐶𝑅1 − 𝑆𝐶𝑅)/(𝑘 − 𝑘′)

𝑆𝐶𝑅/(𝑛 − 𝑘 − 1)
 

مجموع مربعات البواقي ومجموع مربعات الانحرافات المفسرة للنموذج الكلي الذي يحتوي على  𝑆𝐶𝐸 و  𝑆𝐶𝑅حيث تمثل  
أما  المعالم،  المتغيرات    𝑆𝐶𝐸1و  𝑆𝐶𝑅1كل  إضافة  بدون  للنموذج  المفسرة  الانحرافات  مربعات  البواقي ومجموع  مربعات  مجموع 

عدد المتغيرات المفسرة في النموذج بدون إضافة المتغيرات    ′𝑘يمثل عدد المتغيرات المفسرة في النموذج الكلي في حين    𝑘الإضافية،  
 عدد المشاهدات.  𝑛الإضافية وطبعا  

∗𝐹حيث إذا كانت  ≤ 𝐹𝑘−𝑘′,𝑛−𝑘−1
𝛼    نقبل الفرضية العدمية ونقول أن إضافة متغيرات إضافية للنموذج لا يزيد من

∗𝐹، أما في حالة العكس  %αقدرته التفسيرية عند مستوى احتمال   > 𝐹𝑘−𝑘′,𝑛−𝑘−1
𝛼    نرفض الفرضية العدمية ونقول أن

 .%αإضافة متغيرات إضافية للنموذج يحسن من قدرته التفسيرية عند مستوى احتمال  

 : Chowاختبار  -2

معلمات النموذج على طول  النموذج في كامل الفترة الزمنية، بعبارة أخرى هل    ثبات معلمات يهتم هذا الاختبار بدراسة  
 التال: كالنماذج المقدرة وفق الفترات البينية ضمن الفترة الكلية، ويتم هذا الاختبار وفق ثلاثة مراحل  معلمات تلف عن  الفترة تخ 

 واستخراج جدول تحليل التباين للنموذج المقدر.   tالمرحلة الأولى: تقدير النموذج الأساسي على طول الفترة  

، مع استخراج  tإلى  t/2ثم من   t/2إلى   0المرحلة الثانية: تقدير النماذج الفرعية على طول الفترات البينية، مثلا فترتين ضمنيتين من 
 جداول تحليل التباين لكل نموذج مقدر. 

 المرحلة الثالثة: اختبار الفرضية التالية:  
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𝐻0 : 

(

 
 
 

𝑎1 = 𝑎1
1 = 𝑎1

2

𝑎2 = 𝑎2
1 = 𝑎2

2

⋮
𝑎0 = 𝑎0

1 = 𝑎0
2

𝑎𝑘 = 𝑎𝑘
1 = 𝑎𝑘

2

)

 
 
 

 

 المحسوبة وفق العلاقة التالية: ومنه نقوم بحساب إحصائية فيشر 

𝐹∗ = 
[(𝑆𝐶𝑅 − (𝑆𝐶𝑅1 + 𝑆𝐶𝑅2)]/𝑑𝑑𝑙𝑛

(𝑆𝐶𝑅1 + 𝑆𝐶𝑅2)/𝑑𝑑𝑙𝑑
 

مجموع مربعات البواقي    𝑆𝐶𝑅2و   𝑆𝐶𝑅1مجموع مربعات البواقي للنموذج الكلي على كامل الفترة،    𝑆𝐶𝑅حيث يمثل  
 عدد درجات الحرية التي تحسب كالتال:  𝑑𝑑𝑙𝑑و  𝑑𝑑𝑙𝑛للنموذجين الضمنيين على الفترات البينية، أما  

𝑑𝑑𝑙𝑛 = (𝑛 − 𝑘 − 1) − [(𝑛1 − 𝑘 − 1) + (𝑛2 − 𝑘 − 1)] 

𝑑𝑑𝑙𝑑 = (𝑛1 − 𝑘 − 1) + (𝑛2 − 𝑘 − 1)  

∗𝐹فإذا كانت  ≤ 𝐹𝑘+1,𝑛−2(𝑘+1)
𝛼  المعلمات ثابتة عبر الزمن عند مستوى احتمال    نقبل الفرضية العدمية ونقول أن

α% أما في حالة العكس ،𝐹∗ > 𝐹𝑘+1,𝑛−2(𝑘+1)
𝛼    نرفض الفرضية العدمية ونقول أن المعلمات غير ثابتة على طول الفترة

 . %αحيث أنها تتغير عبر الفترات الضمنية عند مستوى احتمال  

 التنبؤ ضمن نموذج الانحدار الخطي المتعدد:  .8

المستقبلية للمتغير  يمكننا التنبؤ بالقيم    t+hنظرا لأن المتغيرات المستقلة معلومة فإن في حالة توفر معلوماتها عند المشاهدة  
 على النحو التال:  𝑦𝑡+ℎ  لحظةس الالتابع عند نف

𝑦𝑡+ℎ = 𝑎0 + 𝑎1𝑥1𝑡+ℎ + 𝑎2𝑥2𝑡+ℎ +⋯+ 𝑎𝑘𝑥𝑘𝑡+ℎ + 휀𝑡+ℎ ; ℎ = 1,2,… ,𝐻 

�̂�𝑡+ℎ = �̂�0 + �̂�1𝑥1𝑡+ℎ + �̂�2𝑥2𝑡+ℎ +⋯+ �̂�𝑘𝑥𝑘𝑡+ℎ ; ℎ = 1,2,… ,𝐻 

 : انطلاقا من دالة كثافة الاحتمال التالية  أما فيما يخص مجال الثقة للقيمة المتنبئ بها تكون على النحو التال 

𝑃𝑟 [−𝑡𝑛−𝑘−1
𝛼/2

≤
𝑌𝑡+ℎ − �̂�𝑡+ℎ

�̂� √1 + 𝑋𝑡+ℎ
′ (𝑋′𝑋)−1𝑋𝑡+ℎ

≤ 𝑡𝑛−𝑘−1
𝛼/2

] = 1 − 𝛼 

 :  %αمجال الثقة عند   المتراجحة نتحصل على من خلال تبسيط 

𝑌𝑡+ℎ 𝜖 �̂�𝑡+ℎ  ±  𝑡𝑛−𝑘−1
𝛼/2

. �̂� √1 + 𝑋𝑡+ℎ
′ (𝑋′𝑋)−1𝑋𝑡+ℎ 
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 تمارين محلولة: 

 التمرين الأول: 

لخمسة أفراد )لغرض تبسيط الحسابات(   𝑥2𝑖و 𝑥1𝑖والمتغيرات المستقلة   𝑦𝑖ليكن لدينا النموذج الموال ذو متغير تابع  
 على النحو التال: 

𝑥2𝑖 𝑥1𝑖 𝑦𝑖  𝑖 
5 3 8 1 

4 1 1 2 

6 5 8 3 

4 2 3 4 

6 4 5 5 

 المطلوب: 

 أكتب النموذج بشكل مصفوفي.  .1

 قدر معالم النموذج مع كتابة معادلة الانحدار الخطي المتعدد المقدرة.  .2

 ممركزة ثم أعد عملية التقدير. حول المعطيات إلى مشاهدات  .3

 أحسب التباينات والانحراف المقدرة للمعلمات الثلاثة.  .4

 الحل:  
 كتابة الشكل المصفوفي للنموذج:   .1

𝑘لدينا عدد المتغيرات المستقلة هو   = 𝑘إضافة إلى الحد الثابت   2 + 1 = 𝑛مع   3 = كعدد للمشاهدات،    5
 منه تكون معادلة الانحدار الخطي المتعدد على النحو التال: 

𝑦𝑖 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥1𝑖 + 𝑎2𝑥2𝑖 + 휀𝑖 … . 𝑖 = 1,2,… , 5 

 منه يكون الشكل المصفوفي على النحو التال: 

𝑌             = 𝑋                 𝑎 +          휀 

(

 
 

8
1
8
3
5)

 
 
= 

(

 
 

1 3 5
1 1 4
1
1
1

5
2
4

6
4
5)

 
 
 (

𝑎0
𝑎1
𝑎2
) + 

(

 
 

휀1
휀2
휀3
휀4
휀5)

 
 

 

(5,1)          (5,3)            (3,1)      (5,1) 

 تقدير المعالم:   .2
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 لدينا: 

�̂� =  (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 

 حيث تساوي كلا المصفوفتين ما يلي: 

(𝑋′𝑋) =  

(

 
 
 
 

𝑛 ∑ 𝑥1𝑖
𝑛

𝑖=1
∑ 𝑥2𝑖

𝑛

𝑖=1

∑ 𝑥1𝑖
𝑛

𝑖=1
∑ 𝑥1𝑖

2
𝑛

𝑖=1
∑ 𝑥1𝑖𝑥2𝑖

𝑛

𝑖=1

∑ 𝑥2𝑖
𝑛

𝑖=1
∑ 𝑥1𝑖𝑥2𝑖

𝑛

𝑖=1
∑ 𝑥2𝑖

2
𝑛

𝑖=1 )

 
 
 
 

; 𝑋′𝑌 = 

(

 
 
 
 

∑ 𝑦𝑖
𝑛

𝑖=1

∑ 𝑥1𝑖𝑦𝑖
𝑛

𝑖=1

∑ 𝑥2𝑖𝑦𝑖
𝑛

𝑖=1 )

 
 
 
 

 

 نقوم بحساب كل عناصر المصفوفة من خلال الجدول الموال:  

𝑥2𝑖𝑦𝑖  𝑥1𝑖𝑦𝑖  𝑥1𝑖𝑥2𝑖  𝑥2𝑖
2  𝑥1𝑖

2  𝑥2𝑖 𝑥1𝑖 𝑦𝑖  𝑖 
40 24 15 25 9 5 3 8 1 

4 1 4 16 1 4 1 1 2 

48 40 30 36 25 6 5 8 3 

12 6 8 16 4 4 2 3 4 

30 20 24 36 16 6 4 5 5 

134 91 81 129 55 25 15 25 ∑ 

 بالتال يكون لدينا المصفوفتين التاليتين:  

(𝑋′𝑋) =  (
5 15 25
15 55 81
25 81 129

) ; 𝑋′𝑌 =  (
25
91
134

) 

 ، حيث بداية لابد من حساب المحدد لها: (𝑋′𝑋)كمرحلة موالية نقوم بحساب وتحديد معكوس المصفوفة  

𝑑𝑒𝑡(𝑋′𝑋) = 5 |
55 81
81 129

| − 15 |
15 81
25 129

| +   15 |
15 55
25 81

| 

𝑑𝑒𝑡(𝑋′𝑋) = 5(534) − 15(−90) + 25(−160) = 20 

 المرحلة الموالية في حسب المحدد هي استخراج مرافق المصفوفة كالتال:  

𝐴𝑖𝑗 = (−1)
𝑖+𝑗𝑑𝑒𝑡𝑀𝑖𝑗  

المصفوفة    𝑀𝑖𝑗في حين    𝑗والعمود    𝑖قيمة عنصر المصفوفة في السطر    𝐴𝑖𝑗  ،قيمة العمود   𝑗قيمة السطر،    𝑖حيث تمثل  
 المتبقية حين حذف السطر والعمود الذين يتعلقان بالقيمة المراد حسابها، وذلك كالتال:  

 أي نقطة التقاء السطر الأول مع العمود الأول:   𝐴11نقوم مثلا بحساب القيمة  
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𝐴11 = (−1)
1+1 |

55 81
81 129

| = 534 

𝐴12 = (−1)
1+2 |

15 81
25 129

| = 90 

 ومع القيام بنفس الشيء لكل عناصر المصفوفة نتحصل على مرافق المصفوفة كالتال: 

𝐶𝑜(𝑋′𝑋) =  (
534 90 −160
90 20 −30
−160 −30 50

) 

 حيث تساوي:  1−(𝑋′𝑋)ومع إيجاد المرافق يمكننا الآن تحديد المعكوس  

(𝑋′𝑋)−1 = 
1

𝑑𝑒𝑡(𝑋′𝑋)
 𝐶𝑜(𝑋′𝑋) 

(𝑋′𝑋)−1 = 
1

20
 (
534 90 −160
90 20 −30
−160 −30 50

) 

 أما المرحلة الأخيرة فهي حساب المعلمات كالتال:  

�̂� =  (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 = 
1

20
 (
534 90 −160
90 20 −30
−160 −30 50

)(
25
91
134

) =  (
5
2.5
−1.5

)  

 ومنه يمكن كتابة معادلة الانحدار الخطي المتعدد المقدرة قيد الدراسة كالتال:  

𝑦𝑖 =  5 +  2.5𝑥1𝑖 − 1.5𝑥2𝑖 + 𝑒𝑖 … . 𝑖 = 1,2,… , 5 

 أو:  

�̂�𝑖 =  5 +  2.5𝑥1𝑖 − 1.5𝑥2𝑖 … . 𝑖 = 1,2,… , 5 

 التقدير بالبيانات الممركزة:  .3

 من خلال العلاقة التالية:  �̂�2و  �̂�1نقوم أولا بحساب  

�̂� =  (
�̂�1
�̂�2
) =  (

𝑉(𝑥1𝑖) 𝐶𝑜𝑣(𝑥1𝑖 , 𝑥2𝑖)

𝐶𝑜𝑣(𝑥2𝑖 , 𝑥1𝑖) 𝑉(𝑥2𝑖)
)
−1

(
𝐶𝑜𝑣(𝑥1𝑖 , 𝑦𝑖)

𝐶𝑜𝑣(𝑥2𝑖 , 𝑦𝑖)
) 

�̂�

=   (

∑ (𝑥1𝑖 − �̅�1)
2

𝑛

𝑖=1
∑ (𝑥1𝑖 − �̅�1)(𝑥2𝑖 − �̅�2

𝑛

𝑖=1

∑ (𝑥1𝑖 − �̅�1)(𝑥2𝑖 − �̅�2
𝑛

𝑖=1
∑ (𝑥2𝑖 − �̅�2)

2
𝑛

𝑖=1

)

−1

(

∑ (𝑥1𝑖 − �̅�1)(𝑦𝑖 − �̅�)
𝑛

𝑖=1

∑ (𝑥2𝑖 − �̅�2)(𝑦𝑖 − �̅�)
𝑛

𝑖=1

) 

 والجدول التال يحتوي على كل البيانات التي نحتاجها في تطبيق العلاقة أعلاه: 
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𝑦𝑖 − �̅� (𝑥1𝑖 − �̅�1)(𝑥2𝑖 − �̅�2) (𝑥1𝑖 − �̅�1)
2 (𝑥1𝑖 − �̅�1)

2 𝑥2𝑖 − �̅�2 𝑥1𝑖 − �̅�1 𝑖 
3 0 0 0 0 0 1 

-4 2 1 4 -1 -2 2 

3 2 1 4 1 2 3 

-2 1 1 1 1 -1 4 

0 1 1 1 1 1 5 

0 6 4 10 0 0 ∑ 

 

(𝑥2𝑖 − �̅�2)(𝑦𝑖 − �̅�) (𝑥1𝑖 − �̅�1)(𝑦𝑖 − �̅�) 𝑖 
0 0 1 

4 8 2 

3 6 3 

2 2 4 

0 0 5 

9 16 ∑ 

�̅�1حيث لدينا   = 3  ،�̅�2 = �̅�و  5 = 5 . 

 ومنه يكون لدينا:  

�̂� =  (
�̂�1
�̂�2
) =  (

10 6
6 4

)
−1

(
16
9
) 

 حيث لدينا: 

(𝑋′𝑋) =  (
10 6
6 4

) → 𝑑𝑒𝑡(𝑋′𝑋) = (10.4)(6.6) = 4 

 أما المرافق فهو:  

𝐶𝑜(𝑋′𝑋) =  (
4 −6
−6 10

) 

 بالتال يكون المعكوس: 

(𝑋′𝑋)−1 = 
1

4
 (
4 −6
−6 10

) 

 وتكون المعلمات: 

�̂� =  (
�̂�1
�̂�2
) =  

1

4
 (
4 −6
−6 10

) (
16
9
) =  (

2.5
−1.5

) 

 

 أما الحد الثابت فيحسب كالتال: 
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�̂�0 = �̅� − �̂�1�̅�1 − �̂�2�̅�2 = 5 − (2.5 ∗ 3) − (−1.5 ∗ 5) = 5  

 ويكون شعاع المقدرات: 

�̂� =  (

�̂�0
�̂�1
�̂�2

) =  (
5
2.5
−1.5

) 

 المقدرة للمعالم: حساب التباينات والانحرافات  .4

𝛺�̂�نعتمد من خلال هذه المرحلة على العلاقة:   = 𝛿
2(𝑋′𝑋)−1   إضافة إلى�̂�2 = 

𝑒′𝑒

𝑛−𝑘−1
= 

∑ 𝑒𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝑛−𝑘−1
 

 ونستخرج البيانات من الجدول التال:  

𝑒𝑖
2 𝑒𝑖 �̂�𝑖  𝑦𝑖  𝑖 

9 3 5 8 1 

0.25 -0.5 1.5 1 2 

0.25 -0.5 8.5 8 3 

1 -1 4 3 4 

1 -1 6 5 5 

11.5    ∑ 

 حيث نقوم بحساب التباين المقدر على النحو التال: 

�̂�2 = 
∑ 𝑒𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝑛 − 𝑘 − 1
= 

11.5

5 − 2 − 1
= 5.75 

 فتكون مصفوفة التباينات والتباينات المشتركة كالتال: 

𝛺�̂� = 𝛿
2(𝑋′𝑋)−1 = 5.75(

534/20 90/20 −160/20
90/20 1 −30/20
−160/20 −30/20 50/20

) 

 كالتال:   1−(𝑋′𝑋)حيث يتمثل التباين المقدر للمعلمات في جداء ضرب التباين المقدر للأخطاء في قطر المصفوفة  

�̂��̂�0
2 = 5.75 ∗

534

20
= 153.525 →  �̂��̂�0 = 12.39 

�̂��̂�1
2 = 5.75 ∗ 1 = 5.75 → �̂��̂�0 = 2.39 

�̂��̂�2
2 = 5.75 ∗

50

20
= 13.92 →  �̂��̂�0 = 3.73 


