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Rappels mathématiques sur les nombres complexes (NC)

1.2 Représentation algébrique d’un nombre complexe NC

Soit un nombre complexe (forme algébrique):

z=a+fb
a = Re(z): la partie réelle de z ;

b =Im(z) : la partie imaginaire de z.
4 Imaginaires
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Figure 1.1 Représentation cartésienne d’un nombre complexe (z)

Module de z est le réel positif :

r=|z| =vaZ + b?

Argument de z(z #0) est le nombre & défini & Zkm (k €2)avec :

sin@ = J;i
cosf = :i
0 = tang‘l(h,fa)

1.2 Représentation trigonométrique d’un NC

La forme trigonométrique de z est :

z= plcos@ + jsind)
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Figure 1.2 Représentation trigonométrique d’un nombre complexe (z).

1.3 Représentation polaire d’un NC

Soit un nombre complexe z(z # O), avec r,0 le module et I’argument respectivement. La représentation

polaire est donnée sous la forme suivante :

z=[r, 0]
1.4 Représentation exponentielle d’un NC

La formule d'Euler relie I'exponentielle complexe avec le cosinus et le sinus dans le plan complexe :
vi E R, e =cos@ +jsing
1.5 Formule de Moivre

La puissance n'®™ d’un nombre complexez , est donnée la formule de Moivre :

(cosO 4+ jsin@)" = cos(nB) + jsin(nd)

6. Opérationssur les NC
1.  Complexe conjugué

Soit un nombre complexe : z=a+jb

Le complexe conjugué de Z, noté « :
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Figure 1.3 Complexe conjugué.

1.6.2 Addition
Soient deux nombres complexes x et £, avec :
z=a+jbetz=a+jb
Alors,
z+7=(a+d)+j(b+b)
1.6.3 Produit
7 ¥ 7I=(r1+jb}*(ni+j5}
= (ad — bb) + j(ab + ab)
Pour le produit, 1l est souvent plus intéressant d’utiliser la forme polaire.
z=[r.0,]
Z =[r 06;]
Le produit de ces deux nombres sous la forme polaire est alors :
z# £=|(r *1y), (6, +6;)]

1.6.4 Division
Le calcul de la division de deux nombres complexes  erz sous la forme algébrique fait appel au

conjugue du dénominateur.
a+jb __ (a+jb)x(d—jb) _ (ad+bb)+j(db—ab)
a+jb  (d+jb)x(d—jb) a2+b2
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Pour la division, Il est souvent plus intéressant d’utviser la forme polaire.

Z = 'r]_, 1
Z = [ry, 0]
Z [r.81] _

—=— [:—i (61 — 92)]

4 [r282] ~
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Rappels sur les lois fondamentales de I’électricité

en régime alternatif
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1. Régime alternatif
En régime alternatif, les grandeurs courant et tension sont variables avec le temps.

1. Dip6le électrique

Un dipdle électrique est un composant unique ou un ensemble de composants, connectés a deux bornes.
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Figure 2.1 Dipdles électriques.
On 'y place un sens pour le courant.
v Convention récepteur : le courant i et la tension u sont orientés en sens opposés.
l
-

e
u

Figure 2.2 Convention récepteur.

v Convention générateur : le courant i et la tension u sont orientés dans le méme sens.

Figure 2.3 Convention générateur.

On classe les dipbles, en deux (02) catégories :

- Dipdle passif : C’est un dipdle qui consomme de I’énergie électrique et ne comporte aucune source

d’énergie. On peut citer par exemples : une résistance, une inductance, une ampoule.
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Figure 2.4 Dip0les passifs.

- Dipdle actif : C’est un dipdle qui comporte une source d’énergie. Par exemple, on peut citer : une

pile, un moteur électrique & courant continu.

Y7

Figure 2.5 Dipdles actifs.

2.1.2 Association de dipoles
Dans un circuit électrique, les dipbles peuvent étre associés en série ou en paralléle. Ces deux

associations ont des avantages et aussi inconvénients.

1. Dipbdlesen série
Les dip0les sont associés en série lorsqu’ils sont branchés les uns a la suite des autres.
Le courant iest commun a tous les dip6les.

La tension i est la somme des tensions aux bornes de chaque dipdle.

2. Dipolesen parallele
La tension est commune a tous les dip6les.

Le courant total est la somme des courants aux bornes de chaque dipdle.

10
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2.1.3 Association de dipdles élémentaires

1. Association des résistances (R)

1. Ensérie
L R1 R2 Rn
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Figure 2.6 Association des résistances en série.

En série : Le courant est commun a toutes les résistances.

La tension aux bornes de I’ensemble est égale a :
U=uU +uy + Uy + -+ U,
=(Ry+ Ry + Ry + -+ Ryi = R,y
La résistance équivalente est alors égale a la somme des résistances placées en serie.

Son unité est (Ohm) Q.

Ri+R;+R;+-+R,=%R,

11
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3.1.2 En parallele

o

Figure 2.7 Association des résistances en parallele.
En parallele : La tension est commune a toutes les résistances.
Le courant qui entre dans I’ensemble est donné, selon la loi des nceuds, par:

£:I1+Eg+lg+*+ln

7

Ry

u u u
— +—+—++-++—
Ha Ha Ry

Y E N U B
Ky Rz Ri Ry

1
—. U
Reg

L’admittance équivalente est égale a la somme des inverses des résistances placées en paralléle. Son

unité est 21,

1 1 1 1 1 1
YVog=r—=ct—+—+ -t —= E?E

R o R 1 R 4 J?l:i n

2. Association des inductances (L)

1. Ensérie
Associer des inductances en série revient a augmenter le nombre total de spires. La tension aux bornes

d’une inductance traversée par un courant d’intensité variable en fonction du temps est donnée par :

di
u; = L i

12
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Figure 2.8 Association des inductances en série.

VA—VB=u1+u3 +H3‘|‘“'+Hn

i di éi di

= LIE.I- LEE"‘LRE"" O L"E
di di

(L] + Lz + L3 + e 4 L")I = Leq ;{‘

L’inductance équivalente est alors égale a la somme des inductances placées en série (On suppose que

le courant a le méme sens de circulation dans les bobines).
Liy+L,+L;++L,=%¥1L,

3.2.2 En parallele

Va i .
[

VB &

Figure 2.9 Association inductances en paralléle.

En paralléle la tension est commune a toutes les inductances. Le courant qui entre dans I’ensemble est

(loi des neeuds):
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f:f-.]‘l'f:z"i‘i:{‘l‘““l‘{ru

ei _ diq df;}_ dis diz
T o T T Tt

_Va-Vs +”A—VH _+_UA_LJIH_+_____+_I"I.4_UH

Ly Ly Ly L

1 1 1 1
:{VA—VE)(E+E+E+---+L—”)

1
= (V,q - FE)L_

L’admittance équivalente est égale a la somme des inductances placées en paralléle :

1 1 1 1 1 1
— ==t —F—F == Y=
La:r,l ll:'I LZ Lli- Lfl ILTI

3. Association des condensateurs (C)
1. Ensérie

Un condensateur est caractérisé par sa capacité, notée C et exprimée en Farads (symbole F).

La tension aux bornes d’un condensateur traversé par un courant d’intensité variable en fonction du

temps est :
U, = if idt
t «

Le courant est commun a tous les condensateurs.

La tension aux bornes de I’ensemble est :

i

Oo—>
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-~ -— “—
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Figure 2.10 Association des condensateurs en série.

U=1u +uy +ug+ -+,
=i B LT o — [
_Cljr,.dr+E2f¢.dz+cjj:.d:+ +C”j:.dr
1,1, 1 1 .

Alors:

14
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3.3.2 En paralléle
En paralléle la tension est commune a tous les condensateurs.

Le courant qui entre dans I’ensemble est (loi des nceuds):

A N =

o

Figure 2.11 Association des condensateurs en parallele.

[-=I'.|_+!£+|’..=++!n
. i . i . i . i
—L]I+L2I+L:4I+”'+{.”I
{
= (€L + C+ G 44 C))—

Ci+C+C3+-+C,=3%10C,
2. Régime sinusoidal

1. Representation des grandeurs sinusoidales

La représentation des grandeurs sinusoidales (courant et tension) est donnée par :

u(t) = Uy sin(wt + @)
(L) = Iy sin(wt + @;)
Uy et Iy :Valeurs maximales respectives de u(t) et de i(t)

ot +@ : Phase instantanée

o : Pulsation en (rad/s), o =2nf = 2—1’_T

15
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f : Fréquence en Hz et T : Période en Seconde
®,.,; : Phases a I’origine des temps de u(t) et i(t)
¢ =@, — ¢, : Différence de phase entre u(t) et i(t)

2.2.2 Représentation vectorielle d’une grandeur sinusoidale

On peut aussi représenter une grandeur sinusoidale (courant, tension) par un vecteur tournant dans le
plan OXxY a la vitesse de rotation w, dans le sens trigonométrique, c’est le vecteur de Fresnel associe a
cette grandeur sinusoidale. Pour simplifier la représentation des vecteurs de Fresnel, on choisit de les

représenter a t=0, ce qui ne change en rien, le résultat final.
La norme du vecteur de Fresnel Ueff de la grandeur u(t) est égale a sa valeur efficace.

u(t)=U 4 v2sin(t +o)

4

Y w

(0] X

Figure 2.12 Vecteur de Fresnel.

2.2.3 Impédances complexe
L'impédance électrique permet de mesurer l'opposition d'un circuit électrique (des dip6les) au passage

d'un courant électrique. Soit un circuit traversé par un courant électrique alternatif sinusoidal de la forme.
i(t)= 1.4 /2sin(ot +¢)
it)=1.0v2-€"
En utilisant la formule d’Euler, nous pouvons I’écrire sous la forme complexe :
it)= 1, sin(ot )+ jl,, cos(cwt)

AvVec,

IM :Ieff \/E

16
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2.2.4 Impédances complexes des dipdles élementaire (R, L et C)

2.4.1 Résistance

1.  Caractéristiques de la résistance
v Symbole de la résistance

v Relation entre la tension et le courant en temporelle

v(t) = Ri(t)

(plllz()

v’ Relation entre la tension et le courant en complexe

V=RI

v Représentation dans le plan complexe

17
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2. Inductance (Bobine)

v" Relation entre I’inductance et la réactance : X = Lo
1.  Caractéristiques de I’inductance

v" Symbole de I’inductance

v’ Relation entre la tension et le courant en temporelle

_ di®)
v(it)=L ot

n

(M)

t

Vu )
/X\ '
0 ! or

v/ Relation entre la tension et le courant en complexe

V=jlel = jXI

v Représentation dans le plan complexe

18
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2.4.3 Condensateur

1.  Caractéristiques du condensateur

v" Symbole du condensateur

v Relation entre la tension et le courant en temporelle

ity =c
t

d

v’ Relation entre la tension et le courant en complexe

V=-
- JCow

v Représentation dans le plan complexe

19
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5. Puissances en régime sinusoidal (instantanée, active, réactive, apparente)
1. Puissance électrique en continu
Pour un dip0le électrique avec une tension V a ses bornes et parcouru par un courant I. Sa puissance

électrique est donnée par le produit (courant*tension).

P =VI

2.5.2 Puissance électrique en alternatif (réseau monophasé)

Pour un dipdle électrique avec une tension a ses bornes et parcouru par un courant | déphasé d’un angle

(OR

2.5.3 Puissance électrique instantanée p(t)

p(t) =v(t).i()

20
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Figure 2.13 Puissance électrique en alternatif (réseau monophasé).

2.5.4 Puissance électrique en alternatif (réseau monophasé)

4.1 Puissance active

La puissance active représente la puissance moyenne consommee par le dipble. Elle est exprimée en
Wits.

P = Ul.cos(g), |Watts|

2. Puissance réactive
() = Ul.sin(gp), [VAR]

2, s’exprime en Volt-Ampéres-Réactifs [V.A.R].
3. Puissance apparente

La puissance apparente S est puissance fournie par la source.
Mathématiquement, le produit Ul, s’exprime en Volt Ampére.

S = Ul [VA]

4.4 Remarques importantes:

1 Puissance apparente= Produit des valeurs efficaces

S:Veﬁ*leﬁ

2 Relation entre les puissances (Triangle des puissances) :

S =S(cosp + jsing) =P+ jQ

21
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s-[PQ

tang =

aviVe)

3- Facteur de puissance :

2.6 Puissances des dipoles usuels
6.1 Résistance V=RI et =0
v Uniquement de la puissance active absorbée

2
P=V|=R|2=y
R

6.2 Inductance V = jLol = jXI

VIR Ve
Q=VI=XI*==

6.3 Condensateur V = _il
JCo
2

|
=Vl=———=CoV?
Q Co

22
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EXERCICES

Exercice 1

Si Im= 28.25A, ¢i=-15°et f = 50 Hz.

Exprimer la valeur instantanée du courant et calculer sa valeur efficace complexe sous trois formes.
Exercice 2

Soit la valeur efficace complexe du courant : lef= -3-j6.

Trouver les paramétres de la fonction sinusoidale ainsi que la valeur instantanée du courant.
Exercice 3

Si U =-200+ j150, f=50Hz.

Trouver la valeur instantanée de la tension (u(t)).

Exercice 4

La valeur instantanée d’un courant alternatif est : i(t) = 15,5Asin (100x t - /6)

1. Quelle est la valeur de I’intensité maximale du courant ?

2. Quelle est la valeur efficace de I’intensité ?

3. Quelle est la pulsation ? En déduire la valeur de la fréquence et celle de la période.

4. Calculer la valeur du courant a I’instant t =0, a I’instant t =5 ms et a I’instant t = 10 ms

5.Ce courant est appliqué a une résistance de 20Q. Exprimer la tension u(t) aux bornes de cette

résistance.

6. Calculer la tension efficace.

23
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Systeme triphase
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3.1 Avantages des réseaux triphases

v" Au niveau de la production : moins volumineux et moins cher.
v" Au niveau du transport : section de conducteur plus faible.

v" AU niveau de I’utilisation : deux niveaux de tensions différents.

Figure 3.1 Réseau Triphasé.

e Tension simple : Tension entre une phase et le neutre et notée Vi
e Tension composée : Tension entre deux phases et notée Uij

¢ Relation entre Tension simple et composée : U_ij:ViN -V

2. Représentation des tensions : Différentes représentations possibles

1. Représentation temporelle

3.2.2 Représentation mathematique

Vi (1) =2V sin(at) U, (1) =20 sinot +2)
V() = V2V sin(eot _2§n) U, (t) =~/2U sin(ot +7—é —2—:7;)

25
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Vyy (1) = V2V sin(wt + %n) U,, (t) =~/2U sin(at +% + 2—;)

3.2.3 Représentation vectorielle

3.2.4 Relation entre les tensions efficaces simple et composée

Viw
L 300N
Vz.v// ]20.0
/ Va
/
/
J3

U =2V cos(30°) =2V 3

U =3V
3. Puissance en alternatif (réseau triphasé)

e ¢:Déphasage entre une tension simple sur une phase et le courant de la méme phase.
e Expression en fonction de la tension simple ou composée.

e Puissance instantanée : p(t) = vy (O)i; (t) + v,y (B)i, (1) + 4y (D15 (1) = 3VI cose

e Puissance active : P =3VI cosp = Jaul CosQ

e Puissance réactive : Q =3Vl sing = Jaul sing

e Puissance apparente : S =3VI ~/3Ul
¢ Relation entre les puissances :

S
) @
P

S = W+Q2atm¢=%
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e Facteur de puissance : f, = % = COSQ

3. Couplage des enroulements
Différentes possibilités pour coupler les enroulements d’une charge ou d’un générateur :
1. Couplage Etoile

e Schéma de Cablage

: =
L. i

e Caractéristiques du couplage Etoile

Tension efficace au bornes d’un enroulement : V = U_

V3
Courant efficace dans un enroulement : |
3.3.2 Couplage Triangle

e Schémade Céablage

Ly

Lz

i

Lz

N S

e Caractéristiques du couplage Triangle

Tension efficace aux bornes d’un enroulement : U

. I
Courant efficace dans un enroulement : J = —

oy

3. Remarque
Au niveau des phases :
e Couplage Triangle : possibilité d’avoir un courant de phase plus important.

e Couplage Etoile : possibilité d’avoir une tension entre phases plus importante.
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