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Solutions des exercices

Solution de I’exercice n°1 Calculons ( lorsqu’elles existent) la limite de f, quand (z,y) — Oge

22— 02 ' .
L f(z,y) = WZ} Ona f(0,y) = =1 # 1 = f(x,0) = lim,y) -0, f(z,y) n'existe pas.
sin () |7yl ,
2. | f(x,y)| = < < |z| — 0, quand (z,y) — Ogz, donc lim, , flz,y) =0.
|f( y)| \/m \/m | | ( y) R (2,y)—0p f( y)
sin () " sin (y)

sin () sin (y) T y xy

3. flz,y) = = X | ——=— ] — 0, quand (z,y) — Oge.
tan <\/x2+y2> tan <\/x2+y2> Vvt +y?
Va2 +y?

sin (2?) sin (y) 22 |y :

4. [f(z,y)| = 22+ sinh? (32) < = < |yl = 0, quand (z,y) — Oge, donc lim(, 40, f(7,y) = 0.

Solution de ’exercice n°2

I) Soient f,g: R* — R les fonctions définies par :

2 i (2 2
y° sin(z?) _ y* sin(x) ,
T 9 | 9 ) 07 0 NG y O, 0
ropy 2| G s £ 0.0 o= | B @) # 00
0, si (z,y) = (0,0) 0, si (z,y) = (0,0)
Les fonctions f et g sont-elles différentiabes en (0,0)7.
L0~ £0,0) _ J(0.0) = £0,0) _ ) g, (00 = limemo T =0
ay ) t—0 t
af af |f(l’, y) — f(07 O) — le’ y)| V(y,0) y2$2
Li(z,y) = =—(0,0)z+—==(0,0)y = 0, donc ~ | < Va2 4y —
1(720) = g (0 0, 0O o)l EFH A
0, quand (z,y) — (0,0).
Alors, f est différentiable en (0,0).
2. De méme :
0 : 0,t) —g(0,0
a—i(@,@):llmt%“ ) tg( ) _g
dg dg l9(z,y) — 9(0,0) — Low,y)| _ y*sin(z)
Lo(x,y) = =(0,0)z + ==(0,0)y = 0, donc = = = G(z,y). On
2 3
aG(r,x) = * Sm(f) oz - = L = — 0. Alors, g n’est pas différentiable en (0, 0).
(222)2 (222)2 (2)2



IT) Trouvons de deux méthodes différentes, le développement limité a l'ordre 2 de f au voisinage de
(0,0), telle que :
f(x,y) = cos(x) exp(y).

Premiére méthode : Il est claire que f est de classe C* sur R2.

. af _0*f ., of L Of _ >’f _
PUISqU_G %(0,0) = away(o,()) = 0, a—y(0,0) = ]_, @(0,0) = —1et a—yz(0,0) = 1, on a alors
? oy 2 2
Fla.) = cos(@)expy = 1y — 5+ L+ (2 + )l ),

avec €(x,y) — 0, quand (x,y) — (0, 0).

Deuxiéme méthode :

f(z,y) = cos(z) expy = (1 - %2 + xze(flﬁ)) (1 +y+ y; + yQE(y)) :

On fait le produit, et en conservant uniquement les termes en z,y, zy, 2, y* et en englobant tout le

reste de la forme (22 + y?)e(z,y), on obtient le méme résultat.

I1I) *det J,(z,y) = ! —acos(ay) | = 1— a?cos(az)cos(ay) > 1 —a? > 0.de. J, est
—acos(ay) 1

inversible au point (x,y).

* o est de classe C™ (évident).

* ¢ est injective ?

Soient (z1,y1) et (wa,y2) € R? tels que ¢(z1,v1) = ¢(22,y2). Alors

x1 —sin(ay;) = o — sin(ays) TAF TAF

. . Sl -zl <Ta |y — gl < @F [oy — o]
y1 — sin(azy) = yo — sin(axy)

Puisque 1 — o? > 0, on a alors x; = 7. Ce qui entraine & son tour y; = ys.

D’aprés le théoréme d’inversion globale, ¢ est un C'-difféomorphisme de R? sur ¢(RR?).

Solution de ’exercice n°3

1. o est injective et est de classe C? sur R? (évident). De plus

1
u=z—yetv=x+y=detj,(r,y) =det L =2#0, i.e j, est inversible.

D’apres le théoréeme d’inversion globale, ¢ est un C™° difféomorphisme.

2. Nous avons f = g o ¢. On trouve

0 o) g, o) I -1 T
( a_i(fﬂ,y) 8_£(x’y) ) = < %(u,v) a—i(u,v} ) ( L1 ) .Clest-a-dire

) = P u0) + 22 ()
aj(m y) = — o (u,0) + @w v)
oy’ ou" ov



Donc .
2 o 0 0
e = (5 a_) (et + Griw)

0%g g %g
\ = W(%U)—?m(%v)ﬂLw(uw)
2 2 2
3. L’équation : %(w, y) — %(z, y) = 4(2? — y?) devient alors : aigv (u,v) = uv.

4. En intégrant 'équation précédente on trouve g(u,v) = ju?v? + F(u) + H(v)),
ou F, H sont de classe C? sur R.
Par suite f(z,y) = g(u,v) = (2> —4*)* + F(z —y) + H(z +y).

(Extrema)

Solution de ’exercice n°1

1) a. Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = z* + 2exp(y) + sin(zy) — 2.

Alors, pour tout (z,y) € R? : g—g(:p,y) = 2exp(y) + x cos(zy).
of

Ainsi, puisque f(0,0) = 0 et (‘9_<O’O) = 2 # 0, le théoreme des fonctions implicites nous permet
)
d’affirmer qu'il existe localement une unique fonction continue ¢ : |—o, 0] — R telle que ¢(0) = 0 et
pour tout x € |—o,0|: f(x,¢(x)) =0, de plus p € C™.
of

b-Pour tout (x,y) € R? on a : a—(m,y) = 2x + ycos(zy). Par conséquent $(0) = — 8; 0.

T

o (z,y)
Autrement dit 0 est un point stationnaire de ¢.
0 f
W(O, ©(0))
Nature du point stationnaire de . Puisque pour tout (x,y) € R? ¢(0) = — i =-1<0,
—(0, (0
9y #(0)
la fonction ¢ admet alors un maximum local en (0, 0).
2) a. Soit f: R®* — R la fonction définie par f(x,vy,2) = 32% + 6y? + 2° — 221 + 1.
0

Alors, pour tout (z,y,z) € R? : 8—(x,y, z) =52 — 823

2

0
Ainsi, puisque f(0,0,1) = 0 et 8—f(0,0, 1) = =3 # 0, le théoréeme des fonctions implicites nous

z

permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction continue ¢ : B((0,0),0) — R telle que
©(0,0) =1 et pour tout (z,y) € B((0,0),0) : f(z,y,o(z,y)) =0, de plus ¢ € C*.

0
b-Pour tout (z,y,z) € R on a : a—i(m,y,z) = 6x et a—gjj(:c,y,z) = 12y.



0 0
Par conséquent 8_¢(0’ 0) = a_go(o’ 0) = 0. Autrement dit (0,0) est un point stationnaire de ¢.
x Yy

Nature du point stationnaire de ¢. Puisque pour tout (z,y,z) € R?:

0 f 0 f 0 f

—=(0,0,1) = 6, =——(0,0,1) = 0 et —=(0,0,1) = 12, on a donc A = 2,B =0 et C = 4 ou
(Ox) Oxdy (9y)
encore B2 — AC = -8 < 0 et A =2 > 0; ce qui entraine que la fonction ¢ admet un minimum local
en (0,0).



(Intégrales multiples)

Solution de ’exercice n°1l

[ 5n — ([ 5050 o)
_ </1 1:Zdz) x (/02yexp(y2)dy)

= [z—In(1+2) x {GXPTMK: (e_Hln(l

) (=

2. B={(z,y) eR?*: 2> 1,y > 1,2+ y < 3} peut se réécrire sous la forme :
B={(z,y) eR}1<2<21<y<3—=z} (FIGURE 1).

Alors

xT

3— 2 . 5
d -
:c/ x+y 2 /{(m—iry)Q

1 1

—1/ 1 1 i ~171 N 1 1% 1
= _ _ — r=—|—2x p—
2 9 (z+1) 2 197 w1, 36

1

—_

——

Jf e

Solution de ’exercice n°2

1. L’intégrale généralisée de Gauss J; = [ exp(—z?)dx est convergente.
Posons Jj' = fexp(—mz)dx

Donc (J¢ fe'xp 2?)dz x [exp(—y?)dy = [[ exp(—(z* + y?))dzdy.
0 [0,a]?

Posons = = pcos(f) et y = psin(f). Alors (p,0) € [0, v2a] x [0, g] .

V2a -7

pexp(=p*)dp = —=

et puisque exp(—x?) > 0, pour tout z, on a alors

= 7exp(—x2)dx = ﬁ

V2a

T

2
Par suite (J{)? = [ df [exp(—p*)];

0

J
°r
Ce qui implique (Jl) =7

2



2.D={(r,y) eR?*: 0 <z <y <2x, zy <4, 2>+ y* > 4} peut se réécrire sous la forme :

D = D, U D, (FIGURE 1),

ol
2
Dlz{(x,y)ER2:%<x<\/§et\/4—x2<y<2m},
et
4
Dgz{(x,y)€R2zﬁ<x<Qetx<y<—}.
x
Par suite
V2 2 2 o
//nydxdy = //nydxdy%—//nydacdy:/x2 / ydy dx+/x2 /ydy dx
D D, Do % Vi—z2 V2 x
f 2
= 1 dx—i—l (16—x4)dx+
2 2
Z V2
V2 2
1[5 4 1 1 104
= = - = — |16 — - = ——
2{9“" 6$]2+2[ ’ 5x]ﬂ 5 375f+

3) Soit E = {(z,y) € R* : 1 < 2% + y* < 4}. Calculons J; = ff 5 —T—H(l:oz x—gf—)y )d:vdy.

On pose x = pcosf et y = psinf. Donc p € [1,2] et 6 € [0, 27?] On a alors

2 2

pcos(p?)dp . o2 2 + sin(4)
= — | df=m|ln(2 =rln|{ —= .
Js / / 2 + sin(p?) ™[I0 (2 +sin(p")) ;= win 2 +sin(1)
0
) 5 o . o dxdy
4) Soit F = {(z,y) e R*: 2+ y* < 1, x +y > 1}. Calculons J, = ff an
(z y?)

1
cos (0) +sin (0)’

On pose z = pcosf et y = psinf. Donc p € [ 1] et 0 € [0, 5] ( FIGURE 1). On a

alors

1

il

7 d
I

0

1
cos (6) + sin (0)

T

2
/ cos (A) + sin (9))* — 1) do
0

R~
[\DI»—l

1 L |
sin (26) df = ~1 [cos (20)] = 5

I
N | =
O\wlﬁ



FIGURE 1 —



