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L’ancienneté, la richesse ainsi que la flexibilité appréciable d’utilisation, ont permis aux équa-
tions aux différences d’étre un sujet attractif ces derniers temps au milieu des chercheurs et des
scientifiques de différentes disciplines.

Cet cours est destiné principalement aux étudiants de premiere année de Master mathématiques
LMD. L origine de ce cours est un enseignement donné en Centre Universitaire de Mila entre 2014
et 2023. Ce polycopiée est composé de quatre chapitres ordonnés comme suit :

e Dans le premier chapitre, on commence par les équations aux différences linéaires. La théorie
des équations aux différences linéaires se base principalement sur les propriétés de 1’algebre
linéaire qui offrent des méthodes simples pour résoudre ces équations,

e [e deuxieme chapitre, consacré aux équations aux différences linéaires,nous présentons la
définition de stabilité, la linéarisation ainsi que quelques théorémes fondamentales de la
théorie des équations aux différences.

e Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a la solution des systemes d’équations aux
différences linéaires d’ordre un. Nous nous utilisons le calcule matricielles pour résoudre ces
systemes.

e Dans le dernier chapitre, on considere les systemes des équations aux différences non linéaires.
Nous présentons la stabilité, la linéarisation ainsi que quelques théorémes fondamentales
dans le cas multidimensionnelles.

Tous les chapitres s’achévent par des exercices corrigés en détail.
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2.1 Définitions et résultats généraux
Définition 2.1.1 Une équation de la forme

Xk + P1(M)Xpk—1+ ...+ pr(n)x, = g(n) (2.1
avec, po(n) = 1,pi(n), p2(n),...,g(n) sont des fonctions définies sur N, , s’appelle équation
aux différences linéaire d’ordre k dés que py(n) # 0.

p) En générale on associe k conditions initiales avec I’équation (2.1)
Xng = C1sXng+1 = €25 - - s Xng+k—1 = Ck; (22)
avec ¢;, i = 1,...,k sont des constantes réelles ou complexes.

p) Onales notations suivants
e N={1,2,3,...}.
e Nyp={0}UN.
o N, = {n>ng,n entier}.

= Example 2.1
1. L’équation

n?+1

2 2
Xpt4 — N Xpy2 + Xn1 —Sx, =2n

est une équation aux différences linéaire d’ordre 4 .
2. L’équation

n —n
Xn+2 = 2 Xnt1+Xp—e€

est une équation aux différences linéaire d’ordre 2 .
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8 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

3. L’équation
1

Xn+1 =
Xn + Xn—1

est une équation aux différences non linéaire .

m Example 2.2 On consédere 1’équation aux differnces linéaire d’ordre 3

n
Xp3 — ——Xpy2 +NXy01 — 3%, =1 (2.3)
n+1

oux; =0,x, = —1etxz = 1. Trouver les terms x4, X5, Xg et x7.
On écrit (2.3) sous la forme

n
Xn43 = ——Xp42 — MXyp1 +3X,+0 (2.4)
n+1

On pose n =1 dans (2.4), On a

1
X4ZEX3—)C2—|—3X1+1 =

2

Pourn =2,
_2 2x3+3x)+2 = 4
x5—3x4 x3 -+ 3x7 =3

Pourn =23
_3 3x4+3x3+3= 2
x6—4x5 X4 + 3x3 =-3

Pourn =4

4
X7 = gx(, —4xs5+3x4 +4 =20.9.

Définition 2.1.2 L’équation aux différences (2.1) avec g(n) = 0, Vn > ny est dite équation aux
différences linéaire homogeéne et elle s’écrit comme suit

Xntk + P1(0)Xnpi—1+ ...+ pe(n)x, = 0. (2.5

= Example 2.3
1. L’équation
2
n-+1
Xn+3 — enxn+2 + T

+1

Xpa1 — X, =0.

est une équation aux différences linéaire homogene d’ordre 3 .
2. L’équation

n

Xn+2 = mxn-l—l +x, — logn

est une équation aux différences linéaire non homogene d’ordre 2.

I Définition 2.1.3 Une suite {x, },>n, est dite solution de I’équation (2.1) avec les conditions
initiales (2.2) si elle satisfait la relation (2.1).
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2.1 Définitions et résultats généraux %

Théoréeme 2.1.1 L’équation (2.1) avec les conditions initiales (2.2) admet une et une seul
solution.

Démonstration. Soit {x, },>,, une solution de I’équation (2.1) avec les conditions initilaes (2.2),
alors

Xnpk = —P1 (M) X1 — . — Pi(n)xn +g(n)
et
Xng = C1,Xnp+1 = C2,5... 7xn0+k—1 = Ck;,

Supposons que {X, },>», une autre solution de 1’équation (2.1) avec les conditions initilaes (2.2),
alors

fno = C];.’)Zn(r‘rl = C27 e ,.’xvno+k71 — Cka
donc
Xn:fn, p0urn:07n0+17---,n0+k—1,
Et comme
3Cvn+k = - (l’l)fn+k71 — ... —pk(n)fn +g(n)

on obtient que
Xn =Xn, pourn>ng—+k.

Alors
Xp =X, pourn>n.

Par conséquent on a I'unisité de solution de 1’équation (2.1) avec les conditions initiales (2.2). W

Théoréme 2.1.2 L’ensemmble S des solutions de 1’équation aux différences (2.5) est un espace
vectoriel sur K de dimension k.

Démonstration. Soit S = {x = (x,)x>n,%i € K : X1k + p1(n)Xpx—1 + ... + pr(n)x, = 0.} 'ensemble
de toutes les solutions de I’équation aux différences (2.5). On a

SCKN:{(uo,ul,-'-,un,---), u; € K}.

Sur Iespace vectoriel KV, on a les deux opérations "+" et "." définies par
® (Xn)nzny + (Yn)nzno = (%n +Yn)n2no7

o A.(Xp)nz>ng = (Axn)nz>ny, A €K

S £ ¢ car la suite a éléments tous nuls satisfait 1’équation (2.5).

Soient (X )n=ngs Vn)nsn, €Set o, f €K, ona

Xk + Bk = 0(—=p1(n)Xngk—1 — P2(n)Xpsr—2 — ... — pr(n)x,)
+ B(=pP1(m)ynik—1—p2(M)Ypix—2— . — pr(n)yn)
= —pi(n)(0xpik—1 + BYnti—1) — p2(n) (OXpik—2 + BYnik—2) — - .. — Pi(n) (0xn + Byn).

Donc 0/(x)n>ny + B (Vn)n>n, € S. Rest a montrer quedim(S) = k, pour cela on va montrer que S est
isomorphe au sous espace vectoriel de K, K¥ définit par

K¢ = {(vo,viv...,vk—1),vi € K},

posons
p: § — Kt

X > Q(x) = (Xng, Xngt15- - - s Xngk—1)
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10 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

Il est claire que ¢ est une application bien définie, montrons qu’elle est linéaire :
Soitx,y € S,eta,f € K

(p(ax+ﬁy) = ((Xxn() +ﬁynoaaxno+l+Byn0+1a"'>axno+k—1+Byn0+k—1)
- a(xnoaxn0+17 L) 5xl1()+k71) +ﬁ(yn07yn0+17 oo 7)7n0+k71)
= ag(x)+Bo(y).

Donc ¢ est un homomorphisme d’espaces vectoriel.
On va montrer que @ est bijectif, commengons par I’injectivité. On a

ker(p) = {xeS:@(x) =0k}

= {xeS: (XngsXng+1s-- s Xngrh—1) = (0,0,...,0)}
= {xeS:x,=0,x41=0,..., X441 =0}

et comme les x,,n > ng + k s’écrivent au fonction de X, x—1,Xng+k—2; - - - ,Xn,» alors
ker(p) = {xe€S:x,=0,Yn>np}
= {(0,0,...,0)}
= {0}
d’ou ¢ est injectif.

On va montrer que @ est surjectif. Soit (cy,c2,...,c;) € KK, définissons la suite (X, ),>n, € S

Xng = ClyXng+1 = €2y -+« s Xng+k—1 = Cky Xn+k = —pl(n)xmk_l — - — pe(n)xy,n > ng
alors,
(P((xn)nzno) = (‘317627 e 7Ck)

donc @ est surjectif.
Comme dim(K¥) = k, on déduit que S est un espace vectoriel de dimension k. |

Définition 2.1.4 Le Casoratien W (n) des solutions (x}),ng, (X2)nngs - - - » (X5 )=, de I’équation
aux différences (2.5) est donné par

1 2
X X ka’,i
X X
n+1 n+1 n+1
W(n) = det . . ]
1 2 k
Xptk—1 Xntk—1 - gk

m Example 2.4 Soit I’équation aux différences linéaire d’odre 2 suivante

3n—2 2
Xn+2—n7xn+1+7nxn:0, n=273,...
n—1 n—1

qui admette les solutions n et 2", alors le Casoratien de ces solutions est donné par

n 2"
Wn) = det( n+1 2! >

n2" 2" (n+1)
2"(n—1).
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2.1 Définitions et résultats généraux

11

Définition 2.1.5 Les fonctions fi(n), f2(n),..., fr(n) sont linéaires dépendants pour n > ny si

existe des constants aj,an,...,a; non nuls tels que

aifi(n)+axfo(n)+...+afi(n) =0, n=np.

On dit que la famille des fonctions {f;(n)}_,, sont linéairement indépendantes si pour tout

n € Ny,
k
Y aifin)=0=0;=0,i=1,2,....k, oGeR.
i=1
Lemme 2.1.3 (Lemme d’Abel) Soient (x})nsng, (X2)nsngs - - - » (X )=, sont des solutions de 1’équa-

tion homogene (2.5), et soit W (n) leur Casoratien alors, pour tout n > n

n—1
W(n) = (—1)k<""0>< |20 )W(no).

i=ny

(2.6)

Démonstration. On démontre le lemme pour k = 3, le cas générale se démontre de la méme facon.

OnaOna
B G G
W(n)=det | x,.1 X411 X,
xn+2 xn+2 xn+2
Donc 1 ) ;
xrllJrl ngrl XEH_I
W(n+1)=det x’f” x,21+2 xg+2
Xn+3 K3 X3
De I’équation (1), on pouri=1,2,3
i i i i
Xn43 = —P1 (n)xn-I—Z — P2 (n)xn-‘rl — P3Xy,-
Ainsi
1 2
xrlz+1 x3+1
W(l’l—{—l): Xpin Xiio

—D1 (”)x:;—s-z - p2(”)x3;+1 - p3xrlz —D1 (”)xiu - pZ(”)xﬁ-s-l - p3xﬁ

On fait I’operation L3 = L3z + p1 Lo + p» L1, on obtien

1 2 3
xll1+1 xg+1 x3+1
W(l’l + l) = Xnt2 X2 xn+23
—p3X, —p3x, —p3x,
1 2 3
x:11+1 X1 xg+1
= —D3 xn+2 xn+2 xn+2
X%
aoooxox
_ 1 2 2
= D3 xr]H-l xg+l x131+1
X3 X3 Xp43

3
Xt 1
x2

n+2

A (n)x2+2 — P2 (n)x,3+1 - p3x3,
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12 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

Donc
WWZCJW(iim@>W®)
Car
Ynt1 = a(n)yn = yn = [Uia(i)] Yo-
(Voir exercice (2.1)). m

Corollaire 2.1.4
Supposons que pi(n) # 0,Vn > ny. Alors le Casoratien W (n) # 0 pour chaque n > ny si et
seulement si W (ng) # 0.

Démonstration. 11 découle directement de la formule (2.6). [ |
Proposition 2.1.5

Soit B = {(x})nno, (X2)nzng»- - - (k) n=n, } une ensemble des solutions de I’équation aux diffé-
rences (2.5), alors B est libre si et seulment si W (n) # 0,Yn > ny.

Démonstration. Soient Q, 0, ..., 0 € K tels que
1 2 k _
ox, +opx, +---+ogx, =0, Vn>ng
donc

ouxt+opxl 4+ ok =0,

1 2 k
alxn_;,_] + a2xn+2 + -t akxn+1 = 0,

1 2 k
O Xy T 00X gt OXy o = 0,

ce systeme sécrit

X(n)b=0
avec
x) x2 Xk o
X(n) = x}l.-l—l x%'-i-l . xﬁﬁ—l b= 5]
Xpikot Kkt e Mg Otk

Donc le systeme admet le vecteur nul comme solution si et seulement si X (n) est inversible, c’est a
dire
detX(n) =W(n) #0, Vn> ny.

Définition 2.1.6
Un ensemble de k solutions libres de 1’équation aux différences (2.5) dit ensemble fondamentale
des solutions.
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2.1 Définitions et résultats généraux 13

= Example 2.5
Vérifier que {n,2"} est un ensemble fondamentale des solutions de I’équation aux différences

3n—2 2n
Xpn4+2 — Xptl T —Xp = 07 n>?2.
n—1 n—1

11 facile de voir que n et 2" son des solutions de catte equation. Maintenat la Casoratien des solution
n et 2" est donner par

n 2"
W(”) - d€l<n+1 2n+1>
Donc
2 4
W(Z) = det<3 8)—47&0

Alors d’aprés la proposition (2.1.5) n et 2" sont libres, et donc forme un ensemble fondamentale. m

Le théoréme suvant montre que I’équation aux différences linéaire homogene (2.5) admet
toujours un ensemble fondamentale des solutions ( ¢’est-a-dire une base des solutions).

Théoreme 2.1.6 (Théoréme fondamental)
Si pr(n) # 0,Vn > ng, I’équation aux différences linéaire homogene (2.5) admet un ensemble
fondamentale de solutions.

Démonstration. Soit I’équation aux différences linéaire homogene (2.5) qui admet les solutions

(XD im0y () nzngs - - - » (45 >0 qui Obtenues en associant k valeurs initiales comme suit
1 . RS (R I | _
(xg)nzno : ';Cno = lv)zcno-s-l _xno2+2 == X k-1 0,
. _ _ | _
(xn)nZno Xy T 0?xn0+1 - l’xn0+2 == Xgk—1 = 0,
) _ Lk —0 Lk _
(W nzno g _xﬁo+1 === 0 g =1
Ainsi
1 0 - 0
01 --- 0
W(no)=1| . . . . |=1#0.
00 0 1

Donc d’aprés la proposition (2.1.5) et le corroliare (2.1.4) I’ensemble

{(xli)nznov (xﬁ)nznoa ) (x]r(z)nzno}

forme une base pour I’espace des solutions de I’équation (2.5). |

k
n

Proposition 2.1.7 Si x,ll,x%, ..., X, sont des solutions de I’équation (2.5). Alors
Xn = alx,ll+a2x5—|— . ..+akxﬁ

est aussi est un solution de I’équation (2.5), avec a; sont des constants arbitraires.
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14 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

Démonstration. On a

Xnk +P1(M)Xppp—1 + ..+ pr(n)x, = alxr]Hrk + 02x3+k +. akxkn+k

1 2 k
+  pr(n)aix, g+ a2, g+ @

+ Pk (”)611X,11 -l-azxi +... —l—akxﬁ
= ar (Xhox + 21 ()X gy F -+ pr(n)xy)
+ (P ()X + o+ pe(n)x;)

(b Pk pin) )
= 0.

Donc
1 2
Xn = a1x, +axx, —|—...+akx1,‘l

est un solution de I’équation (2.5). |

Corollaire 2.1.8 Soit { (x})n=ngs (X2)n=ngs - - - » (X5 )u=n, } un ensemble fondamentale de solutions

de I’équation (2.5). Alors la solution génélale de (2.5) est donné par

k .
T = Z a;x,,
i=1

avec a; sont des constants arbitraires.

Lemme 2.1.9 Soient (x,)n>ny, (Yn)n>n, deux solutions de I’équation (2.1), alors (z,)n>n, = (%, —
Yn)n>n, €st une solution de I’équation (2.5).

Démonstration.
On a (Xn)n>ny, (Yn)n>n, sont des solutions de 1’équation (2.1), alors

Xtk + P1(0)Xnpi—1+ ...+ pe(n)x, = g(n)

et
Yotk + P1(M)Ynsk—1+ ...+ pe(n)y, = g(n)
donc
Xtk = Ytk +P1(0) Xntk—1 = Ynrk—1) -+ pr(n) (Xn —x,) =0
Par conséquent, (z,)n>n, = (X1 — Yn)n>n, €st une solution de 1’équation (2.5). [ |
Théoréme 2.1.10 Soient {(x})nsny, (¥2)n>ngs - - - (% )uzno } un ensemble fondamental de solu-

tions de I’équation (2.5) et (x} )n>n, une solution particuliere de 1I’équation (2.1), alors toute
solutions générale de 1’équation (2.1) prend la forme

k
Xp =) aix,+xb n>ny.
i=1
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2.2

2.2.1

2.2 Les équations aux différences linéaires & coefficients constants 15

Démonstration.
Si (X1 )n>n, est la solution générale de (2.1), et (x}),>,, une solution particuliere de cette équation,
alors d’apres le lemme (2.1.9), (x, — x}/ )n>n, €st une solution de 1’équation (2.5), ainsi

k
Xy —xb = Zaix;, a;c K\Vi=1,...,k,n > nyg.

Les équations aux différences linéaires a coefficients constants

Dans toute la suite, on s’intéresse aux équations aux différences a coefficients constants
homogenes, ¢’est-a-dire

Xntk + P1Xngk—1 + P2Xppk—2 + -+ pix, = 0. 2.7

Les p; sont des constantes réels ou complexes.

Résolution de I'’équation homogéne

Notre but et trouver un ensemble fondamentale de solutions et, par conséquent la solution
générale de I’équation (2.7).

Théoreme 2.2.1 L’équation (2.7) a des solutions de la forme
x(n) =A"
avec A € C*et vérifie
k .
P(A)=Y piA* =o0. (2.8)
i=0

Démonstration. En remplacant par x(n) = A" dans ’équation (2.7), on trouve

k
A" Z pi),k_l =0
i=0
puisque
k .

Z pi/’Lkil =0.

i=0
AlorsA” est une solutions de I’équation (2.7). |

Définition 2.2.1 Le polyndme
k
P(A) = Y pidt
i=0
s’appelle le polyndome caractéristique associé a I’équation (2.7).

= Example 2.6
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16 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

1. Le polyndme caractéristique associé a I’équation
Xnta+2X%p43 — Xpy2 + TXp01 — 3%, =0

est
P(A) =A% 4+21° =A% +71 —3.

2. Le polyndme caractéristique associé a I’équation
Xp+3 +5xp41 —12x, =0

est
P(A) =A% +50—12.

Théoréme 2.2.2
Siles racines A, Az, . .., 4 du polyndme caractéristique P(A ) sont distinctes, alors {l{’, Al AL
est un ensemble fondamental des solutions pour I’équation (2.7) .

Démonstration. SiAi,..., A sont des racines distinctes du P(A) alors {A]',..., A"} sont k solutions
de I’équation (2.7). Montrons qu’ils sont linéairement indépendantes. 1l suffit de trouver un ny tel
que W (ng) # 0.

Le Casoratient des donné par

¥
;Lln+1 AZ'HI A’]:l+1
W(n) = det
)’er:k_l )Léa-i:k—l .. kn—&:k—l
k
choisissons ny = 0, on obtient
1 1 ‘e 1
)Ll 12 ce. Ak
W(0)=det | . o . = JI @i-a)
: : " : P>,y j =1,k
/l]k_l xéc—l /'L]ic—l
Ainsi
W(0) £0,
alors {2,1”, AL ,A,:’} est libre donc forme un ensemble fondamental des solutions pour 1’équation
2.7). |
R
1 1 1
M Ak
S R | )
o o . o i>jij=1,..k
Y

est appelé le déterminant de Vandermonde generalise.
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2.2 Les équations aux différences linéaires & coefficients constants 17

Corollaire 2.2.3 Du théoreme précédent, il résulte que toute solution de 1’équation (2.7) s’écrit
comme combinaison linéaire de /",i = 1,...,k, i.e,

k
x(n) =) ciAl',c;eR
i=1

avec Aj,..., A sont des racines distinctes du polyndme caractéristique P(A).

Théoréme 2.2.4 Supposons que A1, Az, ..., A, r < k sont les racines du polyndme caractéristique
associé a I’équation (2.7) avec les multiplicitée mj,my,...,m, respectivement ( Y.;_; m; = k).
alors

{()Lln)n>no7 ("M)nznoa coog (nml_lﬂ‘ln)nan (A’Zn)nznoa (”Ml)nznm coog (nmz_l)"ln)nznm e

(2’;1)”2"07 (nkrn)nzno’ °oog (nmr_lz’;?)nznov }

est un ensemmble fondamental pour 1’équation (2.7).

Corollaire 2.2.5 La solution générale de 1’équation (2.7)s’écrit :

s mi—1

y(n) = Z Z ci,jnjli",cid eR

i=1 j=0

N

ou
Le parametre s < k désigne le nombre de racines distinctes de 1’équation caractéristique (2.8).
Le paramétre A; désigne une racine de 1’équation caractéristique (2.8).

Le parametre m; désigne la multiplicité de la racine A;.

Les coefficients c; ; sont des constantes qui sont déterminées a partir des conditions initiales.

m Example 2.7 (Racines réelles simples)
On considere 1’équation

1
Xn+2 — Xn+1 — Zx,, =0,avecxg=0 et x3=1. (2.9)

L’ équation caractéristique de (2.9) est

PRI P

Ainsi, les racines sont

1+2 1-V2
2 2
La solution générale de I’équation (2.9) s’écrit

x"_cl< 1+2ﬁ >"+cz< 1_2\6 )

A=

Utilisons les conditions initiales, on obtient
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18 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

D’ou
Xpn —

Al ) (R

s Example 2.8 (Racines réelles multiples)
Considérons I’équation aux différences linéaires d’ordre 3.
13 3
X3 — X2+ —Xpr1— X, =0, n>0
4 4
avecxo =0,x1 =1, x, = 1.
Son polyndme caractéristique associé est

43 a2, B, 3
pA) =2 —a22+ A

qui admet deux racines

1
M=3L== 3 (racine double) .

La solution générale de(2.10) s’écrit

xn = c1(3)" + (c2+c3n) (;)"

Pour trouver les constantes c1, ¢ et ¢3 on résoudre le systeme

X0 = c1+ao =0
x1 = 3¢ +%C2+%C3 =1
X2 = 9c¢; +%C2+%C3 =1
alors
c1=0,c0=0 et c3=2.
D’ou

1 n
X, =2n (2> .
= Example 2.9 (Racines complexes conjuguées)
Considérons 1’équation aux différences linéaire d’ordre 2.

Xny2 = 2Xp41+2x, =0, n>0,

avec xo = 1,x; = 2.
Son polyndme caractéristique associé est

p(A) = AT =2 +2.
L’équation (2.11) admet deux racines complexes
M=1+ih=1—i

la solution générale est alors
Xp=c1(14+0)"+cr(1—10)".

)

(2.10)

2.11)
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2.2 Les équations aux différences linéaires & coefficients constants 19

Pour trouver les constantes ¢ et ¢; on résoudre le systeme

X0 = c1+ao =1
xi= ca(l+i)+ec(l—i) =2

alors

D’ou

- e

1
_ n+1 _ a\n+l
= 2(1—|— i) 2(1 0"

En cordonnés polaires :

o =rcos@,B =rsin@,r=+2,0 :arctan(

donc

N
_l_
N =
N———
S
=
|
=
S

)-

NI

o= 3 (vaeos () rivaan (1)) 3 (vaeos () -vaan (1))
2

= 2 (o (B (211

- (DY)

= Example 2.10 (Suite de Fibonacci)

(o (*57) o (57))

En 1202, Fibonacci s’intéresse au probleme de croissance d’une population de lapins dans des
circonstances idéales. Le probleme est le suivant :
e On commence avec un nouveau né couple de lapins,
e Un lapin 4gé d’un mois est capable de se reproduire,
e Un couple de lapins (en dge de se reproduire) donne naissance a un autre couple de lapins tous

les mois,

e Les lapins ne meurent pas.

Fibonacci se posa la question suivante : combien y aura-t-il de couples de lapins apres une
année ? La figure (2.1) illustre 1’évolution du nombre de couples de lapins au fur et 2 mesure des

mois.

On remarque que la suite formée par les nombres de couples aprés chaque mois est la suivante :

1,1,2,3,5,8,13,21,34, - -

Cette suite de nombres est appelée suite de Fibonacci.

Définition 2.2.2 La suite de Fibonacci est la suite {F, } .- telle que Fy =0, F; = 1 et

Fn+2 :Fn+l+Fna

pour tout n > 0.
- Les termes de cette suite sont appelés nombres de Fibonacci.

(2.12)
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20 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

oy 1

w m 2
| N
LI " LI¢) :
N | SN

Y Y W WY MY w R -

FIGURE 2.1 —

v;

p) La suite de Fibonacci est une équation aux différences linéaire a coefficients constantes
homogene d’ordre 2.

Soit la suite de Fibonacci
Foo—F1—F,=0,avec Fp=0et F] = 1. (2.13)

L’ équation caractéristique de (2.13) est

AP—2—1=0.
Ainsi, les racines caractéristiques sont
1 5 1-+/5
= +2\f’ o zf

La solution générale de 1’équation (2.13) s’écrit

n n
Fn=C1<1+ﬁ> +C2<1_ﬁ> ,
2 2
utilisons les conditions initiales, on obtient
1 —1
cl=—,00=—
d’ou
1 " 1 _ "
Fn:<1+\5)_<1 ﬁ). (2.14)
V5 2 V5 2

Définition 2.2.3 La formule (2.14) est dite La formule de Binet.
Autrement dit :
a — B
F, = B
a—p

,neN, (2.15)

avec
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1 5
I o= +2f s’appelle le nombre d’or.

2.2.2 Résolution de I’équation non homogéne

Soit I’équation aux différences linéares non homogene a coefficients constants

Xtk + P1Xngk—1 + D2Xnsk—2 + - + prxn = g(n). (2.16)

Le principe de résolution consiste a éliminer d’abord la fonction g(n), et ensuite résoudre
I’équation homogene. Une technique permettant d’éliminer plusieurs types de fonctions g(n), est
I’utilisation de 1’opérateur d’avancement E.

Opérateur d’avancement
Définition 2.2.4 Etant donnée une suite de nombres entiers f(n), I’opérateur d’avancement E
est défini comme suit
f(n) = ¢ (une constante) = E(f(n)) =c,

f(n) # constante = E(f(n)) = f(n+1).

fn) = 2=E(f(n) =2
fln) = (n+172=E(f(n) = (n+2)".

D’autres opérateurs peuvent aussi étre crées en combinant I’opérateur £ a lui-méme ou a des
constantes. Pour ce faire, on définit pour la constante ¢ I’opérateur de méme nom ¢ comme suit.

c(f(n)) =cx f(n).
La multiplication et I’addition d’opérateurs sont définies comme suit :

(Erx E2)f(n) = Ei(E2(f(n))),
(Er+E)f(n) = Ei(f(n))+Ex(f(n)).

p) Ilestfacile de vérifier que :
1. L’addition et la multiplication d’opérateurs sont commutatives

(E1 +E2) f(n) = (E1 + E2) f(n),

(E\ X E2) f(n) = (E1 x E2) f(n).
2. L’addition et la multiplication d’opérateurs sont associatives

(Ev+E2)+E3)f(n) = (Ei+(E2+E;3))f(n),
(E\ X E2E3))f(n) = (E1(E2 x E3))f(n).

m Example 2.12 Soit I’équation aux différences suivante :
Xpt1— X, =n, xo=1.
On applique I’opérateur E, on obtient

(E-1)(n) = E(n)—n=1
(E-1)(1) = 0
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22 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

par conséquent
(E—1)?(xu11—X,) =0

développant cette relation, on obtient
Xnt3 — 3xns2 + 341 — X, =0
alors I’équation caractéristique s’écrit comme
AP =322 432 -1=0

les racines caractéristiques sont
A = 1(triple)

la solution est de la forme
Xn = ao +a1n+a2n2

pour trouver les constants ag,a;,a; on va calculer x;,x, on obtient

X0 = aop = 1
X1 = aptar+a =
Xy = ap+2a1+4a, = 4

alorsag=1leta; = %,az = % donc la solution est :

1 1
Xy = 1+§n+ Enz.

m Example 2.13 Soit I’équation aus différences suivante :
Xpi1 — My =nx 2" avec xo = 0.
On applique I’opérateur E, on obtient
(E—2)*(nx2")=0

par conséquent
(E—2)*(¥ps1 — ) = 0

développant cette relation on obtient
Xpt3 — SXpao + 8Xpp1 —4x, = 0.
alors I’équation caractéristique s’écrit comme
A3 =517 481 —4=0
les racines caractéristiques sont
A = 1(simple), Ay = 2(double)

la solution est de la forme
Xn = (ap+a1n)2"+az
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pour trouver les constants ag,a;,az, on va calculer x;,x, on obtient

X0 = ap+ap =0

xi1 = 2ap+2a;+a, =2

x» = 4dap+8a;+a; =10
alors ag = —2 et a; = 2, ap = 2, donc la solution est :

X, = (n—1)2"" 2.

Le tableau ci-dessous résume 1’expression a employer pour éliminer quelques fonctions g(n)
dans les équations non homogénes. Dans le tableau qui suit, P;(n) et o représentent un polyndme
en n de degré k et une valeur enti¢re respectivement.

Fonction g(n) Eliminateur correspondant
g(n) = constante | (E—1)

g(n) = pi(n) (E -1kt

g(n)=a" (E-a)

g(n) =a"p(n) | (E—a)*"!

2.2.3 Analyse de la stabilité des solutions
Définition 2.2.5 On dit que’une solution (X,),>,, de I’équation (2.7) est stable, si pour toute
autre solution (x,),>,, de la méme équation

e, =X, —X,, N >N
est borné.

Définition 2.2.6 On dit qu’une solution (X,),>n,, de I’équation (2.7) est asymptotiquement
stable, si (X, ),>n, est stable et pour toute autre solution (x,),>,, de la méme équation

lim ¢, = lim x,—x, =0.
n—-+oo n—y—oo

| Définition 2.2.7 Une solution (X,,),>n, de I’équation (2.7) est dite instable si elle est non stable.

Théoreme 2.2.6
Une solution (X,),>n, de 1’équation (2.7) est asymptotiquement stable si et seule- ment si les
racines du npolundéme caractéristique sont a I’intérieur du dusc unité, ¢’est-a-dir

(%n)n>n, est asymptotiquement stable < |A;| < 1,i=1,...,s.

Démonstration. Soient A1,A,,...,A, les racines du polyndme caractéristique avec les multiplicités
respectives my,my, ..., my, tel que my +mp +---+my =k. On a

s mi—1

jqn
=Y % i

i=1 j=0
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24 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

et
s m—
% Z Z ¢ n/ Al

donc

s mi—1

=) Z cij =G’ Al 2.17)

i=1 j=0
i) Si|A| < 1,i=1,...,s, le membre de droite dans (2.17) tend vers zero quand n — oo, ¢’est-a-dire

lim x, —Xx,=0.
n—y+-oo
ii) Inversement si
lim x,—X,=0.
n——+oo
en supposant qu’il existe une racine A.. de module > 1, le(s) terme(s) nA!" ne tend(s) pas
vers zero. Contradiction
[ |

Théoreme 2.2.7 Une solution (X,),>,, de 1’équation (2.7) est stable si et seulement si les
modules des racines du polyndéme caractéristique sont inférieures ou égales a 1 avec ceux du
module 1 sont des racines simples.

Démonstration. Soient A1, A,,...,A, les racines du polyndme caractéristique avec les multiplicités
respectives mj,ma, ..., ms. Soit (x,),>n, une autre solution de I’équation (2.7), alors

s mi—1

Z Z cij—Cij) I A (2.18)

Il est clair que si n est finie la quantite (2.18) est bornee. Il nous reste a etudier le comportement de

cette quantite quand n — +-oo.

i) les termes qui correspondent a des racines de modules inférieur a 1 tends vers zéro et ceux qui
correspondent a des racines de module 1 (donc simples) donnent une quantité bornée.

ii Inversement supposons que la quantité (2.18) est bornée. S’il existe une racine de P(A) de
module supérieur a 1, alors (2.18) tend vers I'infini. Contradiction.

|
= Example 2.14
Considérons 1’équation suivant
5 1
Xnt2 = Xt + = 0 (2.19)

Son polyndme caractéristique est donné par

P = (A= 3)(A ).

Les racines de P(1) % et § sont des modules inferiur a 1. donc les solution de (2.19) sont asympto-

tiquement stable. =
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= Example 2.15
Considérons I’équation suivant

7
Xnt3 = 5¥n+2 + 5nt1 =X = 0 (2.20)

Son polyndme caractéristique est donné par
7 7
PA)=A3— A2+ -4 -1
(A) FA 5

Les racines de P(A) sont 1, 2 et 1. On a |2| > 1 donc les solution de (2.20) n’est pas stable. "

2.3 Exercices

Exercice 2.1
Donner la forme générale de la solution des deux équations aux différences suivants

Xnt1 = a(n)x,, Xy, =Xx0, n>ng>0, (2.21)
Yn+1 = a(”))’n +g(n)7 Ynyg = Y0, N >np >0, (2.22)
ot a(n) # 0, et a(n) et g(n) sont deux fonctions réels définies sur Ny. .
Solution -
1. On obtien la solution de 1’équation (2.21) par itération
Xngt1 = a(ng)xy, = a(no)xo
Xngt2 = a(ng+1)xuy41 = a(ng+1)a(ng)xo
Xngt3 = a(ng+2)xpy+2 = a(ng+2)a(ng+ 1)a(ng)xo

Par indécation, on voir que
Xn = Xng+n—ng
= a(n—1)a(n—2)---a(ng)xo.

X, = [nl_ll a(i)] X0- (2.23)

2. De I’équation (2.22), on a

Yng+1 = a(ng)yo+g(no)
Xngr2 = a(no+1)yue1+g(no+1)

= a(no+1)a(ng)yo+a(no+1)g(no) +g(no+1)
Xng+3 = a(no+2)yng+2+g(no+2)

= a(np+2)a(ng+ 1)a(ng)yo+a(ng+2)a(no+1)g(ng) +a(ng+2)g(no+ 1)+ g(no+2)
Par indécation on obtient que

Yn = h’[ a(i)| yo+ n; _j'[la(i)] g(r). (2.24)
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26 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

On montre la relation (2.24) par reccurence, on supose q’elle vrais pour n. Donc d’aprés

(2.22)
Ynt1 = a(n)y.+g(n)
n—1 n—1 | n—1
_ a<n>< [Ta@) |0+ ¥ | I] ati g<r>>+g<n>
i=ng r=ng |i=r+

[ n ] n—1[ n i
= ([Ta)|»+ ¥ Hla(i) g(r)+g(n)
L i=no ] r=ng |i=r+ |
[ n 1 n—11[ n T n
= [[Ta@)|»+ Y H]a(i) g(r)+ Hla(i)] g(n)
| i=no i r=ng |i=r+ ] i=n-+
- fla(i) Yo+ i .]ﬁlla(i) g(r).
i=ngy r=ng |i=r+

Alors la formule (2.24) est vrais pour tout n € Nno.

R n n
Notez que nous avons adopté la notation H a(i)=1let Z a(i) =0.
i=n+1 i=n+1
Exercice 2.2

Trouvez les solutions des équations aux différences suivants :
@ xp1—(n+1)x, =0, xo=c.

(b) xy01 -3, =0, xp=c.

(©) Xpv1— e2'x, = 0, xp=c.

(D xpt1—745% =0, n>1, x=c.

Solution -

(a) De la formule (2.23), on
n—1
Xy = [H a(i)] X0
i:n()

n—1

[TG+1)

i=0
= 1x2x3x---x(n=2)(n—1)c
= (n—1)le.
(b) De la formule (2.23), on
n—1
Xy = [H a(i)] X0
i=ng
n—1
= H3’ c
i=0
= 3x3x33x...3"2x3" e

31+2+3+~-+(n72)+(n71)c

(n—1)n
2

c

C.
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(¢) De la formule (2.23), on

n—1
Xy = [H a(i)] X0

= xetxe®x--xePx e 2

82+4+6+---+(2n74)+(2n72) ¢

24+2n—-2
Pl E32

c

n—1)n

= 6( C.

R) 2+4+6+4---+(2n—4)+ (2n—2) est la somme d’une suite arithmétique de reason
2 et permier terme égale 2.

(d) De la formule (2.23), on

n—1
Xn = [H a(i)] X0

i=ng

il
a i i1
1 2 3 n—2 n—1
= —X=X-=X-X X c
2 3 4 n—1 n
1
= —c.
n

Exercice 2.3

Trouvez les solutions générles des équations aux différences suivants :
(@) x,411— %xn =2, xp=c.

(b) x,01— ﬁxn =4, x;=c.

(©) xpr1=2x,+3", x(1)=0.5.

d) xpp1 =@+ 1)x, +2"(n+1)!, x(0)=1.

Solution -
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28 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

(a) De la formule (2.24), on a

Xn = [ﬁa(i) xo+ni1 ﬁa(i)] g(r)
;:_nlol n_]r—r:)_ 1z_lr+1
= LO2 c+r§ 1_1112]2
- =g
- (@-E[@
- () =z|() ]
= <;>nc+ (;)n2(1+2+4+8+...+2n—2+2n_1)]
SORONGE=S|
- (;)"H(;)"‘z(zn_l)
_ (;)"c+4_4(;>"

R) 2+4+8+ -+ 272 42"~ 1 est la somme d’une suite géometrique de reason 2 et
permier terme égale 2.

2"¢ méthode :
On applique I’opérateur £ — 1 (E est I’opérateur d’avancement) sur les deux membres de
I’équation
1
(E=Dnr1—5x%) = (E-1)(2)

2
3 1
Xn4+2 — Exn-i-l + an =0 (225)
L’équation caractéristique associée est
3 1
AP—ZA4+-=0
2 + 2

qui a comme solutions A} = 1 et 4, = %
La solution générale est donc
1 n
xp=ci1"—c <2>

On utulisons les conditions initiales xg = ¢,x; = %xo +2= %c + 2 on obtient le systeém

Xg=~cC c1+c=c
1 = 1 1 =c1=4,cp=c—4.
x1:§c+2 01+562=§C+2
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La solution qui satisfait les conditions initiales est donc

=4+ (c—4) <;>

(b) De la formule (2.24), on a

n—1 n—1 n—1
o= [[Ta@|x+ ) | I a®] el
i=ny r=ngy |i=r+1
n—1 i n—1| n—1 i
= e+ |4
iI:I i+1 ;; i:Ir_JIrl i+1

4
= ot (243444 dn—l4n)

= L 2o+

n_ n
(¢) De la formule (2.24), on a
I

n— n—1 n—1
X, = [Ha(i) X0+ Z H a(i)] g(r)

i=ng r=ng |i=r+1
n—1 n—1| n—1

= II2l<+ X | II 2|3
i=1 r=1 |i=r+1

[\SRON]

NS]ION]

[NS]{O8)

1 ) | n—1 r
= 2" 42" =
> g ()
~1
1 3((3)
_ 72n71 anl -
PR ( 1 >
= 3"-5x2"2
2" méthode :
On applique I’opérateur E — 13 (E est I’opérateur d’avancement) sur les deux membres de
I’équation
(E=3) (1 —2x%) = (E-3)(3")

Xp+2 — Sxp41+6x, =0 (2.26)

L’équation caractéristique associée est

A2—51L+6=0

qui a comme solutions 4 =2 et A, = 3.
La solution générale est donc
X, = 12" — 3"

On utulisons les conditions initiales x; = %,xg = 2x1 + 3 = 4 on obtient le system

1 1
X| =< 2c1 43¢, == 5

2 = 2:>C]:—Z,C2:1.
La solution qui satisfait les conditions initiales est donc

Xy = —5x 2" 243",
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(d) De la formule (2.24), on a

n—1 n—1 | n—1
X, = [.Ha(i) X0+ Z Hla(i)] g(r)
=ng r=ng | i=r+
- ﬁ(i—H) +ni ﬁ(i+1) 2 (r41)!
i=0 r=0 | i=r+1

= n!—l—E[n!—(r—i—l)!]Z’(r—i—l)!
r=0

n—1

= nl+ i n!2"
r=0

= nl4+n(14+2+44+8+-.. 42"
P |
= nl+n!(1+2
n!+n!(1+ < 771 >)

= nl2"

Exercice 2.4
Considérons I’équation aux différences linéaire d’ordre 3

Xp43 — Txp41 + 6x, = 0.

1. Virifier que 1,(—3)" et 2" sont des solutions de cette équation.
2. Déterminer le Casoratien des solutions donner dans 1.

Solution -
1. On ax, =1 est un solution car 1-7+6=0. D’autre part x, = (—3)" est un solution, en effet

(=3)"3 —7(=3)" 1 4 6(=3)" = (=3)" [-27+21+6] = 0.
Finalement x,, = 2" est un solution car

2 7 2" 6% 2" =2"[8 —1446] =0.

2. Ona
1 (=3
W (n) = det | 1 (=3)rtt 2ontl
1 (_3)n+2 2n+2
L—L |1 (=3)" o
= 0 (_3)ﬂ+1_(_3)n on+l _on
Ly—L, 0 (_3)n+2_(_3)n 2n+2_2n
I TR
- 8(—3)" 3x2"
= —20(2)"(=3)"
Exercice 2.5

Pour les équations aux différences suivantes et leurs solutions associée :

i) Déterminer si ces solutions sont libres.

ii) Trouver, si possible, en utilisant uniquement les solutions données, la Solution général.
a) Xpp3 — 32+ 341 —Xx, =0, 1,n,n2

b) x,12+x,=0, cos(%),sin(%).
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€) Xpi3+Xni2—8xpp1 —12x, =0, 3% (=2)",(=2)".
d) x,4—16x, =0, 2" n2" n?2"

Solution -
a) Ona
1 n n?
Wn)=det| 1 n+1 (n+1)?
1 n+2 (n+2)?
donc

1 00
W(O)=det| 1 1 1 |=2%#0
12 4

Alors {l,n, n2} est libre, donc forme un ensemble fondamentale.
La soluton générel donnée par

X, = day +a2n+a3n2.

b) Ona

donc
wo)=det[ 1Y) =140

Alors {cos (%) ,sin (“F) } est libre, donc forme un ensemble fondamentale.
La soluton générel donnée par

n 1 .
2 2

¢) Ona
3n (_2 n _2)n+3
W(n) — det 3n+1 (_2)n+1 _2)11—1—4
3n+2 (_2)n+2 (_2)n+5
donc

1 1 =8
WO)=det| 3 —2 16 | =0.

9 4 32

Alors {3",(=2)",(=2)""3} est liée, donc ne forme pas un ensemble fondamentale.
d) Ona

on n2" n?2"
W(n)=der | 2" (n+1)2""" (n+1)22""!
2n+2 <n+2>2n+2 (n+2)22n+2

donc

0
4 =0

1
W(0) =det | 2
4 6

oo N O
—_

Alors {2", n2", n22”} est liée, donc ne forme pas un ensemble fondamentale.

Dr. Y Halim



32 Chapitre 2. Equations aux différences linéaires

Exercice 2.6

Résoudre les équations aux différences suivantes :

(@) xpi3 —4x40+5x11—2x, =0, xp=0,x; =1,x=0.
(b) xp10 —Txpp1 +16x, —12x,_1 =0, x9=0,x; =1,x =1.
©) xp2+x,=0, x0=0,x=1.

Solution -
(a) L’équation caractéristique associée est
AP —4A?4+51-2=0

qui a comme solutions A; = 2 (simple) et A, = 1 (double).
La solution générale est donc
X, =c12"+cr+c3n

On utulisons les conditions initiales xg = 0,x; = 1,x» = 0 on obtient le system

c1+c=0
2ci+crt+c3=1=c1=-2,c0=2,c3=3.
dei+cp+2c3=0

La solution qui satisfait les conditions initiales est donc
Xp = —2"" 43042,
(b) L’équation caractéristique associée est
AP —TA*+164 —12=0

qui a comme solutions A; = 3 (simple) et A, = 2 (double).
La solution générale est donc

Xp = 13"+ (ca 4+ c3n)2"
On utulisons les conditions initiales xo = 0,x; = 1,x, = 1 on obtient le system

ci1+ec=0
3ci+2c+2c3=1=c1=-3,cp=3,c3=2.
9¢c1 +4cy+8c3 =1

La solution qui satisfait les conditions initiales est donc
Xy = —3"" 4 (3+2n)2"
(c) L’équation caractéristique associée est
A24+1=0
qui a comme solutions A =iet A, = —i.

La solution générale est donc
X, =c1i" — i
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La forme polaire des solutions est
X, =cicos(n—=|+cysin(n=|).
n 1 ) 2 D)

On utulisons les conditions initiales xo = 0,x; = 1 on obtient le system

Xo=0 c1c08(0)+c2sin(0) =0
= T T =c1=1,c0=0.
x1=1 1 sin (5) +cpcos <§) =1

La solution qui satisfait les conditions initiales est donc
. T
Xp = S1n <n§> .

Exercice 2.7
Soit (F,)n>0 la suite de Fibonacci défine par

Fooo=Fuau+F, FK=0F=1.

Montrer que lim
n——+oo

Fot
e :a,aveca:”T‘ﬁ.

n
|

Solution -
D’aprés la formule de Binet on a :

an+1 _ ﬁn+1
F _
lim —L = lim 7[5
n——+oo Fn n——+oo o —ﬁ
o—p

ona |fB| < |a| donc

alors

Exercice 2.8
Soit {F, },>0 la suite de Fibonacci. Montrer que

F, 1F1 —Fn2 =(-1)", Vn>1.(L’identité de Cassini)

FoirFoi1 — Fypri1 By = (—1)"F,, VYn>1,(L’identité d’0cagne)r € N.
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| .
Solution -

I) Parreccurence :
e Pourn=1ona

Ry, —Ff=—1=(-1)"

donc la propsition est vrais pour n = 1.
e Supposons que la proposition est vrais pour n, ¢’es-a-dir

Fy\Fy —F} = (-1)"

et montrons la proposition pour n+ 1. On a
FiFusa—Fry = F(Fapr+F) = Foot (B Fooi)
F} —FyFiy
= —(FiFap —F)) = —(=1)" = (-1)"*".
e Donc

Fo 1Fp —F>=(=1)", VYn>1.
II) e Pourn=1o0na
FiyFy—FopFi=Fiy—Fy=—(Fyy—F)=-F=(-1)'F,

donc la propsition est vrais pour n = 1.
e Supposons que la proposition est vrais pour n, ¢’es-a-dir

Fn+an+1 _Fn+r+1Fn = (_l)nFr

et montrons la proposition pour 7+ 1. On a
Fn+r+1Fn+2 - Fn+r+2Fn+l = Fn+r+l (Fn+1 +Fn) - (Fn+r+1 + Fn+r)Fn+l
Fn+r+1Fn+l +Fn+r+1Fn - Fn+r+1Fn+1 - Fn+an+l

Fn+r+1Fn_Fn+an+l
= ~(FurFusi = FuraF) = —(=1)'F = (=)™ E.
e Donc

Fn+an+1 —Fn+r+1F = (—1)nFr, Vn > 1,7‘ eN.
Exercice 2.9
Soit {H,, } n>0 la suite d’'Horadam définie par
H,2» = pH, 1 +qH,, Hy=0,H =1.

1. Donner la forme des solutions (Formule de Benet) de la suite d’Horadam.
(on note les racines par « et f3, avec a > 3).
2. Montrer que

H, 1H, —H,% =—(—¢q)", VYn>2.L’identité de Cassini) 2.27)

Solution -
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1. Donnons la forme des solutions
L’ équation caractéristique de (2.35) est

AP—pl—g=0
Ainsi, les racines caractéristiques sont

_ptVprit4yg p_P- p*+4q
2 R 2

o

La solution générale de I’équation (2.35) s’écrit

n n
/p2 1+ 4. _ 244
Hn=A<p+ §+ q) +B<p P q)

2

Utilisons les conditions initiales, on obtient

A= ! B = !
a-B’ - a-f
Donc ) .
a_
H, = ﬁ
a—p

2. Par reccurence :
e Pourn=2ona
H\Hy—Hy =q=—(—¢q)*"

donc la propsition est vrais pour n = 2.
e Supposons que la proposition est vrais pour n, ¢’es-a-dir

Hy 1Hy 11 _HZ = _(_q)n

et montrons la proposition pour n+ 1. On a
H,Hy, 15 — H13+1 = H, (pHn+l + an) —Hyp (pHn + anfl)
= qH; —qHy\H,
= —q(Hp-1Hye1 —H;) = q(=q)" = —(—¢)""".
e Donc

H, \H, 1 —H>=—(—q)", Vn>2.

Exercice 2.10
Résoudre I’équations aux différences suivants

(a)
Xppo — A1 +xn=n%, x9=0,x; = 1. (2.28)

(b)
Xnt2 — SXpt1 +6x, =n+1. (2.29)

(©
Xp4o —Xpi1 — 6x, =5 x3". (2.30)

(d)
Xnio + 8xu11 + 12x, = €". (2.31)
| |

Solution -
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2

(a) Application I’opérateur E au terme n~ comme suit :
En*) = (n+1)?=n*+2n+1
(E-D)m*4+2n+1) = ((n+1)?+2(n+1)+1—-n*—2n—1=(2n+3)
(E-1)(2n+3) = 2(n+1)—2n+3-3=2
(E-1)(2) = 2-2=0:
Par conséquent, en appliquant I’expression (E — 1)* aux deux membres de 1’équation (2.32) ,

on obtient :
(E —1)*x12 — 4xp01 +x,) = (E — 1)°n”.
Développant cette relation, on obtient :
Xnt5 — TxXna + 16x013 — 16x42 +Tx, ) —x, =0
alors I’équation caractéristique s’écrit comme
AP =A% +16A% —16A% +TA —1=0
les racines caractéristiques sont
A = 1(triple), Ay = 2 — V/3(simple) et A3 = 2+ /3 (simple)
la solution est de la forme
X, = (a0 +ain+amn®) +az(2—V3)" +as(2+V3)"
pour trouver les constants ag,ay,as,as,as on va calculer x;,x3,x4, on obtient

X0 = ag+az+ay = 0
X = ag+ay+ay+(2—v3)az+(2+v3)ay = 1
Xy = ap+2ay +4ay + (7T—4V3)az + (1+4V3)ay = 4
x3 = ap+3a;+9a+(26—15v3)az + (26 +15v3)a;, = 16
x4 = ag+4ar+16ax+ (97 —56v/3)az + (97+56V3)ay = 64
alors ag = —1,a; = 1l,a, = %l,ag = 6*a/§,a4 = % , donc la solution est :
2 6+V3 6—+/3
xn:—1+n—%+ 12\[(2—\/5)"4— 12\[(2+\/§)"

(b) En appliquant I’expression (E — 1)? aux deux membres de 1’équation (3.14) , on obtient :
(E —1)* (X202 — 511 +6x,) = (E—1)*(n+1).
Développant cette relation, on obtient :
Xnta — Txn3 + 1Tx010 — 17X041 + 61, =0
alors I’équation caractéristique s’écrit comme
AY—TAP+ 1A =174 +6 =0
les racines caractéristiques sont
A = 1(triple),—1(simple)
la solution est de la forme
X = (a0 +ain+an®) +az(—1)".
(c¢) En appliquant I’expression (E — 3) aux deux membres de 1’équation (3.3) , on obtient :
(E —3)(xps2 —Xpt1 —6x,) = (E—1)(5x 3").
Développant cette relation, on obtient :
Xn43 — 2Xp+2 — Sxpt1 +6x, =0
alors I’équation caractéristique s’écrit comme
AP =207 =54 4+6=0
les racines caractéristiques sont
A = 1(double),—6(simple)
la solution est de la forme
Xn = (ao+ain) +a3(—6)".
(d) En appliquant I’expression (E — e) aux deux membres de 1’équation, on obtient :
(E — e)(Xp 12+ 8xp 11 + 12x,) = (E —e)*(e").
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Développant cette relation, on obtient :
Xni3+ (8 —e)xpio+ (12— 8e)xpy1 — 12ex, =0
alors I’équation caractéristique s’écrit comme
A (8—e)A?+(12-8e)A —12¢ = 0
(A—e)(A+2)(A+6) = 0
les racines caractéristiques sont
A1 = e(simple), —2(simple),—6(simple)
la solution est de la forme
Xy = (ao)e" +a (—2)" + 612(—6)n.

Exercice 2.11
Soit I’équation aux différences linéare d’ordr 3

X3 — (004 B+ Dxpi2 + (00 + B+ of)xni1 —ofx, =0, n>0
avec a, B € R.

e Donner les valeurs de a et B pour les solutions de 1’équation (2.32) soit stable.

Solution -
Le polynome caractéristique de I’équation (2.32) est

PA) =23 —(a+B+ DA%+ (a+B+af)L—af

son racines sont 1, & et 3.
e Si o # B les trois racines sont simple, donc d’aprés le théoreme (2.2.7) il suffi de

laf < 1L|B[ < 1.
e Si o = B laracine « est double, donc d’aprés (2.2.7) il suffi de

laf =[B < 1.

Exercice 2.12
Soient {L, },>0 et {F;, },>o les suites de Lucas et Fibonacci définies par

Lyio=Lpt1+Ly, Lo=2,L1=1 Fopp=F+F, F=0F=1

L F,
1. Calculer lim i et lim nH.

n—+eo F, n—+eo [,
2. Montrer que

LnFn+1 = F2n+1 + (_l)n

Lm+nFn +Lpky-1 = Lm+n: n,mec N

Solution -

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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L F,
1. Calculons lim = et lim —"tL .
n—+e n—teo L,
Ona g
(x J—
F,= , Ly=a"+p"
Donc
Ln+1 B OC"+1 +Bn+1 - an+2+aﬁn+1 —[306”+1 _Bn+2
- a"—pr - n_ fn
F, A= o"—p

(1 (8) ()
()

B
o
. 13 " _ . . Ln+1 o
Comme lim | = ) =0, On obtient lim =5a.

n——+eo \ X n—+oo n
Dautre part

QI
N———
S
JF
[\8)
N—

(X"Jrlfﬁ'”l
Fn+1 _ oa—p _
Ln (X”—I—ﬁ" a”“+a[3”—ﬁa"—ﬁ"“

e
-0

n
F,
Comme lim (B) =0, On obtient lim Z+1 :i.

n—+eo \ O n—+eo [,

2. @ Soitn € N :

LiFr = (a"+p") (aa:g) :

a_ﬁ (a2n+] _ﬁn+lan+ﬁnan+] _B2n+l),
a2n+1 7[3211-&—1 anﬁn

- (e )

= P+ (=1)" (Car  a"B"=(—1)").

n+1 _ pn+l
o B

LyFuy1 =

e Soientn,m € N

a — B anfl _ Rn—1
LyiiFy+LoFyoy = (o gt (a_§> e+ A) (a—ﬁ) ’
_ 1 (a;1+m+l _Bnam+l _ﬁn-&-m—&-l +ﬁm+lanan+m—l

oa—p
_ amﬁn—l +ﬁman—l _ﬁn-ﬁ-m—l)
1 1 1
— an+zn a+ — n+m —_ ) =
g (@ (e a) 0 ((5) )
1
= Gopl@ P ),
- Lm—i—n-
Exercice 2.13
Soit {L, }»>0 la suite de Lucas définie par

L,.» :Ln+1 +L,, Ly= 2,L1 = 1,

1. Donner la forme des solutions (Formule de Benet) de la suite de Lucas.
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( on note les racines par o et 8, avec o > f3).

n-—+r

2. Calculer lim
n——+oo

3. Montrer que

n

L2—L, (L, =5(-1

,avec r € N.

)", Vn>1.

Lowk— (=D*L,_y =5F,F, VYnkeN

avec {F; },>0 est la suite de Fibonacci.

Solution -

1. L’équation caractéristique de (2) est

A2—A1—1=0

La racines sont : ot = ”T\@, B = ”Tﬁ Donc la solution est

L,=cio"+cB"

De Ly =2,L; =1, on obtient que ¢; = ¢ = 1. Alors

L,=0"4+pB", neN
2. Ona

(04

n+r + [))nJrr

an+ﬁn

"+r<1+ (g)w)

. L .
lim " —  lim
n—+eo [, n—y—+oo
= lim
n— oo
— ar

3. a) Méthode 1 :
Li—Ly 1Ly =

Méthode 2 :
Par reccurence :
e Pourn=1ona

(1 2))

(0 +B") = (a1 + B ) (@ 4 )

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(a2n+ﬁ2n_’_2(aﬁ)n o aZn . anlenJrl _ﬁnflanJrl —,an

—(ap)" ! (a® + B> —2ap)
(—=1)"(e—B)?
5(—1)".

L} —Lol, = —5=5(—1)"

donc la propsition est vrais pour n = 1.
e Supposons que la proposition est vrais pour n, ¢’es-a-dir

L} L, Ly =5(-1)"

et montrons la proposition pour n+ 1. On a

Lay —LaLyi>

Ln+l (Ln +Ln71) _Ln(LnJrl +Ln)
= —(LZ—Lyy1Ln-1)
= —5(=1)"=5(-1)""",
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e Donc
L= L, Ly =5(-1)", Vn>1.

b Ona
n+k+ﬁn+k (_1)k(an7k+ﬁn7k)
n+ ﬁYH—k n(_a)—k_i_ﬁn(_ﬁ)—k
n+k ﬁn+k an _Bnak
(o — B)— B"( — BY)
= (o'~ p)(a* B

- o) ()

Ln+k - <_ 1 )kLnfk

(04
(04
(04
(04

= SFan7
Exercice 2.14
Soit I’équation aux différences
ox,
= , > 0. 2.38
Xn+1 1+x, n-= ( )

avec o, xg €]0,+oo|.
1. Montrer que le changement de variable x,, = yi ramene I’équation (3.16) a I’équation

Yuil =ay,+b, n>0. (Donnerlavaleurde a et b) (2.39)
2. Résoudre I’équation (2.39) (discuter les cas a = 1, o # 1).

3. Déduire la solution de I’équation (3.16).

Solution -
1. Vérifions que I’équation (3.16) équivalent I’équation (2.39) :
1

En posant x,, = — :

1 — ayll

Yn+1 1+yin

Donc
1

Ynt+1 an+—

D’ou
1
yn+1:a))n+b, I’I,ZO (a:b:a)

2. Résoudrons I’équation (2.39) :
L’équation (2.39) est une éqution aux différences linéare acoefficients constants d’ordre 1,
d’aprés (2.24) on a
e Six=1
n—1
Yn = [H a
i=ng
il
i=0
= Yo+n

)’o-i-Z
r=ngy
)’o+Z

r=0

H]r)

i=r+1

i

i=r+1
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o Sia#l
n—1 n—1 n—1
Yo = a(i)|yo+ Y, | TT a(i)|e(r)
i=ng r=ng |i=r+1
n—1 n—1| n—1
1 111
= — Yo+ —| =
[1—0 o r;() 1—111 OC] o

1 n n—1 1 n—r—1 1
- (&) z|(5) ]
1 n n—1 1 n .
- (&) x(a)
(1 " N o' —1
- \a Yo o—1 '
3. Déduirons la solution de ’équation (3.16). :

e Sia=10na

1 1
Xy = — =
" Yn Yo+n
Donc
" onxo+ 1
e Six#10na
B 1 B 1
Xn_yn_(l)n(l+(an1))
a X0 a—1
Donc
o (o—1
X = ( )Xo
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3.1 Définitions de Stabilité

Soit 7 un intervalle de R et soit f : I*! — I est une fonction continue.

Définition 3.1.1 Une équation aux différences d’ordre (k+1).
Xn+1 =f(x,,,xn_17-~ 7xn*k)7 7’120,1,"' ) (31)

avec les valeurs initiales. xg,x_1,---,x_ € I, est dite non linéaire s’il n’est pas de la forme
2.1).

= Example 3.1

1. L’équation

Xp +Xp—1

Xptl —
n+ 2 + X3

est une équation aux différences non linéaire d’ordre 4 .

2. L’équation
2
Xn+1 = 2xp—1 +x,0

est une équation aux différences non linéaire d’ordre 3 .

Définition 3.1.2 Un point x € I est dit point d’équilibre pour I’équation (3.1) si
X = f(xvxa' o 7X)7

autrement dit

= Example 3.2
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1. Soitx € I C R un point d’équilibre de I’équation aux différences

2
Xn+1 = 1+x,,
alors
_ 2
- +Xx
doncx=2oux=—1.
2. Soitx € I C R un point d’équilibre de I’équation aux différences
o
el = 14+ x,-4
alors
_ o«
Tt
 _i+Vitda _ —1-(T4a
doncx=——oux=—-——.

2 2

Définition 3.1.3 Une solution {x(n)} = , de I’équation (3.1) est dite éventuelleement pério-
dique de période p € Ny si
aN > —k;  Xpip = Xn.

Si N = —k, on dit que la solution est périodique de période p .

= Example 3.3

1. Soit I’équation aux différences

On a

Xpt2 =

Xn+1
1

= — =X,

1

Xn

Donc {x(n)} =, est périodique de période 2.
2. Soit I’équation aux différences

Xnt1 = , N > 0.
XnXn—1

On a

Xn43 =

1

Xn+2Xn+1
1
1 1

Xn+1Xn XnXn—1

2
= Xn+1X,Xn—1
1

2
= ——— XX = Xp.
XnXn—1

Donc {x(n)} =, est périodique de période 3.
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Définition 3.1.4 Un intervalle J C [ est dit intervalle invariant pour 1’équation (3.1) si

X_jyX_galy X0 €EJ=>x,€J, n>0.

3.1.1 Stabilité des équations aux différences non linéaires
Définition 3.1.5 Soit X un point d’équilibre de I’équation (3.1).

1.

5.

X est dit localement stable si
Ve > 0,30 > 0,Vx_g, - ,x0 EI:|x,k—X| +--+ |X()—)E|< o

alors
| x, — X |< €,Yn> —k.

X est dit localement asymptotiquement stable si
o est localement stable,
3y >0,Vx_y, -, xo €1 | x_p—X | +---+ | x0—X |< yalors

lim x, = X.
n—eo
X est dit globalement attractif si
VX gy x0 €1, lim x, = X.
n—oo

X est dit globalement asymptotiquement stable si

e est localement stable,

o est globalement attractif.

Le point X est dit instable s’il est non localement stable.

Définition 3.1.6 On appelle équation aux différences linéaire associée a 1’équation (3.1)
I’équation

avece

Ynt+1 = PoYn+ P1Yn—1+ "+ PkVn—k (3.2)
0
pl_abj;(iaia 7)2)5!.:07 7k
f I — 1
(l/l], 7uk) '_>f(l/t],... Ltk)
p(A) =AM — poak —- — py.

son polyndme caractéristique associé .

= Example 3.4

1. Soit I’équation aux différences d’ordre 2

2
= >0 3.3
Xnt1 B nz= (3.3)
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Chapitre 3. Equations aux différences non linéaires

On definie la fonction
f: R? —R

2
X, — fx,y) =
(x,y) foy)=—7 5
Les points d’équilibre de I’équation (3.3) sontx =2 etx = —1.
équation aux différences linéaire associée a I’équation (3.3) autor du point d’équilibre x = —1
est

Yn+1 = PoYn + P1Yn—1

avec

_ 0 s L
Po—g(%x)—oj pl—ay(x>x)—_2

donc I’équation aux différences linéaire associée a I’équation (3.3) autor du point d’équilibre

x=—1est
1
Yn+1 = _EYnfl'

. Soit I’équation aux différences d’ordre 2

2xp
Xprg=——, n>0 (3.4)
XnXn—1 —Xn-2

On definie la fonction
f: R —R
2x
(x,3,2) — flx,y)= e
Les points d’équilibre de I’équation (3.3) sontx =2 etx = —1.
équation aux différences linéaire associée a I’équation (3.4) autor du point d’équilibre x = 2
est

Yn+1 = PoYn + P1Yn—1 1 P2Yn-2
avec
pPo= g(fafaf) =-1, pi= a*y(fafaf) =2, ;= B—Z(X,X,X) =1
donc I’équation aux différences linéaire associée a I’équation (3.3) autor du point d’équilibre
X=2est
Y+l = =Yn+2Vn-1+Yn-2.

Stabilité par linéarisation

Théoréme 3.1.1
1. Si toutes les racines du polyndme caractéristique de I’équation aux différences linéaire

2. Si au moins une racine du polyndme caractéristique de 1’équation aux différences linéaire

associée sont dans le disque unité ouvert |A| < 1, alors le point d’équilibre X de 1’équation
(3.1) est asymptotiquement stable.

associée a un module supérieur a un, alors le point d’équilibre X de 1’équation (3.1) est
instable.

Démonstration. Soit I’équation aux différences (3.1)

xn+1:f(xnaxnfla"'yxn—k)a n=0,1,--,
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et la fonction

f: I — 1
(Lt],...,uk) |—>f(u1,...,uk).
Si en faire un devlopement de taylor de la fonction f autor du point d’quilbre (¥, X, - ,X) on obtient
d d d
Xnt1 = alj;(xaxa e 7x)yn + aufl(xaxa e 7X)yn71 +- a"/i(xaxa o ax)yn—k —|—0(X—X)

Qunad n — +eo, 0(x —X) — 0, donc
Xnt+1 = PoYn + P1Yn—1 1+ PkYn—k
et le polyndme caractéristique est
P(A) = A —poAk— . =y
Donc d’apres the Theoreme (2.2.6)
(Xn)n>n, est asymptotiquement stable < |A;| < 1,i=1,...,s.

Théoréeme 3.1.2 — Théoréme de Clark . Une condition suffisante pour la stabilité locale
asymptotique de I’équation (3.1) et

|po|+|p1|++|pk|<L

Pour montrer cette théoréme, on utilisant le Théoreme de Rouché.

Théoreme 3.1.3 — Théoréeme de Rouché. Soient f(z), g(z) deux fonctions holomorphes
dans un ouvert Q du plan complexe C, et soit K un compact contenu dans Q. Si on a

l8(2)| <|f(2)], Vz€ 9K,

alors le nombre de zéros de f(z) + g(z) dans K est égal au nombre de zéros de f(z) dans K.

Démonstration. (Théoréeme de Clark ) Soit
p(A) =A% — poA* — pi ARt — o — py

le polyndme caractéristique de 1’équation linéaire associé de I’équation (3.1). Soient f et g deux
fonctions complexes définies par

f(l):)’kJrla g(k):polk—f—p]xkil—’—..._{_pk'

On a pour tout A € Ctel que [A]| =1

g = |poAf+pi Ay
< pol+|pi|+ -+ |pil
< 1.
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C’est-a-dire
g <[f(A)]-
Alors par le Théoreme de Rouché f(4) et f(4)+ g(A) ont le méme nombres de zéros (k+1) a

I’intérieur du disque unité. Ainsi les racines du polynéme P(A) sont de modules inférieures a 1, et
le résultat découle du Théoreme (2.2.6).

|
= Example 3.5
Soit I’équation aux différences
Xn—1
= =0,1,... 35
Xn+1 o+ an n s by (3.5)
o,B>0etx_1,x0 € [0,+°°[.
Etudier le comportemnt du point d’équilibre zéro.
Les points d’équilibre d’équation (3.5) :
Soit x un point d’équilbre de (3.5) donc
X
X= < x(o+Bx)=x
il B x(a+px)=x
& B+ (a—1)x=0
. . PR _ I 0
e Si o > 1:Les points d’équilibres sont : x =0 et x = B
e Si o <1:Le seul point d’équilibre est : X = 0.
L’équation linéare associée autor du point d’équilibre x =0 :
Soit la fonction
f: [07+°°[2 — [Oa+°°[
y
(x,y) ot px
On a af 5 af |
—PY
= J X = a0 EWACT = o a
o N = i oy Y T ai By
D’ou af af |
==f(0,0)=0 ===f(0,0) = —.
Po axf(a ) y Pl ayf(a ) a
Donc L’équation linéare associée a I’équation (3.5) autor du point d’équilibre X = 0 est
1
Yn+1 = ayn—l- 3.6)
Le polynome caractéristique de (3.6) est
1
P(A) =A% ——.
() =22——
Les racines de P(A) sont : A} = % etA, = —ﬁ.
On a |
Al=—=<lsa>1
M=o
Donc

e Si o > 1:x =0 est assymptotiquement stable.
e Six < 1:x=0estinstable.
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Théorémes de convergences

On donne maintenant quelque théorémes de convergence pour les équations aux différences
d’ordre 2.

Théoreme 3.2.1 Considérons 1’équation aux différences définie par
X1 = &(Xnyxn—1), n=0,1,... (3.7)

avec
g :la,b] x [a,b] — |a,b] ,a,b € R.

Supposons que g est une fonction continue telle que

1) g(x,y) est croissante par rapport a x € [a,b] pour chaque y € [a,b] et g(x,y) et décroissante
par rapport a y € [a, b] pour chaque x € [a,b],

2) Si (m,M) est une solution du systeme

{m =g(m,M)

M =g(M,m)

doncm =M.
Alors I’équation (3.7) admet un seul point d’équilibre X et toute solution de 1’équation (3.7)
converge vers X .

Démonstration. [ |

Théoréeme 3.2.2 Considérons I’équation aux différences définie par
X1 = &(Xnyxn—1), n=0,1,... (3.8)

avec
g:la,b] x[a,b] — [a,b] ,a,b € R.

Supposons que g est une fonction continue telle que

1) g(x,y) est décroissante par rapport a x € [a,b] pour chaque y € [a,b] et g(x,y) et croissante
par rapport a y € [a,b] pour chaque x € [a, b],

2) Si (m,M) est une solution du systéme

m=g(M,m)
M =g(m,M)

doncm =M.
Alors I’équation (3.8) admet un seul point d’équilibre x et toute solution de I’équation (3.8)
CONVErge Vers Xx .

Démonstration. |
m Example 3.6 Considérons 1’équation aux différences

2xp +Xp—1

3.9
Xn+2x,1 ©9)

Xnt+1 =

1
etx_1,x9 € [2,2].
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On a
1 2x,+x,1 1 3x,
Akl Ty = Xt 2% 2 - 2(xp +2x,-1) =0
donc
X, > 1
-2
2Xp +Xn—1 —3x,
Tkl — 2= Xt 2% (et 2)
donc
x, < 2.
Donc x,, € [;,2
Soit la fonction
2
e =
2x+y
(%,3) x+2y
Ona of 3 of 3
y —3x
g(xv)’) = 2 >0, jy(x’y) = G2 <0

donc f est croissante par rapport a x et décroissante par rapport a y
Soit m,M € [2, 4] tels que

2m+M M _ MQ2m+M)

m:f(m,M):> m:m+2M:> "= m—+2M
M= f(M,m) 2M+m m(2M +m)
M: Mmzi
M+2m M+2m
Donc
MQ2m+M)  m(2M + bm)
m+2M M 42m
(M? —m®) +4(M*m —m*M) — 4(M*m —m*M) = 0
(M —m) [m*+M*+mM] = 0

On a (m2 +M2) +mM > 0 alors M —m = 0, d’aprés le Théoreme (3.2.1) , I’équation (3.9) admet

un seul ponit d’équlibre x =1et lim x, = 1.
n—r+oo

Des équations aux différences non linéaires qui se raménent a des équa-

tions aux différences linéaires

Soit I’équations aux différences non linéaire
Xn1Xn + p(n) X1 +q(n)x, =0, n=0,1,2,...

avec p et g sont des fonctions reéls et x,, # 0,Vn € Nj.

Posons y, = —, on obtient
Xn
1 1 n n
1) gl _,
Yn+1Yn Yo+l Yn

(3.10)
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On multiplier les deux membres par y,y,, on obtient

Q(n)yn-i-l +p(n)yn +1=0

qui est une équation aux différences linéaire.

Soit maintnant I’équations aux différences non linéaire non homogene
Xnt1%0 + p(n)Xnt1 +q(n)x, = g(n), n=0,1,2,... (3.11)

avec p,q et g sont des fonctions reéls et x,, # 0,Vn € Nj.

= Example 3.7
Soit I’équation aux différences non linéaire d’ordre 1

X >0 (.12)

Xppl = T—(H—, h2>
n+1 1+ﬁx’1

avec o, 3 >0, a # letxy = 1.

Ona
Xnr1(1+Bx,) = ox,
Xn+1 +an+1xn —ox, = 0
1

Xp41Xn + an-i—l - an = 0.

Posons y, = x]—n on obtient
a 1
_Byn+1 +Byn+1 = 0
1
Yn+1— a)’n = g (3.13)

En appliquant I’expression (E — 1) aux deux membres de 1’équation (3.13) , on obtient :

(E—1) <yn+1 - ;yn> =(E-1) <§> .

Développant cette relation, on obtient :
1 1
Yn+2 — a"‘l Yn+1 +ayn:0
alors I’équation caractéristique s’écrit comme
1 1
2 (1) at g =0
(04 (04
les racines caractéristiques sont
. L .
A = 1(simple), a(szmple)

la solution est de la forme

1 n
Yp=aj+a (OC) .
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Donc

==
" artar (L)

o

On utulisons les conditions initiales xy = 1, on obtient le system

xo=1 ar+ay =1 B oa—1-
x:L: 1 1_|_ﬁ :>a1:a_l,a2: -
ep Mgt Ty

La solution qui satisfait les conditions initiales est donc

(a—1)o"
Xp = .
Blar— D)+ (a—1)
[ |
3.4 Exercices
Exercice 3.1
Soit I’équation aux différences
0 >0 (3.14)
Xpp1=—————, n>0. .
g Xn—1(x,+1)

avec les conditions initilaes xg et x_;.
1. Détrminer les points d’équilibres de 1’équation (3.14).
2. Montrer que la solution de 1’équation (3.14) est périodique de période 5.
3. Déduire la forme de solution de 1’équation (3.14).

Solution -

1. Déterminons les points d’équilibres :

Soit X € R un point d’équilibre de I’équation (3.14), donc

X
X(x+1)
(@ +x—1) = 0

Alors les points d’équilbres de 1’équation (3.14) sont 0, _1%‘/5 et _1%‘/5

2. Montrons que la solution de I’équation (3.14) est périodique de période 5 :

X =

On a N
n
Xy — Xn+1 _ xn,l(xn%—l)
n+ xn(1+xn+1) N (1+ Xn >
" Xn—1(x,+1)
B xnfl(xn"‘l)"i'xn‘
Xn
X Xn+2 xn—l(xn+1)+xn
3 p— p—
" xn+1(1 +xn+2) Xn <1 Xn >
Xp—1(xXn +1) Xp—1 (% + 1) +x,
_ Xn—1
Xn(1+2x,-1)
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Xn—1
Xpid = Xn+3 _ xn(l“‘anl)
X2 (1 4+2043) Xn ( Xn—1 >
Xno1(x + 1) +x, Xn(14+2,-1)
= Xp—1-
Xpos = Xn+4 _ Xn—1
X3 (14 Xnt4) T fj’; ) (1+%,-1)
n n—1

= X,
Donc {x, }7_, la solution de I’équation (3.14) est périodique de période 5.
3. Déduirons la forme de solution de ’équation (3.14) :

On a
X0 1 X—1
xXp, X|=——, Xo= , X3=——, =x_
0 ! x_1(1+x0) 2 X Fxox_i+xo : xo(1+x_1) ! :
et {x,}_, la solution de 1’équation (3.14) est périodique de période 5, donc
Xsn = X0,
X0
Y = —
1
X = )
R X_1+Xxox—1+ X0
X_1
Y = —
Xsn+d4 = X-1-
Exercice 3.2
Soit I’équation aux différences
Xp—1+ 1
Xpp1 = ———, n2>0. (3.15)
XpXp—1 — 1

avec les conditions initilaes xy et x_.
1. Montrer que la solution de 1’équation (3.15) est périodique de période 5.
2. Déduire la forme de solution de 1’équation (3.15).

Solution -

1. Montrons que la solution de I’équation (3.15) est périodique de période 5 :

On a
. B o+l X, + 1
n2 Xpy1 X, — 1 Xp—1+1
—x,;,— 1
XpXn—1— 1
= XpXp—1— 1.
q+1
M—i—l
. Xpp1+1 XpXn—1 — 1
3 = _
n+ Xp42Xp1 — 1 (ot 1 — 1) X1+ 1 _1
e XpXp—1 — 1
B 14+x,
(xnxn—l - 1) '
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Xpiq = X2+ 1 _ XpXp—1—1+1
" Xn43Xn42 — 1 1+, (xnxnfl _ 1) -1
(xnxnfl - l)xn
= Xp—1- 1
¢ 41
. _ Xn43+1 _ (xpxp—1 — 1)
" Xnt+4%Xn+3 — 1 X, 1+x, 1
ol ———————
(xpxn—1 — 1)
= X,

Donc {x,};;_ la solution de I’équation (3.15) est périodique de période 5.
2. Déduirons la forme de solution de ’équation (3.15) :

On a
x_1+1 1 +xg
X0, X1=—7, Xo=xpXx_1—1, x3=—-——, xg=x_.
xox_1— 1 xox_1— 1

et {x,}_, la solution de 1’équation (3.14) est périodique de période 5, donc

Xsn = X0,
x_1+1
Xsp+1 = )
X0X—-1— 1
Xspp2 = Xox—1—1,
1+xo
Xsn+3 = T 1>
xox_1—1
Xsn+d4 = X-1-
n=0,1,....
Exercice 3.3

Soit I’équation aux différences non linéaire

Xn +Xn—1
M
XpXp—1 — 1

n>0. (3.16)

Xn+1 =

avec les valeurs initiales xp,x_j..
1. Détrminer les points d’équilibres de 1’équation (3.16).
2. Montrer que la solution de 1’équation (3.16) est périodique de période 3.
3. Déduire la forme de solution de 1’équation (3.16).

Solution -
1. Déterminons les points d’équilibres :
Soit X € R un point d’équilibre de I’équation (3.16), donc

N
-1
(X -3) = 0

Alors les points d’équilbres de I’équation (3.14) sont 0,/3 et—+/3.
2. Montrons que la solution de I’équation (3.16) est périodique de période 3 :

On a
Xn +Xp—1 X
ST 4 x, 5
y Xp+1+ X, XpXn—1— 1 Xn—1(1+x;)
+2 pr— pr— pr— _1.
" xn+1xn—1 Xn + Xn—1 .Xn—l 1+X,21 "
XpXn—1 — 1
X i Xn +Xp—1
n—1 - 7 2
y  Xpg2 +Xpp1 XpXp—1—1 Xn (%, + 1) —
n+3 - - - — An-
Xp4+2Xn+1 — 1 X1 X + Xn—1 -1 X%il +1
XpXp—1 — 1
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Donc {x,};;_ la solution de I’équation (3.16) est périodique de période 3.
3. Déduirons la forme de solution de ’équation (3.16) :
On a

X0 +Xx-1
s X—1, X0, X1 =
X0X—-1 —1

et {x,}_, la solution de 1’équation (3.16) est périodique de période 3, donc

X3p—1 = X—1,
X3n = X0,
X0+ X1
X3n+1 = m

Exercice 3.4 Soit I’équation aux différences

1
Xntl = ;, n=0 (3.17)

n—1

avec les valeurs initilaes x_,xy sont des nombres réels non nules.

1. Détrminer les points d’équilibres de 1’équation (3.17).

2. Montrer que la solution de I’équation (3.17) est périodique de période p ( déterminer la
valeur de p).

Les points d’équilibres de I’équation (3.17) sont-ils globalemnet stable ?

Déduire la forme de solution de I’équation (3.17).

s> §2

Solution -

1. Déterminons les points d’équilibres de ’équation (3.17) :
Soit X € R* un point d’équilibre de 1’équation, donc

_ 1

X = =

X

©-1 = 0.
Alors les points d’équilbres de 1I’équation sontx =1 et X = —1.

2. Montrons que la solution de I’équation (3.17) est périodique :

On a
1
Xn+2 = —,
Xn
1 1
Xp+3 = =1 —X-1
Xn+1
Xn—1
1 1
Xn+d = = 1 = Xn-
Xn+2 -

X
Donc {x, };_ la solution de I’équation est périodique de période p=4.

3. Ona {x,};_, la solution de I’équation est périodique donc les points d’équlibres ne sont pas
globalemnet stable.

4. Déduirons la forme de solution de I’équation (3.17) :
Ona

1
Xy = —

1
X-1, X0, X1=x77 N
-1 0
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et {x,}_, la solution de I’équation est périodique de période 4, donc

X4p—1 = X1,
Xap = X0,
1
Xan+1 = 77
—1
1
Xap+2 = ;
0

Exercice 3.5 Soit I’équation aux différences

1
Sap1 = 8 >0 (3.18)

Xn—1

avec les valeurs initilaes x_1,xy sont des nombres réels non nules.

1. Détrminer les points d’équilibres de 1’équation (3.18).

2. Montrer que la solution de I’équation (3.18) est périodique de période p ( déterminer la
valeur de p).

Les points d’équilibres de 1’équation (3.18) sont-ils globalemnet stable ?

Déduire la forme de solution de I’équation (3.18).

5> §2

Solution -

1. Déterminons les points d’équilibres de I’équation (3.18) :
Soit X € R* un point d’équilibre de 1’équation, donc
1+Xx

X
¥-3x—1 = 0.

X =

1++5 1—

etx =
2

15

Alors les points d’équilbres de 1’équation sont X =

2. Montrons que la solution de I’équation (3.18) est périodique :

On a
14+x,
1+xn+l Xn—1 Xp+Xp—1+1
Xp+2 = = =
Xn Xn XnXn—1
4 Xp+xp1+1
X I +2xp42 XnXn—1 Xp—1+1
+3 pr— pr— pr—
" Xn+1 Xp+Xp—1+ 1 Xn ’
XnXn—1
Xp—1+1
1+
N I 4+xp43 Xn X
4 = = = Xn—1
" Xn+42 Xp+Xp—1+1 e
XnXn—1
X 1+ Xn44 I+ x-1 X
+5 pu— p— pu— .
" Xn+3 Xp-1+1 "
Xn

Donc {x, }7_ la solution de I’équation est périodique de période p =5.

3. Ona {x,};_, la solution de I’équation est périodique donc les points d’équlibres ne sont pas
globalemnet stable.

4. Déduirons la forme de solution de ’équation (3.18) :
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On a
1+xo
X1 = )
X—1
1
40
o 1+X1_ X_q _x_1+x0+1
2 X0 X0 X—1X0
1+x71+XO+1
P l+x x_1xp  x-1+1

X1
et {x,}_, la solution de I’équation (3.18) est périodique de période 5, donc

Xsn—1 = X—1,
Xsn = X0,
1+ xg
Xsp+1 = X )
-1
X_1+x0+1
x1+1
Xsp+3 = X .
0

Exercice 3.6 Soit I’équation aux différences

Xnt1 Z;, n=>0 (3.19)
XnXn—1Xn—2
avec les valeurs initilaes x_»,x_1,xo sont des nombres réels non nules.
1. Détrminer les points d’équilibres de I’équation (3.19).
2. Montrer que la solution de I’équation (3.19) est périodique de période p ( déterminer la
valeur de p).
Les points d’équilibres de 1’équation (3.19) sont-ils globalemnet stable ?
Déduire la forme de solution de I’équation (3.19).

= §2

Solution -

1. Déterminons les points d’équilibres de ’équation (3.19) :
Soit X € R* un point d’équilibre de 1’équation, donc

_ 1

X = —=

)

-1 = 0.
Alors les points d’équilbres de 1I’équation sontx =1 et X = —1.

2. Montrons que la solution de I’équation (3.19) est périodique :
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On a : .
Xpt2 = = 1 = Xn—-2,
Xn+1XnXn—1 XX |
nXn—
XnXn—1Xpn—2
1 1
Xn4+3 = = 1 = Xn—1,
xn+2xn+1xn xnfzxnm
1 1
Xn+d = X . X = 1 = Xp.
n+3An+2An+1
Xn+3Xn+2

XnXn—1Xn—2

Donc {x, };_, la solution de I’équation est périodique de période p=4.
3. Ona {x,};_, lasolution de I’équation (3.19) est périodique donc les points d’équlibres ne
sont pas globalemnet stable.

4,
5. Déduirons la forme de solution de I’équation (3.19) :
On a
1
X1 =
X0X_1X_2
et {x,}_, la solution de 1’équation (3.19) est périodique de période 4, donc
X4p—2 = X2,
Xgp—1 = X_1,
Xan = X0
1
Xangl = .
X0X_1X_2

Exercice 3.7 Soit I’équation aux différences

2+ X1
24+ x,

Xnt1 = , n=0 (3.20)
avec x_1,x9 > 0.

Montrer que le point d’équilbre positive de 1’équation (3.20) est localement assymptotique-
ment stable. m

Solution -
Les points d’équilibre d’équation (3.20) :
Soit x un point d’équilbre de (3.20) donc

24X

— P4+2x=2+%x
24X

X =
& P4+x-2=0.

Donc le seul point d’équilibre positive est : X = 1.
L’équation linéaire associée de léquation (3.20) autour dux =1 :
Soit la fonction

fi [0,4e0[> —= [0, oo

2+y
(x,7) Tx
Ona
af 24y af 1
a('xv ) (2+)C)27 aiy( ) ) (2+X)
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prob af I af |
==—(1,1)== =—=(1,1)==.
Po ax<7 ) 3’ P1 ay(v ) 3
Donc L’équation linéare associée a I’équation (3.20) autor du point d’équilibre X = 1 est
1 1
Yn+1 = g)’ngynfl 3.21)

2
Ona |po|+|pi| = 3 < 1, d’aprés le Théoreme de Clark x = 1 est localement asymptotiquement
stable.

Exercice 3.8 Soit I’équation aux différences

Yo =a+ 7L a0 (3.22)

Xn

avec o, xg et x_1 €]0,+oo].

1. Déterminer les points d’équilibres de 1’équation (3.38).

2. Etudier la stabilité locale asymptotique du point d’équilibre pour o > 1.
3. Que direz vous pour le cas 0 < o < 1.

Solution -
1. Déterminons les points d’équilibres de I’équation (3.38) :
Soit X €]0, +-oo[ un point d’équilibre de I’équation (3.38), donc

_ X
X = Oo+=
X
x = 1+a.

2. Etudions la stabilité locale asymptotique du point d’équilibre :

Soit 1a fonction
[ 10,4002 —]0,4oof

(x,y) +—>a+§.

On a
af .y A, . 1
a('x) ) ;7 aiy(xny) ()C)
D’ou
of 1 of 1

(I+al+0a)=—-

=—(l4o,l+a)= .
po 8x<+’+) 1+

ra "7 oy
Ona |po|+|pi| = Hia < 1car @ > 1, d’apres le théoreme de Clark X = 1 + o est asymptoti-
quement stable.

3. Dans lacas 0 < o < 1, on a|po| + |p1]| > 1 donc en peut rien dire puisque la condition de
Clrak est suffisante est pas nécessaire.

Exercice 3.9 Soit I’équation aux différences de type max

1
Tparil :max{,xn_l}, n>0 (3.23)
Xn—1
avec x_p,xo sont les valeurs initiales.
I) Supposons que x_1,x9 > 1.
1. Montrer que la solution de I’équation (3.23) est périodique de période 2.
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2. Déduire la forme de solution de 1’équation (3.23).

I) Supposons que 0 < x_; < 1,x9 > 1.
1. Montrer que la solution de (3.23) est éventuellemnet périodique de période 2.
2. Déduire la forme de solution de 1’équation (3.23).

Solution -
I 1. Montrons que la solution de I’équation est périodique (3.23) :

Onax_q,xp > 1, donc

1

X1 = maxX<q —,X_1 ¢ =X_1
X—1
1

Xp = max<{ —,Xp ¢ = X
X0
1

X3 = max<q§ —,X] p =X_1
X1
1

X4 = Mmax<{ —,X2 0 =X
X2

Par indecation {x, };_ la solution de I’équation (3.23) est périodique de période 2.
2. Déduirons la forme de solution de I’équation (3.23) :
La forme de solutions de 1’équation est
Xop-1 = x-1, n=>0
X2, = X9, n>0
II) 1. Montrons que la solution de I’équation (3.23) est éventuellemnet périodique :
Ona0O<x_<l1,xp>1,donc

1 1
X = maxX§ —,X_| p = ——

X_1 X1

1
Xp = max<q —,Xo ¢ = X0

X0

1 1 1
X3 = maxq§ —,X] o =maxq§x—j,—— 0o = ——

X1 X_1 X_1

1
X4 = max< —,xp » =X
X2

Par indecation {x,};_, la solution de 1’équation (3.23) est éventuellemnet périodique
de période 2.
2. Déduirons la forme de solution de I’équation (3.23) :

La forme de solutions de 1’équation est

1
Xon-l = n>1
-1

Xop = Xo, n=>1

Exercice 3.10
Soit I’équation aux différences

Pl >0 (3.24)

xn+1:1+x7 =
n

avec les conditions initilaes xg et x_; sont positives et r > 0.
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1. Détrminer les points d’équilibres de 1’équation (3.24).

2. Donner une condition nicéssaire et sufisante sur r, pour le point d’équilibre Xx = 0 soit
asymptotiquement stable .

3. Montrer que r < 1, alors X = 0 est globalement asymptotiquement stable.

Solution -
1. Détrminons les points d’équilibres de I’équation (3.24) :
Soit X € [0, +oo[ un point d’équilibre de I’équation (3.24), donc
rx
1+Xx
X(x+1-r) = 0
e Sir <1 leseul point d’équlibre est x = 0.
e Sir>1les points d’équlibres sont : x =0etx=r—1.
2. Soit la fonction
fiool0 4o — [0, 4ol

ry
(x7y) 1+x
Ona
W ey gy =T
ox Y T U2 Y T (1w
D’ou af af
pozg(oao)zov pl:aiy(oao):r

Donc L’équation linéare associée a I’équation (3.24) autor du point d’équilibre X = O est

Yn4+1 = TYn—1 (3.25)

donc I’équation caractéristique est
A2—r=0

son racine sont A; » = £+/r, alors X = 0 est asymptotiquement stable ssi r < 1.

3. Montrons que x = 0 est globalement asymptotiquement stable :
On a X = 0 est asymptotiquement stable, il suffit de prouver que X = 0 est globalement
attractif, c’est a dir

lim x, = 0.
n—yoo
On a .
-1
0<x,.]=—= FXp_1
= An+ 1 +x” n
< rzxn—3
< 1’3)6,,_5
n
< rixp
. n
onalimr2xy =0 (car r < 1), donc
lim x, = 0.
n—yoo

I Exercice 3.11
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Soit I’équation aux différences

1
, n>0 (3.26)
14+x,

Xn+1 =

Montrer que la forme de la solution de I’équation (3.35) est donner par

. Fp 1+ Fyoxg Fop+ Fop1x0
—l= = Xp=————,
Fn+ Fy1xo BFop1+ Fpxo

avec {F;, },>0 est la suite de Fibonacci définie par

n>1

Fn+2:Fn+l+Fn7F0:07Fl = 1.

Solution -

Par récurrence : On a
1 . F] +F0)CQ

- 1—|—XQ o B+ Fixo

Donc la proposition est vrais pour n = 1 . Supposons que vrais pour n — 1. c’est-a-dire,

X1

Fon—3 + Fan—ayo _ BFyo+Fop3x0

Xopn—3 = y  Xop—2 = 5
Fy o+ Fy3y0 Fop1+ Fap2xo

D’apres 1’équation (3.35)

1
X = ————
2n—1 1 T xa, o
_ 1
- 4 Fon—a+ Fon_3x0
Fon—1+ Fopn_2xo
1
Byt Fapnaxo+ Fapo+ Fou3x0
Fop_1 +Fy_oxo
_ By 1+ Fyoxg
Fon 1+ By o+ (Foy 2+ Fou3)xo
Donc, on a

- Fon_1 +Fan_2yo
" P+ Fop_1yo

De méme, on a

1
1+ x20-1
1
Fou_1+ Fu_2xo
Foy + Fon—1x0
1
Fon+ Fop—1x0 + Fon—1+ Fan—2x0
Fon+ Fan—1x0
B+ Fop—1x0
Foy+Fop_1 + (Fanl +F2n72)x0 ‘

Xon =

1+

Donc

Dr. Y Halim



3.4 Exercices 63

Byt Fyo1xo
Xop = —— .
Foni1+ Fanxo
Exercice 3.12
Considérons I’équation aux différences
ax, + bx,—1
=—— 3.27
Xn+1 by + a1 ( )
eta,b,x_1,xp €]0,+o0[, a > b.
1. Vérifier que x, €]0,+oo[,n=1,2,...
2. Montrer que I’équation (3.27) admet un seul point d’équilibre, qu’on le note
X ( donner sa valeur).

3. Montrer que si 2(;:;) < 1, alors X est localement asymptotiquement stable.
4. Montrer que x, € [g,%] na=1,2...
5. Soit x,41 = f(x4,%,_1). Etudier la monotonie de la fonction f par rapport au deux
variables.
2(a—b)

6. Montrer que si b < 1, b*+2ab—a® > 0etx_; , X0 € [%, %] , alors le point d’équilibre
X est globalement asymptotiquement stable.

Solution -
1. Vérifions que x, €]0,+oo] :
Onaa,b,x_1,xp > 0, et tous les trems de {x, },>_; s écrits en fonction de a,b,x_1,x¢, donc

Xp €]0,4o0[,n=1,2,...

2. Montrons que ’équation (3.27) admet un seul point d’équilibre :
Soit X €]0, +eo[ un point d’équlibre de 1’équation (3), donc
ax+ bx
bx + ax
(a+b)F*—(a+b)x = 0
cette équation admet dans |0, +oco[ un seul solution X = 1.
3. Montrer que X est localement asymptotiquement stable :
Soit la fonction
fi 0, 400> —]0,+oo]

(x.) ax—+ by
Y bx+ay
Ona 22 2_ 2
af ac—b%)y df b* —a”)x
7()6,))):%, 7()6,)7):%
ox (bx+ay) dy (bx+ay)
prou af b af b
a— —a
Po—a(lv )—m, Pl—a*y(l,l)—aij'
Ona
ol +|p1| = a—>b b—a
pol TPl = ath ath
2(a—D)
= 1
a+b <

Alors, d’aprés le théoreme de Clark X = 1 est asymptotiquement stable.
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4. Montrons que x, € [g, %] :

Ona i _é_axn+bxn,1_é_(a—b)(a—i—b)xn>0
ntl a bx,+ax,., a albx,+ax, 1) —
donc
Xy > é
a
a ax,+bx,_1 a (b—a)la+b)x,
Al T bxp+ax,_1 b - b(bx, + ax,—1) <0.
donc u
X, < b
Donc x,, € [g,%]

. Etudions la monotonie de la fonction f :

On a
af _ (a—b)(a+Db)y af ) = (b—a)(b+a)x
ax (xay) - (bx+ay)2 2 07 ay( 7y) - (bx+ay)2

donc f est croissante par rapport a x et décroissante par rapport a y.

. Montrons que X est globalement asymptotiquement stable :

On a 2(;:: ) < 1, alors X = 1 est localement asymptotiquement stable. II suffit de prouver que

X = 1 est globalement attractif, c’est a dir

limx, = 1.
n—ro0
Onax_q,xy € [Z,%] etx, € [g,%] donc [Z,%] est invariant. Soit la fonction
. b 2 b a
foo[esl — [a’b]
ax+ by
— .
(x’y) bx+ay

On a f est croissante par rapport a x et décroissante par rapport a y.
Soit m,M € [g,%] tels que

am+bM M M(am+bM)
m=_——— m=————
m= (m,M):> bm+aM N bm+aM
M = f(M,m) aM +bm m(aM + bm)
M=_—— Mm=————=
bM +am bM + am
Donc
M(am~+bM)  m(aM + bm)
bm+aM —  bM+am
P*(M? —m®) + 2ab(M*m — m*M) — a*(M*m —m*M) = 0

b*(M — m)(M?* + mM +m?) + 2abmM (M — m) — a*mM (M — m)
(M —m) [b*(m* + M?*) + mM(b* +2ab — a*)]

On a b?> +2ab —a* > 0 donc
(6% (m* +M?) + mM(b* +2ab —a*)| >0
alors M —m =0, d’aprés le Théoreme (3.2.1), I’équation (3.27) admet un seul ponit d’équlibre

x=1let lim x,=1.
n—y+-oo
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Exercice 3.13
Considérons I’équation aux différences

Xp =+ OlXp—1

Btx (3.28)

Xn+1 =

aveca > 0,8 > 0,x_1,x9 > 0.

1. Soit B < 1+ a, donner la formule du seul point d’équilibre strictement positive x de
I’équation (3.30).
Il est claire que y = 0 est toujours point d’équilibre de 1’équation (3.30).

2. Donner une condition (sur & et ) suffisante pour la stabilité locale assymptotique du
point d’équilibre X. Méme question pour le point d’équilibre y = 0.

3. Supposons que & < B < 1+ a. Montrer que si x_j,xp < %, alors [O, g} est un intervalle
invariant pour (3.30).

4. Montrer que si B — & # —1, alors ’équation (3.30) n’admet pas de solutions positives
périodiques de période 2.

Solution -
1. Donnons la formule du seul point d’équilibre strictement positive X :
Soit X €]0, +oo[ un point d’équilibre de 1’équation (3.30), donc
X+ ox
B+x
X(x+p—a—-1) = 0
cette équation admet dans |0, +oo[ un seul solution x = ot + 1 — 3.
2. Donnons une condition suffisante pour la stabilité locale asymptotique du X :
Soit la fonction
i [0,40F — [0, 4o

(x ) X+ oy
7y ﬁ+x'
one af B-ay of a

X(X’y):W’ a*y(xa)’): ﬂ—i—x'
D’ou

_ﬂ(,,)_ﬁ(lJra)—a(lJra)_ﬁ—a

Po= 95 = (1+a)? T lta
et
_df_ .«
P1= a*y(xax) = m~

D’apres le théoreme de Clark une condition suffisante pour la stabilité locale asymptotique
est |po| +|p1| <1.Ona

poltlm] = P24 ]| <
polT Pl = I+o I+o
|ﬁ—a\+a<1
1+a
oSiﬁ>a:HLa<1donc:1+a<ﬁ.
oSiB<oc:12fTiﬁ<ldonc:a—l<[3.
b) Poury=0:
af 1 af o
=—=—(0,0)=— =—=—(0,0) = —.
Po 8(7) ﬁy 1 a(?) B
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D’apres le théoreme de Clark une condition suffisante pour la stabilité locale asymptotique
dey=0est |po|+|p1| <1.Ona

pol+lpl = |——|+|% <1
Po Pl—H_B ﬁ

& 1+a<p.

3. Montrons que [O, %] est un intervalle invariant :

Onaa>0,8>0,x_1,xp >0, et tous les termes de {x,},>_; s’écrit en fonction de ses

valeurs initiales, donc
X, >0,n=0,1,...

D’autre part, on a

x_p < g = xo+ax_; < B+xo
donc
X0+ 0x—
o totex B
B +xo o
De méme
X1+ ox
ot B
B +xi o
par indication on obtient
o<l
"Ta

Donc x,, € [0, g} Vn € N.

. Montrons que I’équation (3.30) n’admet pas de solutions périodique de période 2 :

Supposons qu’il existe deux nombres réels distincts p et g, tel que

"'7paQ7paqv'“

soit solution périodique de période deux de I’équation . Donc, on a

q=f(p,9),r=f(q,p).

Alors, on a
p+og g+op
q= , D=
B+p B+q
gB+qp=p+oaqg, pB-+pg=q+op
donc

(g—p)(-1+a-pB)=0.
Ona—1+a— #0,donc p = gq. Qui est une contradiction.

Exercice 3.14
Considérons I’équation aux différences

Xn—1
=" 3.29
Xn+1 Oty + X1 ( )

eta>0,x_1,x9>0.

1. Montrer que (3.29) admet un seul point d’équilibre X.

2. Déterminer I’équation aux différences linéaire associée de (3.29) atour de X.
3. Donner une condition suffisante de la stabilité locale asymptotique du Xx.

4. Montrer que [0, 1] est un intervalle invariant pour (3.29).
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5. Supposons exist [€, 1] un intervalle invariant pour (3.29), € > 0. Donner une condition
pour X soit globalement attractif et déduire que si & < 1 alors X est globalement stable.

6. Ecrire le programme Matlab pour tracer la solution de (3.29) dans le cas o = 0.5,x_| =
1,x9 = 2 et tracer une graph approximatif de la solution de (3.29).

Solution -
1. Déterminons les points d’équilibres de ’équation (3) :
Soit X €]0, +eo[ un point d’équilibre de 1’équation (3), donc
X

X =

ax—+x
((14+o0)x—1) = 0
1
X = 0 (refuser car n’est pas un solution) ou X = Toa

2. Déterminer I’équation aux différences linéaire associée de (3) atour de X.
L’équation linéaire associée est

Yn+1 = P0Yn + P1Yn—1

Soit la fonction
[ )04 —]0, 4o

Y
(x,¥) oty
On a
af( ) —ay 8f( ) ox
—xy) =, =—xy)=——.
ox Y T lax )2 Ay Y T (axty)?
D’ou
Vem=- 2 ANER R
=—=xx)=——— =—=xx)=—
Po ax 3 1+a7 D1 ay ) 1+a
Donc
o« n o
Y+l = 1+a}’n 1_{_O‘yrhl
3. Donnons une condition suffisante de stabilité localement asymptotiquement de X :
On a
ol +p1| = a o | 2o
poiTipl = l+o| |[1+al 1+a

Alors, d’aprés le théoreme de Clark x est asymptotiquement stable si

< 1 qui donne

o<1
4. Montrons que [0, 1] est un intervalle invariant pour (3)
Pour toutn € Non a

Xn—
1= —m=L >
OXp + Xp—1
et
— O,
Xn+1 — 1= - S 0

OxXp +Xp—1

donc

0<x,<1, neN.

On a f est croissante par rapport a x et décroissante par rapport a y.
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5. Donnons une condition suffisante pour X soit globalement attractif :

Soit la fonction
f:o[e1? — g 1]
y
ax+y

(x,y)

On a f est décroissante par rapport a x et croissante par rapport a y.

Soit m,M € [0, 1] tels que

P M mM
m= f(M,m) oM +m = A+ m
= M M
om-+M om+M
Donc
1 1

oM +m - om—+M
(M—m)(1—a)=0.

Si o # 1 on obtient M = m, alors d’apres le deuxieme Théoréme de convergence lim,,_, oo = X,
par conséquent une condition suffisante de la tracttif global est o # 1.
Déduirons la stabilité globale :
On a o < 1, donc d’apres la question (3) X est localement stable et d’apres la question
présidente globalement attractif, alors X est globalement stable.
6. Programme Matlab pour tracer la solution de (3) :
M(1)=1/2
M(2)=8/9
fori=2:1000,
M(i+1)=( (M(i-1))/(0.5*M(i)+M(i-1)));
end J!
2=1:100; /|
! f
1n) | ‘

plot(z,M(z));

grid on / l'.|

1]
J
wiks
w7

xlabel('n");

vlabel("x(n)");

title('Le graph de");

Exercice 3.15
Soit I’équation aux différences

I —xp
A+x,

Xnt1 = (3.30)
avec x_1,Xxp €] —o0,0] et A €] —e0,0].
I) 1. Montrer que siA < —1, alors —1 <X < 0.
2. Montrer que si A < —1, alors X est asymptotiquement stable.
II) Supposons que A < ’1%@ et [A,0] est un intervalle invariant, et soit x,+1 = f(x, Xn—1)-
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1. Monter que f est décroissant par rapport a x et croissant par rapport a y.
2. Montrer que X est globalement asymptotiquement stable.

Solution -

1. e Déterminons les points d’équilibres :
Soit X €] — o0, 0] un point d’équilibre de 1’équation, donc

—X
A+Xx
P+A+DI-1 = 0
Donc

X =

—(A+1)++/(A+1)?>+4

X = )

—(A+1)—

(A+1)2+4

y X=

Dans | — e, 0] on a un seul point d’équilibre

—(A+1)—

2

(A+1)2+4

X =

e Montrons que —1 <x <0:
Supposons que X > 0, donc

—(A+1)—1/(A+1)2+4

—(A+1)
(A+1)°
4

Donc 0 < Xx.
Supposons que X < —1, donc

—(A+1)—/(A+1)>+4
—A+1

(—A+1)?
A
Doncx > —1, alors —1 <x < 0.

2

v
o

V

IN IV

-2

IN

IN

(AVARVAN

2. Montrons que X est asymptotiquement stable :

Soit la fonction

i ]=o0,0 —]—e,0]
1—y
A+x

af

(x,y)
Ona

y—1 of

g(x,y) = (A—i—x)Z’ aiy(xvy) -

af x—1 af

Po = a(xvx) =

On a
x—1

(At Moy

-1 —x+1

(%,

(A+1)2+4
(A+1)>+4

0 (contradiction).

(A+1)2+4
(A+1)>+4

—1  (contradiction).

-1
(A+x)

-1

X) =

—X

Po= At 72

(A+7) (A+%)

A+3)

(A+Xx)
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—X —1
. —x+1
- (A+X)
= —x<l1

d’aprés le Théoreme de Clark x est localement asymptotiquement stable.
3. Montrons que X est globalement asymptotiquement stable : Soit la fonction
f: [A02 —[A0]
l—y
A+x

af oy df -
E(X,Y)—ma Ty(x’y)_m'

(x,y)
On a

Alors, f est décroissant paraport a x et croissant paraport a y
Soient (m,M) € [A,0]? tel que

1—m
m= (M,m):> =AM Am+mM=1—-m
M = f(m,M) Mo LM Mm+AM =1-M
A+m

Donc (m—M)(A+1) =0= M = m (car A # —1), donc d’aprés théoeme de convergence,

Iim =X
n—r+-o0

Alors X est globalement attractif, donc elle est globalement asymptotiquement stable.

Exercice 3.16
Soit I’équation aux différences

Yprl = —Bxn (3.31)
Y —Xn—1
avec 3,7 > 0.
1. En posant x, = By, et A = v/, vérifier que I’équation (2.1) équivalent I’équation
—Vn
=— 3.32
yl’l+1 A - yn—l ( )

Montrer que I’équation (3.32) admet deux points d’équilibres y, et y, avec y, > 0.
Montrer que si A+ 1 > 1, alors le point d’équilibre y, est instable.

Montrer que si v > f3, alors le point d’équilibre y; est asymptotiquement stable.
Supposons que A >2,y_; € [—1,1] etyy € [—1,0].

Montrer que {y2,+1}, est positive et décroissante et {y,, }, est négative et croissante.
Déduire que y, est attractif.

A = W

en

Solution -
1. Vérifions que I’équation (3.31) équivalent I’équation (3.32) :
En posant x,, = B /y, :
—BByn

Byn-H = 'Y_BYnfl
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Donc
~Yn _ =n
%_)’nfl A_ynfl.
2. Les points d’équilibres de I’équation (3.32) :
Soit ¥y € R un point d’équilibre de I’équation (3.32) , donc
-y
A=y
Y- (1+4)y = 0
Donc I’équation (3.32) admet deux points d’équilibres y;, =0ety, =A+ 1.
3. Montrer que point d’équilibre Yy, est instable :
Soit la fonction

Ynt+1 =

y:

f: [_°°7+°°[2 — [—0074—00[
(x.y) i
On a
af B 1 af B X
g(xay) = _Ea jy(XJ) = m
D’ou

0 0
Pozaff(yz,ﬁ):L Plzgﬁ()’z,yz):A‘i‘l-

L’équation linéaire associé a (3.32) atour de y, est
1t +A+1)z,01=0

I’équation caractéristique est
A2HA+(A+1)=0

Les valeurs propres sont
4. Montrons que y, est asymptotiquement stable :

af _ _ 1 af _ _
C]OZX()’1J1):—X7 QI:a*y(ybyl):o-

Ona

1 B
g0 + |q1] a7y < 1(cary> B).

D’aprés le Théoreme de Clark y; est asymptotiquement stable.
5.0naA>2,y ;€[-1,1]etyy €[-1,0], donc
—Yo d!

0<y1= <1, —1<ym= <0
A—y A—yo
—Y2 —y3

OS 3= §17 _1< 4 — SO
Y A—y Y A=y
0§y2n71§17 _1§y2n§0

Par inducation {y2,+1 }» est positive et {y2, }, est négative. D autre part, on a

o o 2
Yonol _ Yon-l =—(A—yn) Yo =(A—ym-1)(A—yu-2)>1

—Yon
A,},2"7 1

Yon+1
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car A > 2, donc
Yu—1>Yont1, VREN,

par coséquent {yz,+1 }» est décroissante.
De méme, on a

Y2 Y2 Y2
= —y2nn+| :_(A_yzn) - :(A_yZn)(A_y2n71)> 1
Yan+2 A von Yon+1

car A > 2, donc
J’2n<J’2n+27 VI’IGN,

par coséquent {yz,+1 }» est croissante.
6. Déduirons que y, est attractif :
On a {yz,+1 }n est positive et décroissante, donc

lim yoni1 =0 (3.33)
oo

n

On a {y2, }, est négative et croissante, donc

lim s, =0 (3.34)

n— +oo

De (3.33) et (3.34)

lim y, =0=Yy;.

n——+oo

Donc y, est attractif.
Exercice 3.17 Soit I’équation aux différences

o+ Bxn—1

3.35
1+x, ( )

Xnt+1 =
avec x_1,x0 > O0eta,B > 0.
1. Montrer que si @ < 1, alors le seul point d’équilibre X est localement asymptotiquement
stable.
Supposons existe A > 0 tel que x, <A,Vn>0et a < 1.
2. Montrer que X est globalement asymptotiquement stable.

Solution -
e Déterminons les points d’équilibres :
Soit X € [0, 4o un point d’équilibre de 1’équation, donc

__ a+px

X = —

1+x
Pr(l-a)i-B = 0

Donc

—(1-B)+/(1-B)>+4a x:—(l—ﬁ)-i- (1—B)2+4(x.

= 2 : 2

Dans [0, +co[ on a un seul point d’équilibre

(1) /O -BP i

2

X =
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1. Montrons que X est asymptotiquement stable :
Soit la fonction

fi 0,40 —[0,400]

Ona of +B af B
o y
P= o= w1 = S e

Ona __OC"FBX_ —1 Ot—i—ﬁf_ —X

Po = (1 _i_x)z B (] —|—)?) (1 +-Y) B (1 +X)

[pol+Ip1| = ‘(1_4_);) +‘(1ﬁx)
X+ = %
Ty < LlearB+3<143).

d’aprés le Théoreme de Clark x est localement asymptotiquement stable.
2. Montrons que X est globalement asymptotiquement stable :
Onax, <A,Vn >0, d autre part x,, > 0,Vn > 0 car x_1,xy < et &, 8 > 0. donc [0,A] est un
interval invariant. Soit la fonction
f: 0,47 —10,4]
a+ By
(ny) =
Vo) = 24Py Oy P
ox "’ (1+x)2" dy "’ (1+x)
Alors, f est décroissant paraport a x et croissant paraport a y
Soient (m,M) € [A,0]? tel que

On a

o+ Bm
m:f(M,m):> m= 1+M - m(l+M)=a+fm
M = f(m,M) o+ pM M(1+m)=a+BM
14+m

Donc (m—M)(B+1)=0= M =m (car B # —1), donc d’aprés théoeme de convergence,

M:

Iim =X
n—r+-oo

Alors X est globalement attractif, donc elle est globalement asymptotiquement stable.
Exercice 3.18 1) Soit {H,},>0 la suite d’Horadam définie par H,+» = pH, 1 +qH,, Hy=

0,H, =1.
1. Montrer que

Hy (Hy\ —Hykp 1 Hy = (—q)"Hy, Vn,k>0.

II Soit I’équation aux différences

q

—1L . ¥n>0, x>0,p,q>0. (3.36)
p+xn

Xn+l1 =
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Trouver le point d’équilibre positive de I’équation (3.36).

Déterminer 1’équation linéaire associée au équation (3.36).

Montrer que I’équation (2.4) est localement asymptotiquement stable.
Montrer que la forme de la solution de 1’équation (3.36) est donnée par

= =

Hn-‘rl + Hyxo

q———, n>0.
H, >+ H,1x0

Xp =

5. Montrer que le point d’équilbre de (3.36) est globalement stable

Solution -
Soit k € N, par reccurence sur n :
e Pourn=0o0na
HyHy — Hy 1 Hy = Hy = (—q) Hy

donc la propsition est vrais pour n = 0.
e Supposons que la proposition est vrais pour n, c’es-a-dir

Hy 1 Hyt1 — Hypr 1 Hy = (_Q)nHk

et montrons la proposition pour n+ 1. On a
HykitHpyo — HyvisoHppt = Hygir 1 (PHnr +qHy) — (PHp ket + qHy) Ho
qHpt k- 1Hy — qHy 1k Hy 11
= —q(—q)"Hy = (—q)""'Hy.
e Donc

Hy i1 Hyv1 — Hypj 1 Hy = (_Q)nHka Vn,k > 0.

1. Déterminons les points d’équilibres :
Soit X € [0, +eo[ un point d’équilibre de I’équation, donc
q

X= -
p+Xx
¥4+pi—q = 0
Donc
—P— /P +4q

2

= , X=

—r+Vr*+4q
2
Dans [0, 4o on a un seul point d’équilibre

—P+Vp+4q
5 :

X =

2. Déterminer I’équation linéaire associée
On definie la fonction
f: [03+°°[ — [03+°°[

q
X — f(x) =

=

L’équation aux différences linéaire associée a 1’équation (3.3) autor du point d’équilibre X est
Yn+1 = P0Yn
avec
==t = &
dx

(P+3)?  2g+p>+p/P>+4q
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donc I’équation aux différences linéaire associée a I’équation (3.3) autor du point d’équilibre

x=—1est
2q

Yn+1 = — Yn-
' 2q+p2+pV/p2+4q

3. Montrons que I’équation est localement asymptotiquement stable

On a
[ E— - = <1
o 2g+p*+pVp*+4q| 29+ pP+pyV/pPtag
car
2qg < 2q+p*+pV/pP+4q

Donc, d’aprés le Théoreme de Clark X est localement asymptotiquement stable.
4. Montrons la forme de la solution de I’équation

Par récurrence : On a
q  Hi+Hoyxo

X1 = =dq
p+Xxo H2+H1XO

Donc la proposition est vrais pour n = 0 . Supposons que vrais pour n — 1. c’est-a-dire,

x _ an + Hy—1x0
el H, 11+ H,xo
D’apres I’équation (3.35)
o o 4
14 + X1
o q
- H,+H,_
p q Hn+l +H1]1§3
_ q
p(HrH-l + HnXO) + Q(Hn + Hn—1x0)
Hy 11+ Hyxo
— g Hy 1+ Hyxo
pHn+l + an + (pHn + anfl )xo
Donc, on a
H, 1+ H,xo
Xpn=¢—.
Hy 12+ Hyt1x0

5. Montrons que X est globalement asymptotiquement stable :
On a X est localement asymptotiquement stable. Il suffit de prouver que X est globalement
attractif, c’est a dir

lim x,, = X.
n—roo

. . ++/ P> +4

On sait que lim,, e % =d" avec P = %. Donc
n
. . H,11 +Hpxo
limx, = limg——
n—yeo n—e " Hy 1o+ Hyy1X0

Hogr (14 350
H,y (% +X0>

(1+ )
1 (CI)+ —|—X0)

—P+Vp +4q
5 :

= 49
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Exercice 3.19 Soit I’équation aux différences

Oxp—1
= eN 3.37
e 1 4+ xpx0—1 " ( )
avec & > 0, # 1,x0,x_1,x € [0, 40|
Etudier I’existence et la stabilité locale et globale des points d’équilibres
de I’équation (3.37). m

Solution -
1. Détrminons les points d’équilibres de (3.37) :
Soit x un point d’équibitre de I’équation, donc

X@F+(1—a)=0

X =
1+x

& I=0VEP=a-1
e Si o > 1:les ponts d’équilibres sont : x = 0,x = /o — 1.
e Si o < 1 :le seul point d’équilibres est x = 0.
2. Stabilité locale des points d’équilibres :

fi 0,40 —[0,400]

oy
('x7y) 1 _|_xy °
Ona
of —oy? of o
7(X,y):72, 7()(, ):72
dx (I4+xy)>"  dy (14xy)
e Si o > 1:les points d’équilibres sont : x = 0,x = Vo — 1.
ox=0
of of
=-=-(0,0)=0 ==(0,0) =0
Po ox ( ) ) y Pl ay ( ) )
L’équation linéaire associé est
Ynt1 = Oyn—1
Le polyndme caractéstique est P(A) = A2 — a, donc les valeurs proprs sont
A=+Va>1
Donc x = 0 est instable.
ox=+va—1:

pozf)j:<m,w—1)=l;“, pi :g(va—l,m)

L’équation linéaire associé est

1
=

| 1 1
Yn+1 = Tyn + aynfl

Le polyndme caractéstique est P(A) = A2 — =% — é, donc les valeurs proprs

o
sont :
M=-1, l=-—
o

On a [A| = 1, donc en peut rien dire.
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e Si o < 1 le seul points d’équilibre est : X = 0.

lpol +|p1l=a <1

d’aprés le Théoreme de Clark x = 0 est localement assymptotiquement stable.
3. Stabilité globale des points d’équilibres :
Sia <1, o
. . . Xn—1
< = = _—
0< ng&lwxn+1 ng&lwxn+l nglilklw 1 + XpXn—1

< lim ax,_
n—y—+oo

IN

lim o’x, >
n—y—+oo

< lim o"x_; —0
n——+oo
Donc lil‘f xp, =0, alors X = 0 est globalement attractif, par conséquent X = 0 est globalement
n—y—+o0

assymptotiquement stable.

Exercice 3.20 I) Soit {S,},>0 la suite de Fibonacci généralisé définie par
Snt2 =aSpy1+bSy, So=0,8=1.

1. Donner la forme des solutions (Formule de Benet) de la suite de Fibonacci généralisé.
( on note les racines par o et 3, avec o > f3).
2. Montrer que

Su_1Spi1—S2=—(=b)""', Vn>1.
II Soit I’équation aux différences

b

—— Vn>0, xp,x_1>0,a,b>0. (3.38)
a+xp—1

Xnt1 =

1. Montrer que le seul point d’équilibre de 1’équation (3.38) est localement asymptoti-
quement stable.

2. Montrer que la forme de la solution de I’équation (3.38) est donnée par
Snt1+ Spx—1 Sn 4+ Sn—1x0

Xopl =b—"——7——, xpy=b——-—7—
’ Snt1 +Snx07

n>1.
Sn2 + Snr1X-1

3. Montrer que le point d’équilibre de (3.38) est globalement stable.

Solution -

1. Donnons la forme des solutions (Formule de Benet) de la suite de Fibonacci généralisé :
L’équation caractéristique est

A2 —al—b=0.

Ainsi, les racines caractéristiques sont

14++Va>+4b 1 —Va*>+4b
o=—"F—, Pf=——FF—"
2 2
La solution générale de 1’équation s’écrit

S, =cro" —|—Czﬁn,
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utilisons les conditions initiales, on obtient

d’ou
a — ﬁn

o—p

Sp = (3.39)

. Soit k € N, par reccurence sur 7 :

e Pourn=1ona
S0Sy — 83 = (—1)"

donc la propsition est vrais pour n = 0.
e Supposons que la proposition est vrais pour n, ¢’es-a-dir

Sy 1Spi1—S2=—1=—(-b)°

et montrons la proposition pour n+ 1. On a

SuSui2—S2y = Sp(aSyi1+bS,) —Sur1(aS,+bS,—1)
= —b(Su—1Su+1—S)
= —(=b)".

e Donc

Sy 1Spi1 —S2=—(=b)""', Vn>1.

. Déterminons les points d’équilibres :

Soit X € [0, 4o un point d’équilibre de 1’équation, donc
b

Ca+x
¥4ax—b = 0
Donc
- —a++a®+4b - —a—Va+4b
S R
Dans [0, +oo[ on a un seul point d’équilibre
. —a+Va*+4b
5 .

. Déterminer I’équation linéaire associée

On definie la fonction
f: [07+°°[ — [03+°°[

b
X — f(x,y) = ——
fey) =~ )
L’équation aux différences linéaire associée a I’équation (3.3) autor du point d’équilibre X est

Yn+1 = P0Yn + P1Yn—1
avec
~ =0 p=L@=- =2
PO= 95 Py (a+Xx)? 2g+p?+ava®+4b

donc I’équation aux différences linéaire associée a 1’équation (3.3) autor du point d’équilibre

Xx=—1est

2
I @t ava@+ A"
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3. Montrons que ’équation est localement asymptotiquement stable

On a
2b 2b

+|po| = |- - <1
|pol + | pol W+ +aval +4b| 2b+a*+ava +4b

2b < 2b+a*+a\/ a?+4b

Donc, d’aprés le Théoreme de Clark X est localement asymptotiquement stable.
4. Montrons la forme de la solution de I’équation
Par récurrence : On a

car

b Sl—i-S()x,l
x| = =b
a+x_q Sy +S1x_1

Donc la proposition est vrais pour n = 1 . Supposons que vrais pour n — 1. c’est-a-dire,

oy = pon St See1H Sea%o
" Sn1 +Sux—1 7 " Sy + Sn—1x0 .
D’apres 1’équation (3.35)
b
Xy = —
" a—+x—2
B b
- Su—1+Su—2Xo
a + b Sn+Sn71x0
B b
a(S, +Sn,1x0)+b(5n71 +8,-2X0)
S)1+Snflx0
Donc, on a
¥ bSn + Snflxo
m=bg———.
Sn+1 4+ Suxo
de méme on obtien
Sna1+Spx—1
Xon+1 = b

Snt2 +Snr1x-1

5. Montrons que X est globalement asymptotiquement stable :

On a X est localement asymptotiquement stable. Il suffit de prouver que X est globalement

attractif, c’est a dir

lim x,, = X.
n—yoo

. . Sn N
On sait que lim =2 = o avec o = atvat4h Donc

n—yoo n
. . Sp+Su—1x0
limxy,, = lmb———
n—eo n—veo Sy 11+ SpXo

A\ (1 + Sgwi;l)co)

= lim bS—
n—oo Sn(gi:l +xo)
—a+vVa*+4b  _
= - =X
2
De méme
, —a+vVa*+4b  _
limxy, |1 =——— =X
n—oo 2
Alors
. —a+Va*+4b  _
lim x, = — =X
n—oo
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Exercice 3.21 Soit I’équation aux différences

Xn—1

e >0. 3.40
Ty " (3.40)

Xn+1 =

avec x_1,xo €]0,+oo|.
1. Résoudre I’équation aux différences suivante (discuter les cas p =1, p # 1)

Wast = pwa+q, n>0. (3.41)

avee p,gq,wo 6]07 +°°[

2. Montrer que le changement de variable y, = ramene I’équation (3.40) a I’équation

XnXn—1
Yni1 =ay,+b, n>0. (Donnerlavaleurde a et deb) (3.42)

3. Montrer que pour tout n € N, on a x,,; = y—"xn,l.
Yn+1
4. Donner la forme explicite de x, en fonction des valeurs initiales x_; et xp.

Solution -

1. Résoudrons I’équation (3.41) :
L’équation (3.41) est une éqution aux différences linéare acoefficients constants d’ordre 1.

De (2.24)
e Sip=1
n—1 n—1 n—1
Wn = [H“(i) wot+ ) | I1 a(i)] g(r)
i=ngp r=ng |i=r+1
n—1 n—1 | n—-1
= [Hl vo+ Y | T1 1]61
i=0 r=0 [i=r+1
= Yotgn
e Sip#£1

W0+Z

r=ng

n—1
wo + Z

r=0

i=ny i=r+1
n—1 n—1
= |1, I1 r|4
i=0 i=r+1
o n (= n—r—1
= v+ |(p) q
r=0

-1
= P"W0+<p >Q-
p—1

2. Vérifions que I’équation (3.40) équivalent I’équation (3.42) :
1

n—1
Wy = [H a(i)

En posant y, = :
XnXn—1

1 X1
Yntidn 14
Donc
1
Yn+1 B yn+1
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D’ou
yn+1:ayn+b, nZO (a:b:l)
3. Montrons que pour tout n € N, on a x,, .| = .

Du chengement de variable on a

1

Yn+1Xn
1

Xn+l =

1
)’n+l YnXn—1
_
= Xn—1-
Y+l
4. Donnons la forme explicite de x, On a
Yn—1
Xn = Xn—2
Yn
Yn—1Yn-3
= — Xn—4
Yn Yn-2
~ Yn—1Yn-3Yn-5
— n—6

Yn Yn—2Yn—4

Donc
Yn—1Yn-3 Y2 Yo . .
———...==—Xx_| nimpair
_ ) 3
Xn = )yr?_]y}r}n_3 yyzyyll .
2y n pair
Yn Yn—-2 Y3

De question 2, on a y, = yg +n, d’ou

(o+n—1)(yo+n—3)---(yo+2)yo

v = Got+n)o+n—=3)-(yo+3)(0+1)
" (yo+n—1)(yo+n—=3)---(yo+1)

(o +m)(o+n—2)-(o+3)o+2)

X_1 nimpair

n pair

et comme yp = ——, la solution de (3.40) est
(n—1)/2
H (14 2ixpx—_1)
D)2 X_1 nimpair
[T 1+ 2i+ Dxox_1)
X, = i=0
n (n—2)/2

IT (14 @i+ 1)xoxy)

i=0 .
2 X0 n pair
H(l =+ ZiX()x_l)

\ i=0
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4.1 Trigonalisation

Définition 4.1.1 On dit que f est trigonalisable si et seulement si il existe une base B de E telle
que la matrice de f dans la base B soit triangulaire.

Définition 4.1.2 A € M, (K) est trigonalisable si et seulement si A est semblable a une ma-
trice triangulaire, c’est-a-dire il existe une matrice P € M,,(K) inversible telle que P~'AP soit
triangulaire.

1. Soient f € L(E), B une base de E, A = Matg(f). Alors f est trigonalisable si et
seulement si A est trigonalisable.

2. Toute matrice triangulaire est trigonalisable.

3. Si f € L(E) est trigonalisable, alors les éléments diagonaux d’une matrice triangulaire
représentant f sont les valeurs propres de f, écrites sur cette diagonale autant de fois
que I’indiquent leurs ordres de multiplicité.

4.1.1 Une condition nécessaire et suffisante de trigonalisation

Théoreme 4.1.1 Soit A € M,,(K). Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
i) A est trigonalisable.
ii) P4(A) est scindé sur K.

p) Nous avons le méme théoreéme pour un endomorphisme en dimension finie.

Démonstration.
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1. i) = ii) Supposons que A soit trigonalisable, alors A est semblable a une matrice 7 triangulaire

H1 -+ - tp
T = 0
o ... 0 tan

Donc Pr(A) = (A —111)(A —t22) -+ (A —typ), alors P4 (A) est scindé sur K.
2. ii) = i) On fait une preuve par récurrence sur 7.
e Soit P(n) la propriété : Pour toute matrice A € M, (K) telle que Ps(1) soit scindé sur K,
alors A est trigonalisable.
e Ona P(1) est vraie.
e Supposons P(n) vraie et montrons que P(n+ 1) est vraie.
Soit A € M, 11 (K) telle que P4(A) soit scindé sur K. P4(A) donc admet ou moins un racine
dans K, que I’on notera A. Soit v un vecteur propre associé a la valeur propre A. Donc

. A B
A semblable a ( 0 A ) avec

e BeM 1n (K)
e A€ an (K)
e 0 M, (K) matrice nulle.
Ona
Pr(X) = (A = X) Py, (X).
Donc Py, (X) est scindé sur K. D’apres P(n), il existe P; inversible et 7> une matrice triangu-
laire telles que A, = B To P, I

1 0
Posons P = < 0 P > € My41(K).

1
P est inversible d’inverse P~! = (31 .
0 P,

Montrons qu’il existe X € M; ,(K) telle qu’en notant T = ( Mo X >, on ait

0 7
ll B o —1
( 0 A )-PTP .

1 0 MoX 1 0\ A4 Xxp!
. -1 1 1 2
Ona:PTP  =P= ( 0 P ) < 0 T ) < 0 P2_1 ) 0 A 1l suffit donc de

choisir X = BP, pour obtenir ( )(L)l f ) =PTP L.
1
Ceci montre que A est trigonalisable.

Corollaire 4.1.2 Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie 7.
1. Tout endomorphisme de E est trigonalisable.
2. De méme, toute matrice carrée de M, (C) est trigonalisable.

Démonstration.
1. Soit f un endomorphisme de E. Tout polynome est scindé dans C, donc Py est scindé par
conséquent f est trigonalisable.
2. Soit A € M,(C). Tout polyndome est scindé dans C, donc Py est scindé par conséquent A est
trigonalisable.
|
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4.2 Réduction de Jordan

4.2.1

Formes de Jordan
Définition 4.2.1 On appelle bloc de Jordan d’ordre [, une matrice J(A) € M;(K) de la forme

A 10 0
0 A
J(A) = A 0
1
0 ... ... 0 4

= Example 4.1

e [a matrice < 3 ; > est une bloc de Jordan d’ordre 2.
21 0
e L.a matrice 0 2 1 est une bloc de Jordan d’ordre 3.
0 0 2
-1 1 0 0
) 0o -1 1 0
e [a matrice 0 0 -1 1 est une bloc de Jordan d’ordre 4.
0 0 0 -1

Définition 4.2.2 On dit qu’une matrice M est sous la forme de Jordan si elle est diagonale par
blocs et que les blocs diagonaux sont des blocs de Jordan.

» Example 4.2 La matrice A € Mg(R), telle que

3 1000 0
0 3/000 0
A_| 0 0f2 1 0]0
00[02 1[0
0 0[0020
0000 0 —1I]

est sous la forme de Jordan, il y a 3 blocs de Jordan.

p) Une matrice sous la forme de Jordan est une matrice triangulaire supérieur.

4.2.2 Réduction de Jordan d’une matrice

La réduction de Jordan d’un endomorphisme f surE consiste a trouver une base de E dans
laquelle la matrice de f par rapport a B est sous forme de Jordan. De méme la réduction de Jordan
d’une matrice A consiste a trouver une matrice sous forme de Jordan étre semblable a A.

Théoréme 4.2.1 (de Jordan)
1. Soit f un endomorphisme de E dont le polynome caractéristique, Pr(X) est scinde sur KK,
alors il existe une base de E ou la matrice de f est sous forme de Jordan.
2. Soit A € M,(K) a son polyndme caractéristique scindé sur K , alors, A est semblable (sur
K) a une matrice sous forme de Jordan.
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4.2.3 Technique pratique de trigonalisation

La technique pour calcule de la réduction de Jordan d’une matrice A sur K est de la fagcon

suivante :

1. Factoriser le polyndme caractéristique p(A) = det(A — Al,). On continue uniquement si le
polyndme caractéristique est scindé.

2. Trouver une base de chaque sous espace propre.

3. Compléter cette base s’il ya lieu. Si la multiplicité de la valeur propre A est m, alors qu’il y’a
que [ < m vecteurs propres libres, il faut trouver encore m — [ vecteurs. Pour chaque vecteurs
propres v déja trouvé, vous allez résoudre le systeme

(A=AD)w=v.
Vous devez vérifier que la solution w est libre de vecteurs déja écrit.
4. On fabrique la matrice de passage P en mattanten colonnes les vecteurs propres trouvés.
5. On calcule P~!, et fabriquer la matrice sous la forme de Jordan J par la relation

J=P AP

4.2.4 Exemples de trigonalisation
s Example 4.3

1 2

Soit la matrice A = ( 5 3 > e 4 (R).

1.

2.

3.

4.

Déterminons le polynéme caractéristique de A.

1 2
-2 -3
Les valeurs propres de A sont les racines de P4(A), ce sont donc —1 ( double).
Montrons que A n’est pas diagonalisable.

Ona
E_lz{(x,y);A(i>:—1(i>}:<(1,—1)>.

Donc dimE_; = 1 # dg(—1) = 2 par conséquent A n’est pas diagonalisable.

Montrons que A est trigonalisable.

Le polynome caractéristique de A est scindé, donc A est trigonalisable.

Complétons une base de E_| et déterminons P la matrice de passage.

le sous espace E_; est engendré par le vecteur v; = (1, —1). Pour compléter une base de R?,
cherchons un vecteur v, = (x,y) vérifiant le systeme

Po(L) =

‘ = (1+ )%

(A+L)vy =vy.
(2 2)0)-

2x+2y =1 1
-
—2x—2y=-1 2

On obtient donc le systeme

Si en pose x = 0 on obtient y = % Donc v, = (O, %)
La matrice de passage P est égale a

1
r=(

RI— O
"
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5. Calculons P~ et Déterminons la matrice sous la forme de Jordan J
1! 11 10
P = Gap (C0P)) 2(0 1> (2 2)'
Donc
10 1 2 1 0 -1 1
_p-1 _ _
rwe=() (5 5) (D)0 )
| |
= Example 4.4
1 1 0
Soitlamatrice B= | —1 0 —1 | € 4(R).
0o -1 1
1. Déterminons le polynome caractéristique de B.
1-4 1 0
P =| —1 -2 -1 :(1/1)‘ j 1__1/1 H _01 1__11 ‘21(11)2.
0 -1 1-2

Les valeurs propres de B sont les racines de Pyg(A ), ce sont donc 0 (simple) et 1 (double).

2. Montrons que B n’est pas diagonalisable.

X 0
Ey={ (x,y2)eR: Bl y |=|0
Z 0
On obtient le systeme
x+y=0
—x—z=0&x=—z=—y
—y+z=0
Donc
Eo={(x,—x,—x); xeR}=<(1,—-1,-1)>.
X X
Ei={(xy2)eR: By |=1]y
Z z

On obtient le systeme

xXt+y=x
—x—z=y&&x=-—z2y=0
—y+z=12

Donc

E ={(-20,2); xeR}=<(-1,0,1)>.

et (—1,0,1) est libre donc forme une base de Ej, alors dimE} = 1 # dg(1) = 2 par conséquent

B n’est pas diagonalisable.
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3. Montrons que B est trigonalisable.
Le polynéme caractéristique de B est scindé, donc B est trigonalisable.

4. Complétons une base de E| et déterminons P la matrice de passage.
le’ sous espace E| est engendré par le vecteur v = (—1,0, 1). Pour compléter une base de
IR3, cherchons un vecteur v, = (x,y,z) vérifiant le systeme

(B—L)vy=vy.
0o 1 0 X —1
-1 -1 -1 y | =
0O -1 0 z 1
On obtient le systeme
y=-1
—x—y—z=0 &©y=—-lx=1-—z
—y=1

On pose z=0, on obtient x = 1, donc v, = (1,—1,0). Soit &, € R tels que a(—1,0,1) +
B(1,—1,0) = (0,0,0), donc o = B = 0, d’ol1 v; et v, forment une base de E;.
La matrice de passage P est égale a

P= 1 0 -1

On a
o1 o By 0 Lo
detP=| 1 0 -1 - 1 0 —1 :'1 1‘:1.
1 1 0 - 11 0
Donc P est inversible et
1 | pf 1 -1l 11 1
P = (CoP))== |1 =1 0 |=| -1 -1 0
detP P\ oo 1 10 1
D’ou
1 1 1 1 1 0 -1 -1 1 0 00
J=P'BP=| -1 -1 0 -1 0 -1 1 0 —-1]={011
1 0 1 0 —1 1 1 1 0 0 0 1

4.3 Résoudre les systemes d’équations aux différences linéaires d’ordre un

Soient (Uy,), (Us, ), -- -, (Uk,) k suites, et soit le systéme des suites récurrentes

Uy,,, = anlU, +anl,, +---+ayl,

U, = anUy, +anl,, +---+axl,
“4.1)

Ui,., = aa Uy, +appUs, + -+ anUy,
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d’écrire le systeme sous la forme matricielle :

U, ayl app - anp Ui,
Uz, app ap ... ap Us,
Uk, app ap c+oap Uk,
U, ay app - ap
Uzn aip dip ... A2 . ..
On pose X,, = . etA = . . . Donc le systeme (4.1) s’écrire
Ux, app ap - ap
Xn—H = AX,.
Qui nous donne :
n
X, = A"X.

e Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice diagonale :

A O 0 ... 0

0 &% 0 ... 0
D= . ) . :

0 0 A1 O

0 O 0 X

et une matrice inversible P tels que

A=pPDP

X, =A"X, = PD"P~'X,,

c’est a dire :

A0 0 ... 0
o, 0 A 0 .. 0 Yo
Us, 2 . Us,
' 0 0 ... A, 0 ;
Yk, 0 0 ... 0 A Yk

e Si A est trigonalisable, alors il existe une matrice sous la forme de Jordan J et une matrice

inversible P tels que
A=PJP L.
Donc
X, =A"Xy = PJ"P~'X,,
La matrice J est sous la forme de Jordan, donc il s’écrit

J=D+N

avec D est une matrice diagonale et N est une matrice nilpotente. Donc

J'=(D+N)"=Y CIND",

n

i=0
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90 Chapitre 4. Systémes d’équations aux différences linéaires

D’ou .
X,=PY C,N'D"'P7'X,.
i=0

= Example 4.5 Soit le systeme des suites récurrentes suivant :

Un+l =U, +4Vn
1 4.2)

Vi1 = EUH

avecUp=1letVy=2.
Le systeme (4.2) s’écrit sous la forme matricielle

()=
Vn+1
On pose X, = < ‘li” ) etA= <

D= —t

o~

N—
D= —t
(e
N—
7 N
=&
N—

Xn+1 =AX,.
Diagonaliser A
1-4 4
Py(A) = 1 A =A-2)(A+1).
! —
la matrice A d’ordre 2 et admet deux valeurs propre distinctes qui sont —1 et 2, donc A est
diagonalisable.
X X
E_1=4q(xy): A =— =< (2,—1)>.
e a(3)=- (1)} =<
X X
Er=4(xy): A =2 =< (4,1) >.
s={ow a(F)=2( 7)) =<w
Alors,
- 2 4 4 1/ 1 -4
P_<—1 1>“P _6<1 2 )
et

-1 0
_ p-1 _
D=P AP—< 0 2).

Posant ¥, = P~'X,, donc
X1 =AX, & Y, =DY,.

oo (7 2)(F)-(6)

Finalement
2 4 —L=1)n 2(—1) 420!
X, =PY, ( 1 1 ) < 2n—1 ) ( %(_1>n_‘_2n71 )

ce qui nous donne I’expression du terme général de chacune des deux suites :

-2 1
U, = 7(—1)"+2"+1, V, = g(—l)"“"_l-
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= Example 4.6 Soit le systéme des suites récurrentes suivant :
1
Uni1 = Z(Zun + Vi +wn)
1
Vn+l = g(un +Vn+wn) (4.3)
1
Wnl = Z(un + Vv + an)

avec uy = 0,vg =22 et wy = 22.
Le systeme (4.3) s’écrit sous la forme matricielle

Un+1 % % % Up
Vn+1 = % % % Vn
Wni1 % % % Wn
11 1
Un 2 7 3
On pose X, = Vi etA = % % % . Donc on aura
W 111
n i 1 2
X1 = AX,.
Diagonaliser A
1.2 1 1 11 1
2 7 7 Z 7
T R QrerS -2
7 i 2 L3 -2
Lr—L, 1 ! ! | |
= (1-2)0 5-2 & :(1—/1)<12—)L> (4—/1).
Ly—L, 0 0 I-2

la matrice A d’ordre 3 et admet trois valeurs propre distictes qui sont 1, % et 1, donc A est

diagonalisable.

X X
Ei={(xy2)ecR: Al y |=]|y =<(1,1,1)>.
Z Z
X [~
E, = (x,y,2) eRY: Al y =20 =< (1,0,—1) > .
b4 z
X | X
E%: (x,y,z2) €R¥: Al y =5l | =<(3,-8,3)>.
z b4
La matrice de passage P est égale a
1 1 3
p=(1 0 -8
1 -1 3
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D’autre part on a

| L8 11 | 8 6
detP 2 \ g 11 1 2\,
D’ou
1 0 0
D=P'AP={ 0 § 0
0 0 L

—
NS}

. 1 3 1 0 0 8 6 0
=5 -8 0 4 O 11 0 -11 22
1 -1 3 0 0 1 -2 22
13
o =14 =~ 1o
8
etdonc:vVneN v, = 14+ o =
13
W = A T

= Example 4.7

Soit le systeme des suites récurrentes suivant :

Upt+1 = 4u, + v, — 3wy,

V1 = —Un + 2V +wy 4.4)
Wit1 = 2wy,
avecuy = 1,vg=0etwy = —1.

Le systeme (4.4) s’écrit sous la forme matricielle

Upiy 4 1 -3 Uy
Vn+1 = -1 2 1 Vn
Wil 0 0 2 Wy
Uy 4 1 -3
Onpose X, =| v, |etA=| -1 2 1 . Donc on aura
Wn 0 0 2
Xni1 = AX,.
1. Déterminons le polynome caractéristique de A.
4—A 1 -3
PAA)=| -1 2-4 1 |=02-2)0B-21)~

0 0 2-2

Les valeurs propres de A sont les racines de P4(4), ce sont donc 2 (simple) et 3 (double). On
a P4 (1) est scindé donc A est trigonalisable.
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2. Déterminons les sous espaces propres

X 2x
Ey={ (xy2)eR’: Bl y | = 2
z 2z
On obtient le systeme
4x+y—3z=2x
—x+2y+z=2y Sx=z7=Yy
2z=12z
Donc
E ={(x,x,x); xeR}=<(1,1,1)>.
by 3x
Es=S (xy2)eR: al y | =1 3
Z 3z
On obtient le systeme
4x+y—3z=3x
—x+2y+z=3y & y=—x,z=0
2z=13z

Donc
E3={(x,—x,0); x€R}=<(1,-1,0)>.

et (1,—1,0) est libre donc forme une base de E3, alors dimE3 = 1 # dg(1) = 2 par conséquent
A n’est pas diagonalisable.

3. Complétons une base de E3 et déterminons P la matrice de passage.
le’ sous espace E3 est engendré par le vecteur vi = (1,—1,0). Pour compléter une base de
IR3, cherchons un vecteur v, = (x,y,z) vérifiant le systéme

(B—3L)vy =vy.

1 1 -3 X 1
-1 -1 1 y | =1 —1
0o 0 -1 b4 0
On obtient le systeme
x+y—-3z=1
—x—y+z=—1z=0x=1—y
—7z=0

On pose y=0, on obtient x = 1, donc v, = (1,0,0). Soit a, € R tels que o(1,0,0) +
B(1,—1,0) = (0,0,0), donc @ = =0, d’ou v; et v, forment une base de Ej3.
La matrice de passage P est égale a

1 1 1
P=|1 -1 0
1 0 O
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4. Calculons P~ et Déterminons la matrice sous la forme de Jordan J

On a detP = —1, donc P est inversible et

1 t t 0 O 1 0 0 1
Pl = (CoP)=~(0 -1 1 |=(0 -1 1
detP 11 -2 11 -2
D’ou
0 0 1 4 1 =3 1 1 1 200
J=pP'AP=|[ 0 -1 1 -1 2 1 1 =10 |=]0 31
1 1 =2 0 0 2 1 0 0 00 3
200 000
OnaJ=D+N,avecD = 0 3 0 JeteN=]| 0 O 1
00 3 000
J'" = (D+N)"
1
= C,‘;Nkafi:D”+nND"*1, (carNk:O,VkZZ)
i=0
2" 0 0 000 P 0
= 0 3 0 |+n| 0 0 1 0o 3! 0
0o 0 3" 000 0 0o 3!
20 0
= 0 3" n3!
0o 0 3"
D’ol
A" = PP
1 1 1 20 0 0 0 1
= |1 -10 0 3" n3! 0 —1I
1 0 0 0o 0 3" 1 1 =2
n3 430 p3nl 2n —2p3nl 3
= —n3l 3 p3nel gn_3ny 9 3n-l
0 0 on
Finalement la solution de (4.4) est
X, = A"Xo
n3"t43r g3t 233 1 (24n)3"—2"
= —n3" 1 3 —p3nt 2n—3n 42 3! 0 |=| 3n—(n+2)3"1-2"
0 0 on —1 —n
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5.1

Définitions de Stabilité

Soient f et g deux fonctions continliment différentiables
VR R A R (SR gy
ou /, J sont des intervalles réels. Considérons le systeéme d’équations aux différences

Xn+1 = f(xnvxn—la--'7xn—k7yn7yn—1""7yn—k)
Yn+1 = g(-xna-xn—la"~7-xn7k7yn7yn—17"'7yn7k)

ou I’l,k € N(), (x—kax—k-‘rl?" . ,X()) € Ik+1 et (y—kvy—k-l-h' .. ayO) € Jk+l-

Définissons la fonction
H: Ik+1 XJ](+1 1k+1 XJk+1

ar
’ HW) = (fo(W), i(W),.... (W), 80(W),g1(W),...,g(W))
avec
W= (uo,ul,...,uk,vo,vl,...,vk)T,
JoW) =fW), iAW) =uo, ..., fil(W) = g1,
go(W)=g(W),e1(W) =vo,...,8(W) =ve_1.
Posons,

T
W, = [xnaxn—la ceyXn—kyYny Yn—1s- -+ aynfk] .

Ainsi, le systeme (5.1) est équivalent au systeme

Wy =H(W,), n=0,1,...,

(5.1

(5.2)
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c’est a dire

( J—
Xn+1 = f(xrhxn*la"'7xn*kayn7yn*17"°ayn7k)
Xp = Xn
Xn—k+1 = Xn—k+1
Yn+1 = g(-xnaxn—lu"'7xn*k7yn7yn—l"'Mynfk)
Yn = Yn
Yn—k+1 = Yn—k+1

= Example 5.1
Soit le systeme d’équations aux différences

. 1+ yn
n+l1 —
1 _
Yn+1 = 1+x, -
le systeme (5.3) est équivalent au systéme
. 14y,
n+1 1 T x, o
Xp = Xn
Xn—1 = Xn—1
B 1
Yn+1 = 1_|_x"72
Yn = Yn
Yn—1= Yn—k+1

Définition 5.1.1
1. Un point (x;¥) est dit point d’équilibre pour le systeme (5.1) si
x = f('f?x? "'7x7y7y’ "'7?)’
y = g(x7x7 "'7~Y7y7y7 7?)
2. Unpoint W = (X,X,...,X,9,9, ...,y) € I¥' x J&1 est point d’équilibre du systeme (5.2) si
W=HW).

= Example 5.2
Soit le systeme d’équations aux différences

1
Xn+1 =
1+yn71
- | 5.4
Yn+1 = 1+x”_1

Trouver les ponits d’équilibres positives du systeme (5.4).
Soit (x,y) € RT x R™ un point d’équilibre du systemes (5.4), donc

o1

TI L —1+V5 . 1445
=X= =

o 2 2

YT itx
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—1+V5 —14V5
2 2 )

Le seul points d’équilibre positive du systeme (5.4) est <

Définition 5.1.2 Une solution {(x,,y,)};=" , du systéme (5.1) est dite éventuelleement pério-
dique de période p € Ny si

AN > —k;  Xpyp=Xn, Yntp = Yn-
Si N = —k, on dit que la solution est périodique de période p .

= Example 5.3

5.1.1 Stabilité des systemes d’équations aux différences non linéaires
Définition 5.1.3 Soient W un point d’équilibre du systeme (5.2) et || . || une norme, par exemple
la norme euclidienne.
1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque € > 0, il existe
6 > 0 tel que || Wy — W ||< & implique || W, — W ||< € pour n > 0.
2. Le point d’équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement
stable) s’il est stable et s’il existe ¥ > 0 tel que || Wo — W ||< y implique

| Wy —W || 0, n — oo,

3. Le point d’équilibre W est dit globalement attractif (respectivement globalement attractif
de bassin d’attraction I’ensemble G C I**! x J¥*1)_si pour chaque W, (respectivement
pour chaque Wy € G)

| Wy =W ||—= 0, n — +oo.

4. Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement
globalement asymptotiquement stable par rapport a G) si est localement stable, et si pour
chaque W, (respectivement pour chaque Wy € G),

| W, =W ||=0,n — +oo.

5. Le point d’équilibre W est dit instable s’il n’est pas localement stable.

11 est claire que (%,y) € I x J est un point d’équilibre du systéme (5.1) si et seulement si
W= (%,X,...,%,9,7,...,y) € 1 x J&*1 est un point d’équilibre du systéme (5.2).

Définition 5.1.4 On appelle systeéme linéaire associée au systeme (5.2) autour du point d’équi-
libre

le systteme
Wys1 =AW, n=0,1,...
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ol A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre W, donnée par

- o iy 2 (W o w7\ Ty 2 (T oo (T7) T
3%,2@ 3*5‘;@ gfifg@ ﬁ@ 3*{‘:@ ?i‘z@
(W) GEW) ... GHW) FEW) FW) .. FEW)
a—a—"a—.a—:a— a—
A g%g@ 3-7’&@) g%@ :fk@ ?ﬁ@ gf{;@
qe W) Ga(W) . GRON) GW) (W 2 ")
GLW) W) . W) W) W) .. W)
8*8*8*8*8*8*

| GE(W) GE(W) ... GE(W) (W) FEW) ... FEW) |

m Example 5.4 Trouvez le systeme linéaire associé au systeme (5.4), autour du paint d’équilibre

potitive (_1%6, _1%6 )
le systeme (5.4) est équivalent au systeme
1
X, =
o L4 yn—1
Xy = Xp
B 1
Yn+1 = 1 Tx,
Yn = Yn

le systéme linéaire associé au systéme (5.4), autour du point d’équilibre potitive W est donnée par

Wn-‘rl:AWn

avec
ofo dfo 9fo If
dx dy dz ot
ofi o df N

_ dx dy dz ot
A7 9% 9z de dz |

dx dy dz ot
de1 dg1 dgi da
dx dy dz ot
W, = (”navnvwnyzn)

et

fO: (07+°°)4 —>(0’+°°)

aa’t —
(x,5,2,1) T4

fi: (0,40)* —(0,400)
('x?y?Z’t) '_>x
g0: (0,400)* — (0,4o0)

X, y,2,t) — ——
(x,,2,1) Ty
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81° (07+°°)4 —>(07+°°)
(xa))7zat) —Z

Donc

&
+
S

(=)
- o O O

oS O = O
|
w
+
S
S O O

5.1.2 Stabilité par linéarisation

Théoréme 5.1.1
1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unité ouvert
|A] < 1, alors le point d’équilibre W du systéme (5.2) est localement asymptotiquement
stable.
2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur a un,
alors le point d’équilibre W du systeme (5.2) est instable.

m Example 5.5 Monter que point d’équilibre potitive du systemes (5.4) est localemnet asymptoti-
quement stable.

D’aprés I’exemple (5.4), le systeme linéaire associé au systeme (5.4), autour du point d’équilibre
potitive W est donnée par

Wi = AW,
avec
S
A0 =8 0 o
0 0 1 0
Ona

2 2
det(A—?LI4):(1) A0 0 :14—<_3+\6>.

0 0 1 —A

Les valeurs propres de la matrice de Jacobie A sont

e R N T

OnalA| <1, i=1,...,4. donc d’aprés le Théoreme (5.1.1), le point d’équilibre positive du
systeme (5.4) est localemnet asymptotiquement stable. "
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5.2 Exercices

Exercice 5.1 Soit le systeme d’équations aux différences

1
Xn+1 =
Hh (5.5)
Y+l = m
avec xg,yo > 0.
1. Trouver le point d’équilbre positive du systeme (5.5).
2. Déterminer le systeme linéaire associé au systeme (5.5).
3. Monter que le systeme (5.5) est asymptotiquement stable.
n
Solution -
Exercice 5.2
Soit le systeme d’équations aux différences
Xn+1 = el
Yorl = OYn ’
" B+
avec xo,yo € [0,+oo[ et o, 3,7 > 0.
1. Trouver les points d’équilibres positives du systeme (5.6).
2. Supposon que & < 3. Montrer que le systeme (5.6) est globalement stable.
[ |
Solution -
Exercice 5.3
Soit le systeme d’équations aux différences
! ! >0 (5.7)
X = — = n . o
n+1 l_yn7 Yn+1 1_Xn7 -

avec xo,yo € R—{1}.
1. Montrer que la solution {x,,y, },>_1 du systeme (5.7) est périodique de période 3.
2. Déduire la forme explisite de la solution du systeme (5.7).

Solution -

1. Montrons que la solution {x,,y,},>_1 est périodique de période 6 :
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De (5.7)on a
(-xn+2: ! :xn_l 'y — 1 :yn_l
- lymrl A T Yn
Xnt3 = 1 — ynin =Yn Yn+3 lfx,,irz = 4n .
Xpt4 = 1 Ynt+4 = 1 = 1
Yn Yn+5 =D
_ s = =
s 1— %’n+4 Yn 1= X4 Xn
e — Ynt5 o ' T=xups

Donc {x,, v, }n>0 est périodique de période 6.
2. Déduirons la forme de la solution : La forme de la solution de (5.7) est

Xon = X0 Yon = Y0
1 1
X = ==
6n+1 1—yo Yén+1 1—x
X0 — 1 Yo —
Xon+2 = Yon+2 =
X0 n>0
Xon+3 = Y0 Yén+3 = X0
1 1
Xon+4 = Yon+4 =
1—x 1—yo
Yo — ? xo— 1
Xon+5 = Yén+s5 =
Yo
Exercice 5.4
Soit le systeme d’équations aux différences
b? by
Yoyl =—>5, Ynil=——, n=>0. (5.8)
XnYn Xn + Yn—1

avec xp,X—1,v0,y—1 > 0,0 > 0.
1. Montrer que la solution {x,,y, },>—_1 du systeme (5.8) est périodique de période 3.
2. Déduire la forme explisite de la solution du systeme (5.8).

Solution -
1. Montrons que la solution {x,,y,},>_1 est périodique de période 3 :
2. Déduirons la forme explisite de la solution :

Exercice 5.5
Soit le systeme d’équation aux différences

_a _ by
Xn+1 = 79 Yn+1 = )
XnYn Xn—1Yn—1

n>0 (5.9)

avec x_1,y_1,X0,Y0 > 0,b>0eta=b>.
1. Montrer que la solution du systeme (5.9) est éventulement périodique de période p
(déterminé la valeur de p).
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I 2. Déduire la forme de solution du systeme (5.9).

Solution -
1. Montrons que la solution {x,,y, },>_1 est éventulement périodique :
De (59)on a
N a _ XnYnXn—1Yn—1 byni1 a
n+1Yy1 XnYn XnXn—1Yn—1
X = 761 = X, byn+2
n+3 X 2 n Yn3 = —————— = Xp
n+2Yn42 Xn+1Yn+1

Donc {xp, yu }n>0 est éventulement périodique de période 3.
2. Déduirons la forme de la solution :
La forme de la solution de (5.9) est

X3, = X0 Y3n =)0
N a byo
bl = 5 Yan+1 = >
XY " X_1y—1 nz0
X _ X0YoX—1Y—1 e a
3n+2 b n+ XoX_1Y_1
Exercice 5.6
Soit le systeme d’équation aux différences
1 y
Xntl=—, Ynp1=———, n>0 (5.10)
Yn Xn—1Yn—1

avec les valeurs initiales x_1,y_1,xg et yo sont des nombres réels non nulles.

1. Montrer que la solution du systeme (5.10) est éventulement périodique de période p
(déterminé la valeur de p).

2. Déduire la forme de solution du systeme (5.10).

3. Ecrire le programme Matlab pour tracer la solution de (5.10) dans le cas x_; = %,xo =
2,y0 = 1,y_1 = 6 et tracer un graph approximatif de la solution de (5.10).

Solution -
1. Montrons que la solution du systeme (5.10) est périodique de période p
On a
Xn—1Yn—1 1

Xp2 = —" > Ynt2 = ———
Yn xlnxn—lyn—l

Xn43 = XnXn—1Yn—1, Yni+3 = —

Xy

Xn4-4 = Xn, Yn+4 = Yn

Donc {(x,,y,)}5__, est éventuellemnet périodique de période p = 4.
2. Déduirons la forme de solution du systeme (5.10) :

(X4n,Y4n) = (x0,)0)
(Xdnt1,Vans1) = <1 Y0 >
n+1yY4n+ y(),x—l))—l
X_1y-1 1
(X4n12:Yant2) = ( , )
Yo X0X—-1Y—-1

1
(X4n+3,}’4n+3) = X0X—-1y—-1, —
X0
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pour tous n > 0.
3. Programme Matlab pour tracer la solution de (5.10) :

Exercice 5.7
Soit le systeme d’équation aux différences

1 1
Xntl = » o Ynil = ;, n=0 (.11

n—1 n—1

avec x_1,y_1,X0,yo > 0.

1. Montrer que la solution du systeme (5.11) est périodique de période p (déterminé la valeur
de p).

2. Déduire la forme de solution du systeme (5.11).

3. Tracez un graphe approximatif du systéme (5.11) avec les valeues initiales x| =2,y_;| =
1,x0=3,y0=1.5.

Solution -
1. Montrons que la solution {x,,y,},>_1 est périodique de période p :
De (5.7) on a
1
Knt2 = 77 Yni+2 = i
nl xn
_ 1
Xn+3 = )’nl—i-l = Xn—1 Yn43 = x,,+11 = In-1
= = Yn+d4 = =Y
Xn+4 Yura Xn " Xn+2 !

Donc {xp, yu }n>0 est périodique de période p=4.
2. Déduirons la forme de la solution : La forme de la solution de (5.11) est

r

Xan = X0 Y4an = Y0

1 1
Xdn+1 = yf Yan+1 = 7

1 1

1 1 nz0
Xan+2 = — Yan+2 = —

0 X0
X4p4+3 = X—1 (Vdn+3 = Y-1-

3. Tracons un graphe approximatif du systéme (5.11)

Exercice 5.8

Soit le systeme d’équation aux différences

_ o _ By
Xn+1 = 29 Yn+1 = 5
XnYn Xn—1Yn—1

neN (5.12)

ol x_1,y_1,X0,Y0,a et B sont des nombres réels strictement positifs.
1. Montrer que la solution du systeme (5.12) est unique.

2. Le systeme (5.1) admet-il-des points d’équilibres ?

3. Montrer que pour toute solution (x,,y,),>—1 du (5.12), alors

2

o
Xn+3 = Exn; Yni+3 = Eyny n>1.
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4. a) Donner une condition nécéssaire et suffisante pour que la solution du systeme (5.12)
est périodique de période 3.
b) Donner la forme explicite de la solution danss ce cas.
5. Donner la forme explicite de la solution du (5.12) lorsque la solution n’est pas éventuelle-
ment périodique.

Solution -
1. Montrons que la solution du systeme (5.12) est unique :
Soit (X, Yn)n>n, une solution du systéme (5.12) avec les conditions initilaes, alors

_a _ By
Xntl = 55 Yntl =
XnYn Xn—1Yn—1

Supposons que (X,,, Y, )n>n, une autre solution du systeme (5.12) avec les conditions initilaes

, alors
> o g Byn
Antl = == Yn+l = =
XnYn Xn—1Yn—1
donc
(Xn,n) = (Xn,¥n), pourn=—1,0.
Et comme B
3 % = Byn
Xntl = == Yntl = =
XnYn Xn—1Yn—1

on obtient que
(x1,31) = (¥1,51)
De méme on obtient
(Xn,¥n) = (XnsYn),  pourn=2,3,...
Alors
(xmyn) - (fmyn), pour n > 0.

Par conséquent on a I’unisité de solution de 1’équation (5.12) avec les conditions initiales
(2.2).
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2. Soit (%,y) un point d’équilibre du (5.12), donc

Les points d’équilibres exists si et seulement si B2 = a.

3. Ona
2 .2 2
_ o _ X1 -1 Byt B
Xnt2 = > = B2 Yn+2 = =
Xn+1Y,41 XnYn XnXn—1Yn—1
0" a _ Bya B
n+3 = 2 [32 n Yn43 = =—Yn
Xn+2Y, 10 Xn+1Yn+1 o

4. a) Une condition nécéssaire et suffisante pour que la solution du systeme (5.12) est pério-
dique de période 3 est B2 = a.
b) La forme explicite de la solution dans ce cas est

X3p = X0 Y3n =)0
@ By
_ 0
X3p+l = — 5 ] =
xo)’g ) Yant X_1y-1 n=>0
_xoe B
X3n2 = ) V342 = —————
B XoX_1y—1

5. La forme explicite de la solution du (5.12) lorsque la solution n’est pas éventuellement

périodique.
a 2
On aXpi3 = Exn, Ynt+3 = Ey"’ n>1, donc

a\” 2\
(e ()
f a\" a 0‘[32 " Byo
3n+1 ([32) Xoy2 Yan+1 ( p > P nz
(e oty (B P
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