Centire universitaire Abedelhafid Boussouf - Mila
Institut des sciences et technologie

Départeme

nt de mathématiques et informatique

1er année Master : Intelligence artificielle et ses applications — Année: 2023-2024
Matiére : Modélisation et Simulation
Responsable de la matiére : Dr. Sadek Benhammada

Table de matieres

Lois de probabilites thEOTIQUES .......c.civveiiiiicii e 2

1 Théorie de probabilites @ FAPPE .......co i e 2
1.1 UNIVELS, BVENEIMENTS. .. euiivieiieieie ittt sttt st e ettt b bt be st e b e be st e s be s bt b e e st e se e b e b e abenbesbeebeeneeneenens 2
1.2 ESPace ProbabiliSE ... bbb 3
1.3 Variable aléatoire rEelle...........ooiiiiii s 3
1.4  Loi de probabilité d’une variable al€atoire..........cccovrviiiiiiiiiiiicii s 4
1.5 Espérance, variance, écart-type (expected value, variance and standard deviation)....................... 4
1.6 Fonction de répartition, fonction de masse, fonction de densité ...........ccccevveveveicii s, 5
1.6.1 Fonction de répartition (Cumulative distribution function : CDF).....cccccoceviiiriiieeeiee e 5
1.6.2 Fonction de masse et (Probability mass function : PMF) ..ot 5
1.6.3 Fonction de densité de probabilité (Probability density functions : PDF) .......ccccvvvceriiieencieeeceeesieens 5

2 Quelques lois de probabilites dISCIEIES .........ciiiiiiiieirere e 6
2.1 LI d& BEIMOUII.....eiviiiieiieie ettt ettt bbbt 6
2.2 LOLdE DINOMIAIE........eoiiie et st e et e st e et esreenreeneenreenne e 6
0 B o1 I (=00 T=To 4] o U= SRS 7
S o T o[-0 oo 11 o USRS 8

3 Quelques lois de probabilitES CONTINUES..........cviiiieiiieiesiee e 9
T8 A o T 0 T {01 USSR 9
3.2 LOI INOIMAIE.....ceicecee e ettt b e bbbt b et st b et b e e 9
3.3 L0T LOG-NOIMAIE ... bbbttt bbbt 10
3.4 L0 EXPONENTIEIIE ...ttt et e e e r e re e ereereenes 11
3.5 LOT EFIANG .ttt bbb bbbt 13
TG 0TI =T - NPT 14
3.7 LT THANGUIAITE ...ttt bbbttt 16
3.8 L0 A& WEIDUIL ...ttt sttt nes 17

4 Applications des 10is de probabilites ..o e 18

1

C.U Mila — 1" année Master I2A — Modélisation & Simulation — 2023-2024 - Resp. : Dr. Sadek Benhammada



Lois de probabilités théoriques

1 Théorie de probabilités : rappel

1.1 Univers, événements

Définition 1. En probabilité, on appelle univers (Sample space), noté Q, I'ensemble de tous les résultats
possibles d'une expérience aléatoire.

Les éléments w de I’ensemble Q sont appelés des évenements élémentaires

Exemples
— Lelancerd’undé: Q = {1,2,3,4,5,6}

— Lelancer de deux dés : Q = {(1,1), (1,2), ..., (6,5), (6,6)}, ensemble des couples formeés par les deux
chiffres (avec ordre)

Définition 2.
On appelle événement (event) tout sous-ensemble de Q.

On dira qu’un événement A est réalisé lorsque 1’événement élémentaire w effectivement réalisée est un
élément de A, c¢’est-a-dire lorsque w € A.

Exemple : lancer d'un dé a six faces
. 0 ={12345,6}

* Les éveénements A, B, C:

A: Obtenir un six A=1{6}
B: Obtenir un nombre pair | B = {2,4,6}
C: Obtenirunnombre >4 | C = {4,5,6}

Définition 3. L’ensemble de tous les sous-ensembles possibles de  est appelé ’ensemble des parties de Q et
est noté P (Q).
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Terminologie des événements aléatoires

Evénement = sous-ensemble de £, élément de P(Q2).

Langage probabiliste Notation Langage ensembliste
issue ou résultat w (€ Q) élément de Q2
événement A ACQ partie de {2
A estréalisé weA appartenance
événement contraire (non A) Z — Q\A complémentaire
AetB ANB intersection
Aou B AUB union
évenements incompatibles ANB=10 disjoints
A implique B ACB inclusion
événement impossible 1] ensemble vide
evénement certain Q partie maximale
systéme complet Aq, ..., A, Q= UA; partition

1.2 Espace probabilisé
Un espace probabilisé ou espace de probabilité est un triplet (22, F, P):

— : L’univers (L’ensemble de tous les résultats possibles)
— F:Un espace d’éveénements: F < P (L)
— Une application de probabilité P: A — [0,1], tel que P(2) = 1.

1.3 Variable aléatoire réelle
Définition 3. Soit (Q, F, P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire réelle X est une fonction définie sur
ununivers 2 etavaleurdans R: X:Q - R.

Ainsi, une variable aléatoire X associe une valeur numérique X(w) a chaque résultat possible w de
I'expérience.
Le caractere aléatoire vient du fait que nous avons une expérience aléatoire (avec des probabilités décrites par
la fonction de probabilité ).
L'ensemble des valeurs qu’une variable aléatoire X peut prendre s'appelle le support et on le note Sy.
Exemple : Soit I'expérience aléatoire : "On lance un dé a six faces et on regarde le résultat.
Q=1{1234S-5,6)}

On considere le jeu suivant :

» Si le résultat est pair, on gagne 20 DA

» Silerésultat est 1, on gagne 30 DA

» Silerésultat est 3 ou 5, on perd 40 DA

On a défini ainsi une variable aleéatoire X sur Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6} qui peut prendre les valeurs 20, 30 ou
-40 (Syx = {20,30,40 }):

X(1) = 30
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X(2) = 20 we |1 |2 |3 |4 |5 |s

X(3) = —40 X(w) [ 30|20 |-40 [ 20 | -40 | 20
X(4) = 20

X(5) = —40

X(6) = 20

1.4 Loi de probabilité d’'une variable aléatoire
Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q et prenant les valeurs x;, x5, ..., X,.
La loi de probabilité de X associe a toute valeur x; de X la probabilité P(X = x;).
Exemple : Le lancer d’un dé : Q = {1,2,3,4,5,6}
— Chaque issue du lancer de de est équiprobable et égale a% . VweQ, P(w) = %

— On considére la variable aléatoire X définie dans I'exemple précédent.
1

— P(X=20)=-+-+-=-
~ P(X=30)=

~ P(X=—40)=+-=

— Tableau de la loi de probabilité de la variable aléatoire X:

AR

x; 40 |20 |30
PX =x) | 1/3|1/2 | 1/6

1.5 Espérance, variance, écart-type (expected value, variance and standard

deviation)
Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q et prenant les valeurs x, x,, ..., X,.
La loi de probabilité de X associe a toute valeur x; de X la probabilité P(X = x;) = p;.

— L'espérance mathématique (expected value ) de la loi de probabilité de X est :
n
EX) = Zpixi =Pp1X1 t P2Xp + o+ Xy
i=1
— Lavariance (variance) de la loi de probabilité de X est :
n

2 2 2 2
Var(X) = Z pi(xi - E(X)) = P1(x1 - E(X)) + Pz(xz - E(X)) + et pn(xn - E(X))
i=1
— L'écart-type (standard deviation ) de la loi de probabilité de X est :

o(X) =4/ Var(X)

Exemple :

PX =x) | 1/3|1/2 | 1/6

E(x) En L (C40) + 2 x (20) + 2 x (30) = =2
= 1 Pixi =3 2 6 6
l:
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| 10\ 1 10\?

n

2 1 10

Var(X) = Zpl-(xl- —E(x)) = 3% (—40 — ?) +5 X (20 - ?) +2x (30 — ?) ~ 880,55
=

a(X) = /Var(X) = /880,55 = 29,7

1.6 Fonction de répartition, fonction de masse, fonction de densité

1.6.1 Fonction de répartition (Cumulative distribution function : CDF)

Soit une variable aléatoire X: Q — R sur (Q, F), on appelle fonction de répartition de X la fonction Fy : R —
[0, 1] définie pour tout x € R par:

Fx(x) = P(] —o,x]) = P(X < x).

La fonction de répartition d’une v.a. X satisfait les propriétés suivantes :

— Pourtoutx € R,0 < Fy(x) < 1.

- xl_llr_nOo Fx(x) =0, xginm Fy(x)=1

— Fyx est une fonction croissante: Pour toute paire de valeurs x; < xy,0n a Fx(x;) < Fx(x;)

Il existe deux principaux types de variables aléatoires utilisées en pratique : les variables aléatoires discrétes
et les variables aléatoires continues.

Une variable aléatoire X est dite discrete si elle ne prend que des valeurs de type entier dans une liste finie
X1, X2, -, X OU UNeE liste infinie x4, x5, ...

Une variable aléatoire X continue peut prendre n'importe quelle valeur réelle dans un intervalle.

1.6.2 Fonction de masse et (Probability mass function : PMF)

La fonction de masse de probabilité (PMF) d'une v.a. discrete X est la fonction pyx: R — [0,1] définit par
px(x) = P(X = x).

1.6.3 Fonction de densité de probabilité (Probability density functions : PDF)

Pour un v.a. continu X avec une fonction de répartition F, la fonction de densité de probabilité (PDF) de X est
la dérivée f de F, donnée par f(x) = F'(x).

La fonction de répartition de X est donc :
X
F(x) =f f(t)dt
Définition : Mode
En probabilités et statistiques, le mode d'une distribution est la valeur qui a la plus grande probabilité

d'occurrence dans le cas de données discréetes, ou la valeur pour laquelle la fonction de densité de probabilité
atteint son maximum dans le cas de données continues.
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= Soit X une variable aléatoire discrete prenant les valeurs x;, x,..., x; avec les probabilités
correspondante P(X = x;), P(X = x3), ..., P(X = x,,). Le mode M est la ou les valeurs pour lesquelles

la probabilité est maximale:

= Soit X une variable aléatoire continue avec la fonction de densité de probabilité f(x). Le mode M est
la ou les valeurs pour lesquelles la fonction de densité de probabilité atteint son maximum:

M = {xi, |P(X =x;) = P(X = xj) pour tout j = 1,2, ...,k}

M = {x| f(x) = f(y) pour tout y dans le support de X}

2 Quelques lois de probabilités discretes

2.1 Loide Bernoulli

Une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de parametre p, si elle ne prend que deux valeurs : 1 pour «

succes », 0 pour « échec », avec: P(X =1) =petP(X=0)=1—-p=gq,0up € [0,1].

Notation X ~ Bern(p).
Parametres p€[01]
q=1-p
Support Sy = {0,1}
p sik=1
Fonction de masse (PMF) P(k) = {1 —p sik=0
0 autrement
0 sik<O
Fonction de répartition (CDF) | F(k) = P(X < k) = {q si0<k<1
1 sik>1
Espérance E(X)=0p
Variance Var(X) = pq

2.2 Loide binomiale

Soient n expériences indépendants de Bernoulli, chacune avec la méme probabilité de succes p. La variable
X qui représente le nombre de succeés obtenus est appelée variable aléatoire binomiale de paramétres n et p.

On écrit X ~ Bin(n, p).

Tableau 1 Loi Bernoulli

Notation X ~ Bin(n,p).
Parametres neN

p €[01]
Support k € Sy ={0,...,n}

Fonction de masse (PMF)

__n k ,n—k
P(k) = k!(n—k)!p q"

Lk

n! S
Fonction de répartition (CDF) F(lk)=PX <k) = Z i'(n— l-)!pl o
i=1
| k] est la partie entiere de k
Espérance E(X) =np
Variance Var(X) = npq

Tableau 2. Loi de binomiale
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Figure 1. Fonction de masse (& gauche) et fonction de répartition (b) de la loi binomiale

2.3 Loide géométrique

Soit une suite infinie d’épreuves de Bernoulli indépendantes avec la méme probabilité de succés p € [0,1] .
La variable aléatoire X qui donne le nombre d’ épreuves nécessaires pour obtenir un premier succes est appelée
variable aléatoire géométrique.

Notation X ~ Geom (p)
Parametres p € [0,1]
Support keSy=1{123,..}

Fonction de masse (PMF)

P(k)=(1-p)p

Fonction de répartition (CDF)

F(k)=PX<k)=1-(1-p)*

1
Espérance E(X)=-
p
. —p
Variance Var(X) = —;
Tableau 3. Loi géométrique
1 A, 3 —
p=02 0.9 4[—’—'
* p=05
08 * p=08 0.8 -
0.7
0.6
0.6
0.4~ 0.5 —
0.4
0.2+ -p=02
0.3 —p=0.5
—p=0.8
0 0.2} —
0 2 4 6 8 10
2 4 6 8 10

Figure 2. Fonction de masse (a gauche) et fonction de répartition (& droite) de la loi géométrique
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2.4 Loide Poisson
On dit qu'une variable aléatoire discréte X suit la loi de Poisson de parametre A > 0 si I’ensemble des valeurs

. e~4k
possiblesest Sy = N, et Vk € N,P(X = k) =

x!

Notation X ~PA)

Parametres A €10, +oo]

Support keSy,=N={0123,..}
YL

k)=P(X=k) ==

Fonction de masse (PMF) f &) ( ) =73

Espérance EX)=2

Variance Var(X) = 4

Tableau 4. Loi de Poisson

P(X 2k)

Figure 3. Fonction de masse (a gauche) et fonction de répartition (a droite) de la loi de Poisson

La loi de Poisson exprime la probabilité gu'un nombre donné d' événements se produisent dans un intervalle
de temps ou d' espace fixe si ces événements se produisent avec un taux moyen A constant et indépendamment
du temps écoulé depuis la dernier événement.

Exemple : Dans une banque les clients arrivent a une fréquence moyenne de 10 par heure. Quelle est la
probabilité qu’il y ait plus de 2 clients en 10 min ?

Solution : Si on suppose que les clients arrivent indépendamment les uns des autres et que la moyenne est
constante, la variable aléatoire X qui donne le nombre de clients en 10 min suit une loi P(4), ou A est le
nombre moyen de clients qui arriventen 10 min. X ~ P (4)

10_ 10
1—10*5— P

PX>2)=1-PX<2)=1-(PX=0)+PX=1)+P(X=2))
=1-(fO)+f D) +f(2)

~10/6 0 -10/6 1 ,-10/6 2
=1_<e (10/6)° , e71°/°(10/6)" | e71*/°(10/6) )

0! 1! 2!
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3 Quelques lois de probabilités continues

3.1 Loi uniforme
On dit qu'une variable aléatoire continue U suit une loi uniforme sur l'intervalle [a, b] s’il uniformément
distribuée sur I’intervalle [a, b].

La fonction de densité est donnée par: f(x) = ﬁ

Notation U ~ Unif(a,b)
Parametres —o<a<b<+o
Support x € [a, b]
Fonction de densité (PDF 1
( ) flk) = h—ua
Fonction de répartition (CDF k—a
P (CDF) FIO=PX<l)=7— a<k<bh
Espérance b—a
g ) =~
Variance b—a)?
Var(X) = %
Mode Toutes les valeurs dans [a, b]
Tableau 5. Loi uniforme
2.00 a=0b=1 - e 1.00 _- ‘a'=0 b=1
- — — a=0.75b=1.25 l — — a=0.75b=125 /.
......... 3=0.25b=1.5 I 0.80 - cereveees 3=0.25 b=15 /
1.50 - |
| | 0.60 //
N : .................... | 0.40 .
0.50 - | i /
| | 0.20 /
0.00 : — J . I 000 — /
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 15

Figure 4. Fonction de densité (a gauche) et fonction de répartition (a droite) de la loi uniforme

Exemple :Soit U une variable aléatoire continue qui suit une la uniforme sur I’intervalle [0,1]

U~ U(0,1)

La fonction de densité de U est donnée par: f(x) =1

La fonction de répartitionde U : F(x) = P(U <x) =x

L’esperance : E(X) = 1/2

La variance: Var(X) = %

3.2 Loi Normale

On dit qu'une variable aléatoire continue X suit une loi normale ou une distribution gaussienne d’espérance

u et de variance o2 si X admet comme fonction de densité définit par:
9
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) = —=e T o< x <+
X) = e g , —00 X (00}

ovV2n
Notation X ~ No?)
Parametres W,
Support x €ER

_ 1wy
Fonction de densité (PDF) flx) = ame 2
. s * * 1 _l(ﬂ)z
Fonction de répartition (CDF) | F(x) = P(X <x) = f f)dt = f e 2o/ dt
—oo —wOV2T

Espérance E(X)=p
Variance Var(X) = ¢?
Mode U

Tableau 6. Loi normale

Le cas le plus simple d'une distribution normale est connu sous le nom de distribution normale standard,
notée X ~ N(0,1). Il s'agit d'une distribution moyenne u = 0 et d’écart-type ¢ = 1. La fonction de densité
de la loi normale standard est :

x2

e
f(x)=ﬁ

L p=o0, 02=0.2, m—
=0, 07=1.0, m—
08 ,

=0, 0?=50, =
F H=-2, 0?=0.5, =——

7~ 06
— 2
& o4

02

00

Figure 5. Fonction de densité (& gauche)et fonction de répartition (a droite)de la loi normale

3.3 Loi Log-normale
On dit qu'une variable aléatoire continue X suit une loi log-normale de parametres p et ¢2 si la variable Y =
In (X) suit une loi normale d'espérance p et de variance o2:

1 o _%(ﬂ

2
a),—00<x<+00

fG) =

o

10
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Notation X ~ Log — N (u,02)
Parametres W, o2
Support x ER
1 (G (X)—u)z)
f(x) = e\ 207

Fonction de densité (PDF)

oV2an

Fonction de répartition (CDF)

F(x)=P(X<x)= fx f(t)dt

-I.

1
oV2an

2072

e(_(ln (t)—u)z)dt

2
Espérance E(X) = e(“J’%)
Variance Var(X) = (e"2 - 1)e2“+"2
Mode eh=o”

Tableau 7. Loi log-normale

—o=10
— 0=3/2
o=1

o=1/2
— o=1/4
— o=1/8

Lo T T
08
0.6

0.4

0.2

00l

2.5

3.0 0.0

Figure 6. Fonction de densité (a gauche) et fonction de répartition (a droite) de la loi Log-normale

3.4 Loi exponentielle

On dit gu'une variable aléatoire continue X suit une loi exponentielle de parametres A si X admet comme
fonction de densité de probabilité donnée par:

f(x) = Ae™?*:
Notation X ~ Exp(Q)
Parametres A>0
Support x € [0, 0]
Fonction de densité (PDF) (x) = Ae™™*

Fonction de répartition (CDF)

Fx)=PX<x)=1—-e*

A 1
Espérance E(X) = =
Variance 1

Var(X) = ﬁ
Mode 0

Tableau 8. Loi exponentielle
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1.5
1.4
1.3 F
1.2
L1

] L
0.9 F
08 |
0.7
0.6
0.5
04 F
03
02 F
0.1}
0

1
0.9
08
0.7
0.6
0.5
04
03
02

0.1 |

0 ! 2 3 4 s 9% | 2 3 ! 5
Figure 7. Fonction de densité (& gauche) et fonction de répartition (a droite) de la loi exponentielle

Remarques :

= Laloi exponentielle donne le temps d’attente avant un événement lorsque le processus est régi par une
loi de Poisson, c.a.d, un processus dans lequel les événements se produisent de maniere continue et
indépendante & un taux moyen constant.

= Dans le cas de la loi de Poisson la variable aléatoire est le nombre d’événements tandis que dans la loi
exponentielle c’est le temps temps entre les événements.

= Laloiexponentielle est souvent utilisée pour modéliser des événements qui ont un taux moyen constant
et sans mémoire. Voici quelques-unes des applications courantes de la loi exponentielle :

— Analyse de fiabilité : la loi exponentielle est utilisee pour modéliser la durée de vie d'un composant
électronique, d'un équipement ou d'un systeme, ce qui permet de prendre des décisions concernant la
maintenance, la garantie, etc.

— Temps d'interarrivée : Dans les files d'attente, la loi exponentielle est utilisée pour modéliser les temps
d'interarrivée d'événements dans divers domaines tels que : les centres d’appels, les réseaux de
télecommunications, le traffic aérien, etc.

— Temps de service : Dans les files d'attente, la loi exponentielle est utilisée aussi pour modéliser les
temps de service des clients.

Exemple 1: Dans une banque les clients arrivent a une fréquence moyenne de 10 par heure. Quelle est la
probabilité qu’un client arrive dans 5 minutes ?

Solution:

Soit X la variable aléatoire qui donne la durée avant 1’arrivée d’un client

1

X suit une loi exponentielle de parameétre 4 = £ =1/6

1
PX<5) =1—-¢>%~0,5
12
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Exemple 2: Une montre digitale a une durée de vie moyenne de 100000 heures. Quelle est la probabilité
qu’elle ne fonctionne plus apres 5 ans ?

Solution :
Soit X la variable aléatoire qui donne la durée de vie en années d’une montre digitale.

E(X) = 100000/365,25/24 = 11.408 ans

X suit une loi exponentielle de paramétre 4 = 208

1
P(X<5)=1-e 148 ~ 0,355

3.5 LoiErlang
On dit qu'une variable aléatoire continue X suit une loi Erlang de parametres k et 6
si X admet comme fonction de densité de probabilité donnée par:

k=1 g-2x
Notation Erlang (k,A)
ke{1,23,..}
Parametres 1>0 )
alternatif: 6 ==
Support x € [0,00[

Akxk_le_)‘x

Fonction de densité (PDF) fO) ===

k-1
Fonction de répartition (CDF) | F(x) = P(X <x)=1—e™ Z Ax™/n!

=0
Esperance E(X) = %
: k
Variance Var(X) = 7
Mode E
A

Tableau 9. Loi Erlang
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Figure 8. Fonction de densité (& gauche) et fonction de répartition (a gauche) droite de la loi Erlang

Remarques :

3.6

Une variable aléatoire X ~ Erlang (k,A) est définie comme la somme de k variables aléatoires
exponentielles indépendantes et identiquement distribuées (11D) X = Y. Y; ~ Exp (1).
Si k = 1, X devient une variable aléatoire exponentielle de parameétre A.

La loi d'Erlang est plus flexible que la loi exponentielle en termes de distribution de probabilites.

La loi Erlang est largement utilisée pour la modélisation des processus d'arrivee et de service dans
les files d’attente.

Loi Beta

On dit qu'une variable aléatoire continue X suit une loi Beta de parametres a et 8 si X admet comme fonction
de densité de probabilité donnee par:

x*1(1 — x)F1
feo) = {Jo wet - whidu

six € [0,1]

0 sinon
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Notation X ~ Beta (a,p)
a>0
Parametr
arametres B>0
Support x € [0,1]
0 x* (1 —x)B-1
. " xX) =
Fonction de densite (PDF) f [Hue-1(1 — w)p-1du
0
Espé E(X) = —
sperance EY
Vari Var(X) ap
ariance ar =
(@+p)(a+p+1)
a—1
Mode w52 Pour a,f>1
Tableau 10. Loi Beta
26 T T 1 T T
24 i o B— loo | 02852 —
22T a=1p=3 — '03.33'%2;_
2} wsipsi — 1 [ w=2p=5 —
1.8 | 407
16 106 }
14} T 1
05 F
1.2 f 4
Ir 104 F
08 103 }
06 | E 02 b
04 H E
02 Joa f
0 . e . . . . . 0 — . . . . . . . .
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Figure 9. Fonction de densité (a gauche) et fonction de répartition (a droite) de la loi Beta
Remarques

= Un distribution béta standard X ~ Beta (a,f8) est défini sur I’intervalle [0, 1]. Une variable aléatoire
beta défini sur une plage générale [a, b] : Y ~ Beta («, B, a, b) peut étre obtenue a partir de X comme
suit :

Y=a+ (- a)X

= En fonction des valeurs de a et 3, la distribution béta peut présenter différentes formes :

Sia = f =1, alors la loi béta se réduit a une distribution uniforme sur l'intervalle [0,1].

Sia>1et B> 1, ladistribution est en cloche, avec une densité maximale au centre de l'intervalle.
Sia = f > 1, ladistribution sera symétrique.

Sia <1et f <1, ladistribution est en forme de U avec une densité maximale prés des extrémités de
l'intervalle O et 1. Si @« = B < 1, la distribution sera symétrique.

Sia<letf>1o0ua=1cetpf >1, ladistribution est strictement décroissante, avec une densité
maximale pres de 0.

Sia>1et f<1,oua=1et B <1 ladistribution est strictement croissante, avec une densité
maximale pres de 1.
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3.7 Loi triangulaire

Une distribution triangulaire Triangular(a, b, c) est définie par la limite inférieure a, la limite supérieure b

et le mode (c). ot a < b et a < ¢ < b. Sa fonction de densité est :

( 2(x—a) - <
(b—a)(c—a) poura =x =~¢
flx) =
2(b —x) <x<h
b—0b-0 pour ¢ < x <
Notation X ~ Triangular(a, b, c)
a € [—oo, +00]
Parametres b:b>a
cca<c<b
Support X € [—0, +00]
2(x —a)
EDICED) poura<x<c
Fonction de densité (PDF) fG) = 26— )
b—a)b -0 pour c<x<bh
(x — a)?
m pour a <x<c
Fonction de répartition (CDF) | F ) = (b
l—mpour c<x<bh
, a+b+c
Espérance E(X) = 2
2 2 2 _ — —
Variance Var(x) = a+b“+c 18ab ac — bc
Mode c

Tableau 11. Loi triangulaire

0.0

a x [

b a c b
X

Figure 10. Fonction de densité (a gauche) et fonction de répartition (& droite) de la loi Triangulaire
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3.8 Loi de Weibull

La distribution de Weibull Weibull («, B) est definie par le parametre de forme « et le paramétre d'échelle g
Pour x > 0, lafonction de densité f (x) est donnée par :

PP xyF
fe)=—7p—e @
Notation X ~ Weibull (a, )
a > 0 (scale parameter
Parametres B > 0 (shape parameter)
Support x € [0, +oo[
. 'Bxﬁ_l X B
Fonction de masse (PDF) f(x) = e~ (@)
aB
_(z)ﬁ
Fonction de répartition (CDF) Fx)=1-e \a

Tableau 12. Loi Weibull

1.00
1.80
1.60 0.80
1.40
1.20 0.60
1.00
0.80 0.40
0.60
0.40 0.20
0.20
0.00 0.00
0 1 2
0.90 1.00
0.80
0.60
0.50 0.60
0.40 0.40
0.30
0.20 0.20
0.10
0.00 0.00

Figure 11. Fonction de densité (a gauche) et fonction de répartition (a droite) de la loi Weibull

17

C.U Mila — 1" année Master I2A — Modélisation & Simulation — 2023-2024 - Resp. : Dr. Sadek Benhammada



Remarque :

La distribution Weibull est largement utilisée pour modéliser le temps de defaillance de composants et de
systemes, et pour I'analyse des données de survie en médecine et sciences de la vie, et ceci, en raison de sa
flexibilité, grace au parametre paramétre B (shape parameter) qui permet de contréler la forme de la courbe

de la fonction de densité :

= Lorsque B > 1, le taux de défaillance augmente avec le temps (phase d’usure),

= [ = 1 correspond a un taux de défaillance constant (distribution exponentielle),

= Lorsque0 < B <

1, le taux de défaillance diminue avec le temps (défaillances en début de vie).

4 Applications des lois de probabilités

Distributions

Applications possibles

Exponentielle (0)

— Modélisation des temps inter-arrivées des « clients » qui se produisent a un taux
constant ;
— Modélisation des temps inter-défaillances d'un équipement (interfailure times).

Erlang (k, 0)

— Modélisation des temps inter-arrivées des « clients » ;

Weibull(«, B)

— Modélisation des temps inter-arrivées des « clients » qui se produisent a un taux qui
augmente ou diminue dans le temps ;
— Modélisation des temps inter-défaillances d'un équipement (interfailure times).
e Lorsque f > 1, le taux augmente avec le temps (phase d’usure),
e B = 1 correspond a un taux constant (distribution exponentielle),
e Lorsque 0 < B < 1, le taux de diminue avec le temps.

Uniforme(a, b)

— Utilisée comme « premier » modéle pour une quantité qui semble varier de maniére
aléatoire entre a et b mais sur laquelle on a peu de données.

— Modélisation des temps de services lorsque seule la plage [a, b] des durées de
service est fournie.

Triangulaire (a,b, c)

— Modélisation des temps de services si le mode c est également donné en plus de
la plage [a, b].

Béta (a, B)

— Modélisation des temps de services avec une plage finie. La distribution béta
standard Y ~Beta(a, ) a une plage unitaire [0, 1]. Alors la variable aléatoire
béta X avec une plage générale [a, b] peut étre obtenue a partir de Y comme
suit: X =a+Y(b—a)

Normale (pn, ¢)

— Si ladistribution des temps de services est symétrique vers la droite
(asymétrie nul), ils sont générés a partir de la distribution log-normale.

Lognormal (p, o)

— Modélisation des temps nécessaires pour effectuer une tache, comme les durées
de services de clients: la densité prend des formes similaires a Erlang(k, 6)
et Weibull(a, ) pour & > 1, mais peut avoir un « pic » proche de x = 0, ce
qui est souvent utile pour capturer des situations dans lesquelles il existe une
probabilité significative de taches de trés courte durée.

— Utilisé comme mode¢le approximatif en I’absence de données.

Tableau 13. Lois de probabilités et leurs applications possibles
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Figure 12. Fonctions de densités (PDF) et fonctions de répartition (CDF) des lois de probabilités continues
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