Statistique bivariée



Statistique bivariée

Lorsqu’on effectue sur un échantillon simultanément, deux mesures, on

obtient une série double de mesures ; par exemple; on parlera de la

série double de mesures sur la taille et le poids des étudiants .. Ces mesures

sont en fait des réalisations de deux variables quantitatives et la

question qui se pose est celle de I'existence d’une liaison entre ces deux

variables.



Statistique bivariee

L'ajustement linéaire consiste a tracer une droite qui passe
au plus pres des observations d'un nuage de points.

Cette droite est ensuite utilisée pour faire des prévisions.



Exemple 1
introductif

Y 103 107 111 122 135 140 142




Nuage de points  Figure 2.1
Des points dispersés entre les deux axes.
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Interprétation de nuage des points

Les deux variable se varient dans deux sens opposes,

quand X augmente Y deminue



Qu'est-ce la régression linéaire ?

Lorsque le nuage de points associé a une série statistique double a

une forme "allongée " c'est-a-dire lorsque les points sont sensiblement
alignés, on peut tracer des droites passant « au plus pres de ces points
». On dit alors que chacune de ces droites réalise un ajustement

affine du nuage de points.



I B

Variable explicative Variable expliquée

Variable controlée Variable réponse

Variable indépendante Variable dépendante



On distingue trois cas

Cas 1: Tableau de deux lignes

Y‘y i Y1



On distingue trois cas

Cas 1: Tableau de deux lignes
Exemple 2:

taille 96 104,8 110,3 115,3 121,9 1274 130 136,99 139,7 1445



Interprétation de nuage des points
Les deux variable évoluent dans le méme sens
quand X augmente Y augmente
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Ajustement graphique

Vous choisissez deux couples (5;110,3) et (10;136,9)
1103 =a5+b .......(1)

1369 =al0+b.....(2)

(2)-(1) 50=26,6 a= % = 5.32

De (2) b = 136,9-10(5,32) = 83,7
Alors la droite d’ajustement graphique est de
y = 5,32x + 83,7



Ajustement graphique

Les inconvénients de l'ajustement graphique, c’est que ce
dernier est une méthode subjective , chaque étudiant trouve
une droite et finalement vous n’avez pas des criteres objectifs
pour choisir entre ces droites .



Problématique ?

Comment faire pour avoir une
droite unique?



Droite de La méthode des moindres carrés
(MOC)

Cette méthode consiste a minimiser la somme des carrés des écarts

Nuage des poinis M,

i

cax;+h




Demonstration
Minimiser les écarts, soit la fonction

N
F(a,b) = ) (; = (ax; + b))}
=1

Apres une chaine d’opérations mathéematiques, on obtient:



Meéthode des moindres carrées

» La 2¢me équation signifie que la droite de régression passe la

point moyen G (X;Y)



Droite de la méthode des moindres

carres

Droite de Y en fonction de X: Notée par

Tels que:

Dy(x):y=ax+Db

N v ON
2= XiYi —Y X1 X




Propriétés de la droite de régression Dy (x)

1. C’est une droite unique

2. Elle passe toujours par le points moyen G(X;Y)



Interprétation de nuage des points
Les deux variable se varient dans le méme sens
quand X augmente Y augmente
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Notations:

1) La covariance Cov(X;Y) = oyy = % Noxy; — XY

. 1 >
2) La variance de X azzﬁ N xF —X?

3)La variancede Y oy Zl yi —Y?

o)
Alors a = —=-
Ox



Coefficient de corrélation linéaire

Symbolisé parr = p—

Le coefficient de corrélation est une valeur sans unité
comprise toujours entre (-1) et (+1)

—-1< r<+1




Coefficient de corrélation linéaire

» [es valeurs positives de r indiquent une corrélation positive

Lorsque les valeurs des deux variables tendent augmenter
ensemble

= [es valeurs négatives de r indiquent une corrélation
négative lorsque les valeurs d’une variable tend a
augmenter et que les valeurs de l'autre variable diminuent



Signification de r

= r =0 liaison nulle

= r = 41 forte liaison positive

= r = —1] forte liaison négative



On distingue trois cas

Cas 1: Tableau de deux lignes
Exemple 2:

taille 96 104,8 110,3 115,3 121,9 1274 130 136,99 139,7 1445



Droite de la méthode des moindres
carres

Droite de X en fonction de Y

Dy(x):y=ax+b



Interprétation de nuage des points
Les deux variable se varient dans le méme sens
quand X augmente Y augmente

160

140 .

20 R

100 e



Dy(x):y=ax+b

B —>a=25,23
A - b=8343
r = 0,9945

Dy(x):y=5,23x+ 83,43



2¢eme drojte de la méthode des moindres
carres

Droite de X en fonction de Y: Notée par

Dy(Y):x=ay+b
Tels que:
N=1xiYL Yzl 1 Xi
€V=1yl YZL 1YL
b=X-aY




On reprend 'exemple préecedant:

Droite de X en fonction de Y .
Dx(Y):x = dy + b

B —>\C\l = (0,189
A—-b=-15,69
r = 00,9945

Dy(Y):x = 0,189y — 15,69



Remarqgues

1. a,aetrayantle méme signe
Les trois sont positives ou les trois sont négatives
2 r¢’=aa



Cas 2: Tableau de trois lignes

Y=y; Vi Y2 e



En adaptant les formules pour le cas 2

1) La covariance Cov(X;Y) = oyy = —Zl L NiXiYi —

2) La variance de X 0§ = —Zl nxf — X2

3) Lavariancede Y oy Zl nyyf —Y?

)
Alors a = ==~
Ox

— XY



Cas 2: Tableau de trois lignes

Exemple




Dy(x):y=ax+b

B - a=-0,66
A—-b=13,96
r=-—0,1122

(Corrélation faible négative)

Dy(x):y=-0,66+ 13,96



Cas 3

Tableau de contingence



Totaux

Xi nj nij n; n;
Xk Nk, ng; ng ng.
Totaux nq n; n; n =N



En adaptant les formules pour le cas d’un

tableau de contingence
1) La covariance Cov(X; Y) = Oyy

NZZnu ) -

i=1j=

1) La variance de X 0§=—Zl nxf — X2

2) Lavariancede Y  of= v Loinyf —Y?

o)
Alors a = =~

Ox



Totaux

7 3 1 4 8
8 7 2 2 11
Totaux 13 17 10 40



Exemple: La saisie dans la calculatrice

k= 4 lignesetl = 3 colones,donck X1 =4 X3 =12 valeurs

I

2 1 1
2 4 10
2 5 3
3 1 2
3 4 4
3 5 1
7 1 3
7 4 1
7 5 4
8 1 7
8 4 2
8 5 2



Dy(x):y=ax+b

B —» a=-0,04539
A—- b=33816
r=-—0,77

(Corrélation moyenne négative)

Dy(x):y = —0,04539x + 3,3816



Distribution marginale de X



Totaux

Xk ng

Totaux n =N



Distribution marginale de Y



..
n, n; n; n =N

Totaux



Régression non linéaire

La régression non linéaire est une methode permettant
de déterminer un modele non linéaire de relation entre
deux variables



Régression non linéaire

Formes non linéaires:
1) Exponentielle

2) Logarithmique

3) Puissance

4) Inverse



Régression exponentielle

Y = Be®X



Régression exponentielle
Forme non linéeaire :
Y = Be™X
Forme linéaire (transformation logarithmique) :

linY = linBe®X = |inB+ line®X =linB+ aX



1¢r¢ méthode:
Linéarisation da le forme exponentielle

Avec:
(*) { y =linY
b = linB
On obtient:
y=aX+b
C’est-a-dire

Création d’une relation linaire entre (X) et (lin Y)



Ensuite, vous choisissez une régression linéaire
(par la méthode des moindres carrées)

Les deux variables sont X et lin Y=y
Exemple:

1240 1190 1160 1135 1094 1065



Y = Be%X
Trouver les valeurs des constantes
aetB

Y = BeX
Création d’une relation linaire entre (X) et (lin Y)



Les deux variables sont Xety = linY

W Gl el

7,123 7,082 7,056 7,034 7,085 6,971
— lm Y



y=aX+Db

B - a = —4,445552 x 1073
A—-b=7111334964
r =—0,974911601

y = —4,445552 x 1073 X + 7,111334964
Et voila la relation linéaire
Avec (*), on obtient:



y = —4,445552 x 1073 X + 7,111334964

En introduisant I'exponentiel des deux cotés de

l'équation, on obtient:
eY — e~ 4445552x107% X+7,111334964

— -3
-e 4,445552%x107° X X e7,111334964

Alors:
Y = Be®™ = 1225,78¢~445%107° X



2¢re méthode:
Directement vous choisissez le modeéle:
réegression exponentielle

Y = Be™X
Avec la calculatrice :

Y = 1225,78238e+445555x107°X



Remarque:

La valeur donnée par la calculatrice du coefficient de
corrélation r est la valeur de la corrélation linéaire
C’est-a-dire:

r=cor(X,linY) =-0,9749



Régression Puissance

Y = BX“

C’est-a-dire X dans la Base



Linearisation de la forme puissance
Forme non linéaire :

Y = BX“
Forme linéaire (transformation logarithmique) :

lin(y) = lin(BX%)

lin(Y) = lin(B) + alin(X)



1¢r¢ méthode:
Linéarisation da le forme puissance

Avec: ( y=lin(Y)
(+4){ X = lin(X)
b = lin(B)
On obtient: \
y=ax+b

C’est-a-dire
Création d’une relation linaire entre lin(X)et lin (Y)



Ensuite, vous choisissez une régression linéaire
(par la méthode des moindres carrées)

Les deux variables sont lin(X)et lin (Y)
Exemple:

ol

1240 1190 1160 1135 1094 1065



Les deux variables sont Xety = linY

17,10, 4,868 |5,247 |5,521 |5,737
= X
6,971

/7,123 7,082 7,056 7,034 7,085
= lm (Y)



y=aX+b

A—-b=765708
B—>a=-0,11763
r = —0,882249
y=-0,11763x + 7,65708

Et voila la relation linéaire
Avec (**), on obtient:



y=-0,11763x + 7,65708

En introduisant I'exponentiel des deux cotés de

l'équation, on obtientY = BX“

y — e—0,11763x+7,65708 —0,11763x X e7,65708

e = e

elin(Y) — £-0,11763lin(X) v »7,65708
: —0,11763
— elin(X) X /65708 —



Ajustement puissance

Y = elin(X)_0'11763 % 765708

e

Finalement, on a:
Y =2115,570934 x X~ 011736



2¢re méthode:
Directement vous choisissez le modeéle:
régression puissance

Y = BX?
Avec la calculatrice :

Y =2115,58 x X~ %1176



Remarque:

La valeur donnée par la calculatrice du coefficient de
corrélation r est la valeur de la corrélation linéaire
C’est-a-dire:

r=cor(lin(X),lin(Y)) =-0,882249



Choix du modeéle de régression valable



Choix entre la régression linéaire , exponentielle et
puissance

1) Vous calculez les trois coefficient de corrélation

2) Vous choisissez le coefficient le plus élevé en valeur
absolue

ri =cor(X,Y),r, =cor(X,lin(Y)) et

r3 = cor(lin(X),lin(Y))

3) Le modele associé a ce coefficient est le plus
valable



Choix entre la régression linéaire , exponentielle et
puissance

Ou bien, directement vous choisissez le coefficient de
détermination R* le plus élevé

Le modele associe a ce coefficient de détermination

est le plus convenable
R? le carré du coefficient de corrélation



Exemple d’entrainement:

6,53 4,12 2,05 1,5 08 06 05 0,23 0,01
(moI

/1)



Le modeéle linéaire
Nuage de points
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Le modele exponentiel
Nuage de points

y = 13,092¢-05%
R? = 0,9881

O R N W H~ U1 O N o0 L

12



Le modeéle puissance

Nuage de points

16
14
12
10

y = 14,346x2991
R =0,8701
6 8 10

12



Choix entre la régression linéaire , exponentielle et
puissance

Calcul par SPSS
Modele Régression Coefficient de
Détermination
Linéaire C =—-0,577V + 4,8627 0,7099
Exponentiel C = 13,092¢79°3V 0,9881
Puissance Ph = 14,346X 1991

0,8701



Le coefficient de détermination le plus élevé est
0,9881

Le modele valable c’est le modele
exponentiel



