
Factorisation LU (Principe) 

La méthode repose sur la décomposition de la matrice A :   

A=L U 

Où   L est une matrice triangulaire inférieure et 

        U est une matrice triangulaire supérieure. 

 
Le système Ax =b devient   L U X = b     

Soit en posant          U X = Y     

On aura           L Y = b     

Pour résoudre A x=b :  

- On résout le système L Y=b pour trouver Y  

- puis le système U X=Y pour trouver X solution de A x=b 

 déterminer les matrices L et U , 

NexTech
Note
il vaut mieux mettre la matrice A où on voit les équations sur A avant et extraire de chaque equation l'inconnu correspondant avant de donner les formules alternatives ddes coefficients de U et L.



Factorisation LU (détails) 

En développant l’équation matricielle A = L U 

[

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

] = [

𝑙11 0 0 0

𝑙21 𝑙22 0 0

𝑙31 𝑙32 𝑙33 0

𝑙41 𝑙42 𝑙42 𝑙44

] . [

u11 u12 u13 u14

0 u22 𝑢23 u24

0 0 u33 u34

0 0 0 u44

] 

 

𝑎𝑖𝑗 = ∑ 𝑙𝑖𝑘𝑢𝑘𝑗
𝑘=𝑛
𝑘=1            avec    𝑙𝑖𝑘 = 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑘 > 𝑖   et   𝑢𝑘𝑗 = 0 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑘 > 𝑗, 

 

𝑎11 = ∑ 𝑙1𝑘𝑢𝑘1 = 𝑙11𝑢11 + 𝑙12𝑢21 + 𝑙13𝑢31 + 𝑙14𝑢41
𝑘=4
𝑘=1

𝑎32 = ∑ 𝑙3𝑘𝑢𝑘2 = 𝑙31𝑢12 + 𝑙32𝑢22 + 𝑙33𝑢32 + 𝑙34𝑢42
𝑘=4
𝑘=1

𝑎23 = ∑ 𝑙2𝑘𝑢𝑘3 = 𝑙21𝑢13 + 𝑙22𝑢23 + 𝑙23𝑢33 + 𝑙24𝑢43
𝑘=4
𝑘=1

  

Déterminer U et L 



𝑢11 = (𝑎11)/𝑙11 𝑢22 = (𝑎22 − 𝑙21. 𝑢12)/𝑙22

𝑙11 = (𝑎11)/𝑢11 𝑢23 = (𝑎23 − 𝑙21. 𝑢13)/𝑙22

𝑢21 = (𝑎21 − 𝑙21. 𝑢11)/𝑙22 𝑢24 = (𝑎24 − 𝑙21. 𝑢14)/𝑙22

𝑙12 = (𝑎12 − 𝑙11. 𝑢12)/𝑢22 ⋮

 

On a 𝑛2 + 𝑛 inconnues 

et seulement  𝑛2 coefficients connus 𝑎𝑖𝑗  

 fixer n paramètres dans les équations ci-dessus :  

𝑙𝑖𝑖𝑖=1,..,𝑛
= 1    

 

Alors : 



[

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

] = [

𝟏 0 0 0

𝑙21 𝟏 0 0

𝑙31 𝑙32 𝟏 0

𝑙41 𝑙42 𝑙42 𝟏

] . [

u11 u12 u13 u14

0 u22 𝑢23 u24

0 0 u33 u34

0 0 0 u44

] 

𝑎𝑖𝑗 = ∑ 𝑙𝑖𝑘𝑢𝑘𝑗

𝑘=𝑛

𝑘=1

 

avec  𝑙𝑖𝑘 = 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑘 > 𝑖   et   𝑢𝑘𝑗 = 0 𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑘 > 𝑗  et  𝑙𝑖𝑖𝑖=1,..,𝑛
= 1    

𝑎11 = ∑ 𝑙1𝑘𝑢𝑘1 = 𝟏. 𝑢11 + 𝑙12𝑢21 + 𝑙13𝑢31 + 𝑙14𝑢41

𝑘=4

𝑘=1

𝑎32 = ∑ 𝑙3𝑘𝑢𝑘2 = 𝑙31𝑢12 + 𝑙32𝑢22 + 𝟏. 𝑢32 + 𝑙34𝑢42

𝑘=4

𝑘=1

𝑎23 = ∑ 𝑙2𝑘𝑢𝑘3 = 𝑙21𝑢13 + 𝟏. 𝑢23 + 𝑙23𝑢33 + 𝑙24𝑢43

𝑘=4

𝑘=1

 

 



𝑢11 = (𝑎11)/𝟏 𝑢22 = (𝑎22 − 𝑙21. 𝑢12)/𝟏

𝑙11 = (𝑎11)/𝑢11 𝑢23 = (𝑎23 − 𝑙21. 𝑢13)/𝟏

𝑢21 = (𝑎21 − 𝑙21. 𝑢11)/𝟏 𝑢24 = (𝑎24 − 𝑙21. 𝑢14)/𝟏

𝑙12 = (𝑎12 − 𝟏. 𝑢12)/𝑢22 ⋮

 

 

Calcul alternatif 

𝑢𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 − ∑ 𝑙𝑖𝑘
𝑖−1
𝑘=1 𝑢𝑘𝑗                     𝑖 = 1, . . , 𝑛  et   𝑗 = 𝑖, . . , 𝑛 

 𝑙𝑖𝑗 = [𝑎𝑖𝑗 − ∑ 𝑙𝑖𝑘
𝑗−1
𝑘=1 𝑢𝑘𝑗] 𝑢𝑗𝑗           𝑗 = 1, . . , 𝑛   et   𝑖 = 𝑗 + 1, . . , 𝑛⁄  

 

 



Exemple: Résoudre par la méthode de Factorisation le système suivant 

(
1 2 3
1 1 2
1 1 1

) (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (
4
5
6

) 

Etape 1: Factorisation de la matrice A=LU 

(
1 2 3
1 1 2
1 1 1

) = (

1 0 0
𝑙21 1 0
𝑙31 𝑙32 1

) (

𝑢11 𝑢12 𝑢13

0 𝑢22 𝑢23

0 0 𝑢33

) = 

A = (

𝑢11 𝑢12 𝑢13

𝑙21𝑢11 𝑙21𝑢12 + 𝑢22 𝑙21𝑢13 + 𝑢23

𝑙31𝑢11 𝑙31𝑢12 + 𝑙32𝑢22 𝑙31𝑢13 + 𝑙32𝑢23 + 𝑢33

) 

 



 

En identifiant les coefficients des deux matrices, 

𝐿 = (
1 0 0
1 1 0
1 1 1

) ; 𝑈 = (
1 2 3
0 −1 −2
0 0 −1

) 

Etape 2: Résolution du système 

1) Le système 𝐴𝑋 = 𝑏    devient     𝐿𝑈𝑋 = 𝑏 , soit en posant  

𝑌 = 𝑈𝑋, d’où on aura 𝐿𝑌 = 𝑏 

On résout en premier le système 𝐿𝑌 = 𝑏 avec L matrice triangulaire inferieure 

(
1 0 0
1 1 0
1 1 1

) (

𝑦1

𝑦2

𝑦3

) = (
4
5
6

) Admet la solution  𝑦1=4; 𝑦2=1; 𝑦3 = 1 D’où 𝑌 = (
4
1
1

) 

 



2)  puis on résout 𝑈𝑋= 𝑌 avec U matrice triangulaire supérieure 

(
1 2 3
0 −1 −2
0 0 −1

) (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

)= (
4
1
1

) 

Dont la solution est X= (
5
1

−1
)  

Remarque : 

En décomposant la matrice A en : A= 𝐿𝑈 

Le déterminant de la matrice A est donné par la propriété :  

det 𝐴 = det(𝐿𝑈) = 𝑑𝑒𝑡𝐿. 𝑑𝑒𝑡𝑈 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = ∏ 𝑙𝑖𝑖. ∏ 𝑢𝑖𝑖 .

𝑖=𝑛

𝑖=1

𝑖=𝑛

𝑖=1

 



Exemple: Reprenons notre matrice 𝐴 = (
1 2 3
1 1 2
1 1 1

) 

Et sa décomposition 

𝐿 = (
1 0 0
1 1 0
1 1 1

)           𝑈 = (
1 2 3
0 −1 −2
0 0 −1

) 

Alors, on déduit que  

det 𝐴 = (1. 1.1)(1. −1. −1) = 1 

 

 

 



Algorithme de la factorisation LU 

Pour i=1,2,….,n    (calcul de la première ligne de U et la première colonne de U) 

𝑙𝑖𝑖 = 1 

𝑢1𝑖 = 𝑎1𝑖  

𝑙𝑖1 =
𝑎𝑖1

𝑎11
     

Fin  

Pour i=2,3,…,n     (calcul alternatif des lignes de U et colonnes de L) 

         Pour j=i,..,n 

𝑢𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 − ∑ 𝑙𝑖𝑘

𝑖−1

𝑘=1

𝑢𝑘𝑗  

         Fin 

Fin 

Pour j=2,3,…,n 

         Pour i=j+1,..,n 

  𝑙𝑖𝑗 = [𝑎𝑖𝑗 − ∑ 𝑙𝑖𝑘

𝑗−1

𝑘=1

𝑢𝑘𝑗] 𝑢𝑗𝑗⁄  

         Fin 

Fin 



 

 

 



 

Pour déterminer les matrices L et U ,  

on a les équations suivantes pour tout 𝑟 = 1, . . , 𝑛: 

 

𝑢𝑟𝑗 = [𝑎𝑟𝑗 − ∑ 𝑙𝑟𝑘

𝑟−1

𝑘=1

𝑢𝑘𝑗] 𝑙𝑟𝑟⁄ 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑗 = 𝑟, . . , 𝑛 

𝑙𝑖𝑟 = [𝑎𝑖𝑟 − ∑ 𝑙𝑖𝑘

𝑟−1

𝑘=1

𝑢𝑘𝑟] 𝑢𝑟𝑟⁄ 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑖 = 1, . . , 𝑟 

 

 

 



 

 

 

 

 

  


