Factorisation LU (Principe)
La méthode repose sur la décomposition de la matrice A :
A=LU
Ou L est une matrice triangulaire inférieure et
U est une matrice triangulaire supérieure.

Le systéme Ax =b devient LUX=5b
Soit en posant ux=y
On aura LY=b
Pour résoudre A x=b :
- Onrésout le systeme L Y=b pour trouver Y
- puis le systeme U X=Y pour trouver X solution de A x=b

=» déterminer les matrices Let U,


NexTech
Note
il vaut mieux mettre la matrice A où on voit les équations sur A avant et extraire de chaque equation l'inconnu correspondant avant de donner les formules alternatives ddes coefficients de U et L.


Factorisation LU (détails)
En développant I'’équation matricielle A=L U

a;p Az A3 Ay liy O 0 0 Ugp Uz U3 Uy

Ay A Az Aul |l L 0 0 0 uy Uy Uy

azy azp; asz ag| |ly L Lz 07O 0 uzz uzy
lyy lp Lo lyy 0 0

0 Uyy

aj; = Z’,ﬁi? ikUkj avec ly =0 pourk >i et u;=0pourk>j,

_ vk=4 _

a11 = Yg=1 likkr = ligugg + Lipuog + Lisusg + gy,
_ wk=4 _

azy = Yp=1 l3kliz = l31U12 + I32Upp + I33us3) + [3414)
_ wk=4 _

A3 = Yp=1 lakis = lp1ugs + lpups + [hsuss + [y

Déterminer U et L



uyy = (ag1)/ly Upy = (agz = 1. ug2) /1,

Ly = (ag1)/ug Uy = (a3 = L1 ug3) 1z,
Uy = (ay1 — Ly ugp)/lyy Uz = (Ag — Ly ugs) /1y,
liz = (@ — Lig-ugp) /uy :

On a n? + n inconnues

et seulement n? coefficients connus a;j

- fixer n paramétres dans les équations ci-dessus :

li, , =1

i=1,.n

Alors :



a;; A A3 Ay 1 0 0 0] fuir Wz U
A1 A A3 Ayu| |l 1 0 0 0 up  up
az; a3y Az Azl [l L 1 0[]0 0 us3
Ay A A3 Ay lyy gy lyp 1 o 0 0

k=n
a;; = Z liug;
k=1

avec ly, =0 pourk >i et w;=O0pour k>jetl;
k=4
a; = Z Ligugr = Lougg + Lipupy + ligusg + Ligug
k=1
k=4
az; = z 3z = l31u12 + l3pupp + 1o usy + [34uy)
k=1
k=4
azs = Z Lz = lrugz + 1oupz + lzugs + [y
=1

=1



uy; = (a;)/1 Uy, = (az; — ly1.u5)/1

br=Lar Uy = (a3 — l1.ug3) /1
Uy = (ap1 — Ly ug) /1 gy = (ag4 — Ly uge) /1
li = (a1 — 1.ug2) /up, :

Calcul alternatif

Ujj = aij — Z;c llkuk] i=1,..,net j=1i..,n

lij: [aij_ k=1 lkuk]]/u]] j:1;--,n et i=j+1,..,n



Exemple: Résoudre par la méthode de Factorisation le systeme suivant
1 2 3\ /%1 4
1 1 2|[*|=|5
1 1 1/ \%3 6

Etape 1: Factorisation de la matrice A=LU

1 2 3 1 0 0\ /U1 Uz uUgs
(1 1 2) = <121 1 0)( 0 uy u23> =
1 1 1 131 l32 1 0 0 U3z

Uqq U1 Uq3
A= luqq l1ugp + Uy, lr1u13 + Ups
l31u17  I3q1Uqp + 30Uy D31Ug3 + [35Up3 + Uss



En identifiant les coefficients des deux matrices,

1 0 0 1 2 3
L=<1 1 O);U=<O -1 —2)
1 1 1 0 0 -1

Etape 2: Résolution du systeme
1) Lesysteme AX = b devient LUX = b, soit en posant
Y=UX,dolonauralY =b

On résout en premier le systeme LY = b avec L matrice triangulaire inferieure

1 0 0\ /M 4 4
1 1 0](Y2]=|5]Admetlasolution y;=4;y,=1;y3 =1D'ouY =11
1 1 1/ \¥3 6 1



2) puison résout UX=Y avec U matrice triangulaire supérieure

1 2 3 X1 4
0 -1 -2|(*x2)=|1
0 0 —-1/\x3 1
5
Dont la solutionest X=| 1
-1
Remarque :
En décomposant la matrice Aen : A= LU

Le déterminant de la matrice A est donné par la propriété :

detA = det(LU) = detL.detU

i=n i=n

detA = 1_[ lii' ﬂuii.

i=1 i=1



1 2 3
Exemple: Reprenons notre matrice A = (1 1 2>
Et sa décomposition

1 0 0 1 2 3
L= (1 1 0) U= (O -1 —2)
1 1 1 0O 0 -1

Alors, on déduit que

detd = (1.1.1)(1.-1.-1) =1



Algorithme de la factorisation LU
Pouri=1,2,...,n (calcul de la premiére lighe de U et la premiére colonne de U)

lii = 1
Ui = g
l' — ai1
i1 a;;
Fin
Pouri=2,3,..,n (calcul alternatif des lignes de U et colonnes de L)
Pour j=i,..,n
i-1
Ujj = ajj — Z Lige g
k=1
Fin
Fin
Pourj=2,3,...,n
Pour i=j+1,..,,n
j-1
lj = ay — Z Lie i / wjj
k=1
Fin

Fin






Pour déterminer les matricesLet U,

on a les équations suivantes pour toutr = 1,..,n

r—1

Upj = |Qrj — Z Lrk Uk /lrrpourj =7,..

z Lik ukr]/urr pour i =






