4.1. Introduction

La cinématique traite le mouvement ( position, vitesse, accélération) mécanique
uniquement de point de vue géométrique, sans tenir compte des causes qui ont provoqué ce
mouvement. La cinématique étudie le changement de position géométrique des corps dans le
temps. Or, cela ne peut étre fait que par rapport a un référentiel ou 1’on pourrait déterminer la

position du corps mobile.

4.2. Un solide indéformable

Un solide indéformable ou rigide, (S), est un ensemble

) . . P
de points telle que, la distance entre deux points N ‘

quelconques parmi tous ses points, reste constante au cours B

du temps, et ceci quel que soit le mouvement du solide:

VA, B e (9), VtHAI§(t)H = Cst.

Figure 4.1 : Un solide indéformable.
4.3. Position d’un point dans I’espace

Pour exprimer la position d’un point O1 en fonction d’un point O, on peut utiliser, entre

autres :

- Les coordonnées cartésiennes, de paramétres x,yetz: OO, = X.X+ Y.y + z.Z ou

X est I’abscisse, y I’ordonnée et z la cote de O; dans le repére R(O,X, Y, 7)

- Les coordonnées cylindriques, de paramétresr, et z: OO, =r.u, + z.Z

La relation avec les coordonnées cartésiennes est :

U, =cos(0).X +sin(0).y ; x=rcos(d) et y=rsin(0)

- Les coordonnées sphériques, de paramétres p, 0 et y : OO, = pPu,
La relation avec les coordonnées cartésiennes est :

x = p.sin(y) cos();
y = p.sin(y)sin(0) ;
Z = p.cos(y).

avec U, =cos(y).X+sin(y).y , U, =cos(d).X+sin(6).y
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Figure 4.2 : Les coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques.

4.4. Position d’un solide : angles d’Euler

Paramétrer la position d'un solide par rapport a un

repére d'observation M(O,b), pourvu dune base orthonormée
directe R(O,X,V,Z), revient a paramétrer la position d'un repére

M, (O,,b,) lié¢ au solide, pourvu d'une base orthonormée directe

R, (O, X, V,,Z,) par rapport au repére d'observation M.

Pour cela, il faut exprimer la position de O; en fonction Figure 4.3 : La position d’un solide.
de O et les vecteurs de b en fonction des vecteurs de b.

Pour exprimer l'orientation de la base b1 en fonction de la base b, il existe trois anglesy, 8, ¢ .

Ce paramétrage est dit des « angles d'Euler ».

La figure spatiale est de lecture délicate, elle sera toujours remplacée par la représentation

plane des orientations (figures de calcul).

Figure 4.4 : Les angles d'Euler.
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On passe de la base b & la base by par trois orientations

successives :

oo Z ... 0u
(X,9,2)—5 (0,9, 2) ——— (U, W, 2,) —"2(%,, ¥, 7,)
w est la précession autour de I’axe Z : w = (X,U0) = (V,V)

On le choisit de telle fagon que V soit dans le plan (Z,Z,)

ou autrement que G soit a I’intersection de (X, ¥) et (X, ¥,)
@ est la nutation autour de 'axe U : €= (V,W) =(Z,Z,)
On le choisit de telle fagon que Z devienne Z,

@ est la rotation propre autour de I’axe Z;: @ =

On le choisit de telle fagon a obtenir X, et Y,

4.4.1. Passage du repére b vers R (précession)

- >

La rotation se fait autour de I'axe z =z,
On passe du repére R(O,X,V,Z) vers le repéreb(O, U, V, 7)
en faisant une rotation d’angley .
La vitesse de rotation est donnée par :

. d W L ] L ]

oy = Z Z

dt =y.Zl=y.7

w=(U,x)=(v,y) avec z =(UA V)
U=cosy.X+siny.y+0.Z

V=-siny.X+cosy.y+0.Z

Z, =1
u cosy siny 0] X
Sous forme matricielle : |V |=| SNy cosy 0]y
Z, o 0 1|z
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Figure 4.6 : La précession.




cosy siny O

P,_x=|—-siny cosy O0]:est la matrice de passage du repére b vers le repere R.
0 0 1 4 R
- - W
4.4.2. Passage du repere by vers b (Nutation) z, 0

La rotation se fait autour de ’axe X=U

On passe du repére b, (O,U,W,Z,) vers le repére b(O,U,V,7)

en faisant une rotation d’angle 6.

La vitesse de rotation est donnée par :

Q(bl/b):z—fﬁzéﬂ:é.i

Figure 4.7 : La nutation.

u 1 0 0 |(u
Sous forme matricielle : | W [=|0 cos@ sin& v
Z 0 —sin@ cosé|\z
1 0 0
R,»=|0 cos® sind | est la matrice de passage du repere b vers le repere b,
0 —-siné@ cosd
IR
4.4.3. Passage du repere R vers b: (Rotation propre) tw -
- X
La rotation se fait autour de I’axe z = z;, On passe du repére Y1 4
R, (O, X, V,,Z,) vers le repére b, (O,U, W, Z) en faisant une rotation o
d’angle ¢.La vitesse de rotation est donnée par: Y >
d (o]
R O _ _ . _ . — —
Q El_(ozl_(o'z z=12

X, =cos@.l +sin W+ 0.Z

Y1

1=12

—sin .U +cos p.W+0.Z

Ny

Figure 4.8 : Larotation propre.
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X, cosgp sing OfU

Sous forme matricielle : | Y2 |=| ~SN¢ cosg Of w
Z

z 0 0o 1

cosp sing O
Py =|—Sing cosep O
0 0 1

est la matrice de passage du repere bi vers le repere R:

e La composition des rotations instantanées

Le vecteur de rotation instantané du repére R; par rapport a R est égal :
QR /R)=w.Z, +0X+¢.Z,
4.5. Cinématique du point : trajectoire, vitesse et accélération

4.5.1. Trajectoire d’un point par rapport a un repére

La trajectoire d'un point M par rapport a un repere R(O,X,V,Z) est constituée de I'ensemble des

positions occupées par l'extrémité du vecteur O au cours du temps.

x(t)
OM = x(t).X + y(t).y + z(t).Z =] y(t)
z(t)

Cette trajectoire dépend bien évidemment du repere R choisi.

4.5.2. Vecteur vitesse d'un point par rapport a un repere

La vitesse d'un point correspond a la variation de sa position au cours du temps. Elle
s'obtient en dérivant par rapport au temps la fonction trajectoire. Elle est donc tangente a la

trajectoire. Son unité est le m/s.

V(M eRllR){do—M}
R

dt

avec : O point lié au repere R, et M point lié au repere Ry (ou point géométrique)

B} d
y(M/R):[aV(M/R)} [

R

dzom}
dt |
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4.6. Vecteur vitesse de rotation et dérivation d’un vecteur
4.6.1. Définition du vecteur vitesse de rotation
Soient Ro et R1 deux repéres orthonormés directs associes a deux solides en mouvement I'un

par rapport a l'autre. Le vecteur Qg ;. mesure la vitesse angulaire de changement d'orientation de la

base de R1 par rapport a la base de Ro. Il se nomme vecteur vitesse de rotation, ou vecteur vitesse
angulaire, ou vecteur rotation. Ces caractéristiques sont :

- direction : axe de rotation relative des deux reperes (axe qui peut varier a chaque instant) ;

- sens : selon la régle du tire-bouchon (ou du pouce de la main droite) ;

- norme : vitesse angulaire de rotation de R1 par rapport a Ro, en rad/s.

QRllRO =00 &

La notation d’une variable avec un point dessus signifie « dérivée de la variable par
rapport au temps ».

Ainsi, OGuo =g ;g = Wy, la dérivée de la position angulaire (en rad) est la vitesse angulaire (en
rad/s).

4.6.2. Composition des vecteurs rotation
Soient 3 solides nommes (i), (j) et (k) attachés respectivement aux reperes orthonormes

directs Ri, Rj et Rk:
i éi/j =-0 ili
o f)k,j = Qk,j + Qj,i (similaire a la relation de Chasles) : c’est la composition des
vecteurs rotations.

e Si 0 et € sont respectivement les angles et les axes autour desquels il faut

tourner pour passer de R aRy, alors: Qg ¢ :Zﬁi &
Ainsi, toutes les rotations d’un solide quelconque a un autre solide quelconque peuvent se

ramener a une somme de rotations représentables sur des figures planes.

Exemple : Bras articulé (ci-contre)

- .

Q,,, =0 (aucune rotation dans une glissiére) ; Q,, =021.2,, Q,, =032.7,

Q3 =013 X%, ;

Donc: Q,,, =Q,,, +Q,,, = 0211 .Z;
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Qy = Qqpp +Qppy + Qg = 0312+ O211).Z;

Q.0 =032+ 0211).7 + Ousz Xs.

Figure 4.9 : Bras articulé.

%=5
Figure 4.10 : Les orientations.

4.6.3. Changement de base de dérivation

Déterminons la dérivée des vecteurs unitaires de Ry mobile dans Ro (en considérant
uniguement une rotation autour de pour passer de Ro a R1 mais le résultat peut étre

généralisé car une rotation quelconque est la somme de rotations autour d’axes principaux).

Ainsi on pourra généraliser que pour tout vecteur unitaire € d’une base i :

{%} :ﬁi/j/\éi
dt IR,

On pourra aussi généraliser cette formule pour tout vecteur U quelconque (et donc pas
forcément unitaire, et n’appartenant pas forcément a une base donnée) :
dU. dU.

—L = +Q, AU
dt dt o

IR, IR,
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4.7. Champ des vecteurs vitesse d'un solide
Soient deux points A et B d'un solide S en mouvement par rapport & Ro. Le solide étant

indéformable, on a:

— —12 — —
ABH =Cst ouencore: HABH = AB.AB = Constante.
D'apres la formule de dérivation d’un vecteur quelconque, on a :

dAB} :{dAO} {dos} 6 AAB<0
B P T P O

On obtient finalement la formule de changement de point du vecteur

Figure 4.11 : Un solide S en
mouvement par rapport & Ro.

vitesse, dans le mouvement de R1/ Ro: indéformable.

—

VB/RO :VA/RO +QS/RO ~ AB

Cette formule est connue sous le nom de « formule de distribution des vitesses ».
4.8. Champ des vecteurs accéleration d'un solide

La formule de changement de base de dérivation permet de définir le champ des vecteurs
accélération des points d’un solide, par rapport au référentiel du mouvement. A chaque point du

solide ('S ), on peut associer son vecteur accélération defini par :

—

B/R,

Ve Oy A AB

En dérivant cette relation, on obtient :

dVB} {(NA} [d » .
{dt o Lt | Lt n

. A dQ _
SOit : Vg p, = Zarm, +sir, /\[dA—B} +{i} A AB
IRy IRy

dt dt

dQ

j:l A Aé"'ésmo /\(ﬁs,RO A AB)
IRo

Car . ?B/RO :77A/R0 +|: dt

Cest la Formule de Rivals ou loi de distribution des accélérations dans un corps solide
indéformable.

4.9. Composition de mouvements
4.9.1. Composition des vitesses

Soient trois solides So, S1 et S2 en mouvement les uns par rapport aux autres, et M un point
quelconque. On a la formule de composition des vitesses :
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— —

VM,SZ/SO :VM S2/5 +VM Sisg
VM 25, est appelée « vitesse absolue » ;

VM S5, est appelée « vitesse relative » ;

—

VM Sys, est appelée « vitesse d 'entrainement ».

4.8.2. Composition des accélérations
Soient trois solides So, S1 et S; en mouvement les uns par rapport aux autres. Soient Ro, Ry et R

leurs reperes respectifs, et M un point quelconque
On obtient la loi de composition des accélérations :

—

=y +7 +20 AV
7M 52150 7/M S2/51 7M '$1/80 S1/S0 M 18218

—

Ym _ . estappelée « accélération absolue » ;
1927190

—

Y m est appelée «accélération relative » ;
"Sp/%

—

7'M 1/ St appelée «accélération d ‘entrainement ».

2.0 $1/50 /\VM sors €St appelée «accélération de Coriolis ».

4.9. Mouvements particuliers (rotation, translation, hélicoidal)
4.9. 1. Rotation autour d’un axe fixe

Soit (S) un solide en rotation autour d’un axe (A) fixe dans un référentiel R.

Soit Oe (A): \7(0/ R) = 0.La distance du point O a tout point du solide (S) est constante au
cours du temps. Donc O est lié au solide (S) :

Me (S), V(M /R)=V(O/R)+Q(S/R)AOM =Q(S/R) AOM

Figure 4.12 : Un solide (S) en rotation autour d’un axe (A).
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4.9. 2. Translation

v’ Latranslation rectiligne.
Le mouvement de translation de (S) par rapport a (R) est dit rectiligne si la trajectoire d’un

point quelconque de (S) dans (R) est une droite.

Figure 4.14 : Translation rectiligne.

v’ La translation circulaire
Le mouvement de translation de (S) par rapport a (R) est dit circulaire si la trajectoire d’un

point quelconque de (S) dans (R) est un cercle.

L

Figure 4.15 : Translation circulaire.

v La translation curviligne

—

Désigne une translation qui n’est pas rectiligne. Le vecteur rotation est exprimé par : €2 =0

s1/80

Tous les points du solide en translation ont donc la méme vitesse, que ’on peut alors noter Vs /g ;

—_

VOS/R =r.w;,,.U,
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4.10. Mouvement plan sur plan

Soient deux solides (S1) et (S2). Le mouvement du solide (S2) par rapport au solide
(S1) est dit «plan sur plan» s'il existe un plan (IT.) lié a (S2) qui reste coincident avec un plan
(ITy) lié a (Su).

Exemple:
Le mouvement de la bielle par rapport au piston, le mécanisme de l'ouvre-portail, de la
barriere Sympact, du pilote hydraulique...

En conséquence, dans le cas d'un mouvement plan sur plan de normale commune ;

°
—

e Le vecteur vitesse rotation est exprimé par : 2,,, =6.Z;

—

La vitesse : V =V *m.s,15.X +VIm.s,rs.V,

M 1S /S

4.11.1. Dérivation vectorielle

Soient A et B deux points € § fixes dans R1 — AB est un vecteur constant dans R1.

98Bl _G(BIR,)-V(AIR,) =R, /R,) A AB

Ro

On peut obtenir le vecteur dérivé de AB = a(®)X, + )Y, + y()Z, dans Ro en prenant
en considération le fait que les vecteurs X, Y,, Z; varient dans ce repeére.

dA_B :dA_B +C'x(t)d_x1 +,é(t)% +;./(t)%
de | dt | dt |, dt |, dt |,
0AB| _dAB +Q(R, /R,) A AB
de |, odt
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